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Kapitel 0

Zufall und Mathematik, motivierende
Beispiele

Das Wort ,,Stochastik” kommt aus dem Griechischen und bedeutet ,,L.ehre vom Zufall” bzw., als

mathematische Teildisziplin, ,,Lehre von den GesetzmifBigkeiten des Zufalls”.

Beispiel (Gesetz der grofen Zahlen):

Wirft man eine ,,faire” Miinze sehr oft, so wird in etwa der Hdlfte der Fiille ,,Kopf” fallen. Dies
ist ein mathematischer Satz, der in der Stochastik bewiesen wird. Dazu braucht es einen eigenen

Wahrscheinlichkeitskalkiil.

Ursachen von ,,Zufall*:

(7) Naturinhérente Indeterminiertheit
(74) unsere Unkenntnis iiber die genauen Rahmenbedingungen der Situation

Aufgaben der Mathematik:

(1) Abstraktion der Wirklichkeit, Modellbildung
(7i) stochastischer Kalkiil im aufgestellten Modell

(7i7) Riickschluss auf die Wirklichkeit



Schema 0.1

Wirklichkeit
Ausschnitt
F
—— Vorhersage,
‘Iﬁébﬁt]{%tmn. Uberpriifung und
EALAIEENE gefs. Korrektur
¥
Modell

Die Stochastik gliedert sich in zwei Teilgebiete, die Wahrscheinlichkeitstheorie und die

(mathematische) Statistik.

Schema 0.2
Stochastik
Wahrscheinlichkeitstheorie: Statistik:
* Beschreibung zufilliger Vorginge * Umgang mit den Zufall
*  Untersuchung von (gegebenen) *  Schlussfolgerungen aus
Modellen Beobachtungen (Daten) auf
Charakteristika des Modells
+ Mathematik des Zufalls zichen

< Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

Beispiele fiir zufillige Vorgénge, die in der Stochastik untersucht werden koénnen:

Beispiel 0.3 (Problem des abgebrochenen Spiels, Pacioli 1494, Fermat/Pascal 17. Jhdt)
Zwei Spieler spielen um einen hdlftigen Einsatz ein faires Spiel. Den Einsatz bekommt der Spieler,
der zuerst sechs Runden gewonnen hat. Beim Stand von 5:3 fiir Spieler 1 muss das Spiel abgebro-

chen werden. Wie sollten sich die Spieler den Einsatz aufteilen?



Losung (spdter): Die ,,gerechte” Aufteilung ist 7:1 zu Gunsten von Spieler 1.

Beispiel 0.4 (geometrische Wahrscheinlichkeit)
Wiihle zwei Punkte x, y zufiillig, jeweils im Einheitsintervall [0, 1]. Betrachte das (mdglicherweise
degenerierte) Rechteck in [0, 1) mit den Eckpunkten (0,0), (x,0), (0,y) und (z,y). Wie grof3 ist

die Wahrscheinlichkeit, dass dieses Rechteck eine Flciche von mehr als 1/2 besitzt?

Losung (spditer): Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betrdiigt 1/2(1 — log 2) - 100%.

Beispiel 0.5 (Sekretidrsproblem)

Gegeben seien N Bewerber/innen fiir eine freie Stelle, die ihrer Eignung nach unterscheidbar
sind. Wir konnen ihnen also aufgrund ihrer Eignung einen Rang zuordnen, wobei der Rang 1 der
besten Eignung entsprechen soll. Die endgiiltige Zuordnung der Ringe ist natiirlich erst moglich,
nachdem sich alle N Bewerber/innen einem Eignungstest unterzogen haben.

Um dieses Verfahren abzukiirzen, hat die Firmenleitung sich entschlossen, iiber eine Einstellung
sofort nach dem Einstellungsgesprich zu entscheiden. Natiirlich ist es unmaoglich, eine einmal ge-

troffene Entscheidung wieder riickgdngig zu machen.

Problem/Fragestellung: Gibt es eine optimale Strategie? Falls ja, wie lautet sie?

Losung (spdter): Die optimaleﬂ Strategie lautet:

(1) Priife (n* — 1) Bewerber/innen, ohne eine(n) von ihnen einzustellen.

(2) Anschliefiend wdihle den- bzw. diejenige, der bzw. die besser als alle Vorgdinger/innen ist.

Dabeiist n* = min{l <n < N: S0 11/k <1}.

! optimal“ bedeutet: die Wahrscheinlichkeit, den/die beste(n) Kandidat/in zu wihlen, ist maximal.



Kapitel 1

Wahrscheinlichkeitsraume

Die mathematische Modellierung von Zufallssituationen geschieht in drei Schritten:

1) Festlegung eines Ergebnisraums (Grundraums): 2
2) Festlegung der Menge der interessierenden Ereignisse: A C 2, Ereignis: A C Q

3) Wahrscheinlichkeitsbewertung der Ereignisse: P(A), A € A (P: ,,probability”)

Beispiel 1.1
Stochasticher Vorgang Grundraum §) Ereignis A C Q)
Einfacher Wiirfelwurf Q={1,2,---,6} . gerade Zahl”: A = {2,4,6}
Roulette-Spiel Q={0,1,---,36} 1. Dutzend”: A =1{1,2,--- ,12}
Messung eines Korpergewichts ) = R<g ., Ubergewicht laut Fahrstuhl” :
[Kilogramm] A={zeR:z > 75}
Unendlich oft Q=1{0,1 = {w = (w;)jen : A={weQ:w;, =0V1<i<5}
wiederholter Miinzwurf w; € {0,1}} (Menge der Bindirfolgen)

Im Allgemeinen ist der Grundraum 2 irgend eine nicht-leere Menge. Die maximal mogliche Er-
eignismenge ist die Potenzmenge von 2, in Zeichen 2% := {A : A C Q}, wobei dazu per

Definition auch die leere Menge & gehort.



Schema 1.2

Ercignis-Systeme
[Mengen von
interessierenden
Ercignissen]
A
Q f ] Ercignisse
ﬂ . L 1
w

1 | Ergebnisse
A

Leider ist es nicht immer moglich, als Menge der interessierenden Ereignisse die Potenzmenge
22 selbst zu wihlen, siche Satz von Vitali (spiter). Dies ist im Allgemeinen nur moglich, falls £

endlich oder abzélbar (,,diskret”) ist. Man muss A also je nach Situation geeignet festlegen.

1.1 Mengensysteme

Sei 2 # @ ein Grundraum. Ein Mengensystem A iiber €2 ist (irgend) eine Menge von Teilmengen
von 0, d. h. A C 2%,

Definition 1.3 (0 — Algebra)
Ein Mengensystem A C 2% heift eine o-Algebra (iiber Q0), falls gilt:

(Al) Qe A
(A2) A ist abgeschlossen gegeniiber Komplementsbildung, d.h. VA € A: A := Q\A € A.

(A3) A ist abgeschlossen gegeniiber abzdihlbarer Vereinigungsbildung: Fiir jede Folge (A )nen
mit A, € A fiir alle n € Nist auch |,y An € A.

Das Tupel (2, A) heifsit ein messbarer Raum.

Ubungsaufgabe: Duale Charakterisierung iiber abziihlbare Durchschnitte.

Es zeigt sich, dass o-Algebren dem Grundraum eine fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung geeig-

nete Struktur geben.

Ubungsaufgabe: Abgeschlossenheit gegeniiber endlicher Durchschnitts- und Vereinigungsbildung.



Bemerkung und Definition 1.4 (Erzeugung von o-Algebren)
Ist Q # @ und F C 2% beliebig, so gibt es genau eine kleinste o-Algebra A = o(F) iiber Q mit
A D F. Dieses A heifit die von F erzeugte o-Algebra, und F heifst dann ein Erzeuger von A.

Beweis:
Sei 3 das System aller o-Algebren G iiber Q mit G O F. Das System Y. ist nicht-leer;, denn LS
Wir setzen A := (\gex G. Nach Ubungsaufgabe ist A eine o-Algebra. Also gehirt A selbst zu Y.

und ist offenbar dessen kleinstes Element. B

Beispiel 1.5

(a) Potenzmenge:

Sei Q) (hichstens) abzihlbar und F = {{w} : w € Q} das System der ein-elementigen Teilmengen
(Elementarereignisse) von . Dann ist o(F) = 2%, denn jedes A € 2% ist abzihlbar und ldsst
sich darstellen als A = | J,,c 4 {w}.

(b) Borel’sche o-Algebra iiber R, in Zeichen B(R):
Sei F = {(—o0,c] : ¢ € R}. Dann heifit o(F) =: B(R) die Borel’sche c-Algebra iiber R (zu
Ehren von Emile Borel, 1871 - 1956). Die o-Algebra B(R) enthiilt alle halboffenen Intervalle

(a,b] = (—o0,b] \ (—o0, al, alle kompakten Intervalle [a,b] = (,cn(a — L, b] sowie alle offenen

Intervalle (a,b) = (—o00,b) N (—00,a]%, wobei (—00,b) = U, cn(—00,b — L]. Die Elemente
von B(R) heifsen Borel-Mengen.
Weitere Borel-Mengen sind:
e alle Elementarereignisse {x} von R,
o alle endlichen und abzdhlbaren Teilmengen von R,
o alle offenen und alle abgeschlossenen Teilmengen von R.
Allerdings ist B(R) # 2% /
(¢) Borel’sche o-Algebra iiber Q C R, in Zeichen B(f2):

Fiir @ # Q C R ist das System B(Q2) = {ANQ: A € B(R)} eine o-Algebra iiber 2 und heifst
Borel’sche o-Algebra iiber §.

(d) Produkt-c-Algebra:
Sei Q) ein kartesisches Produkt von Mengen E;, d. h. Q = X< E; fiir eine Indexmenge I # &.

Sei &; eine o-Algebra auf E; sowie 7; : 2 — E; die Projektion auf die i-te Koordinate. Betrachte
das Mengensystem F = {r; '(A;) : i € 1,A; € &Y. (System aller Mengen in €, die durch ein

Ereignis in einer einzelnen Koordinate bestimmt sind).



Dann heifst Q;; £ := o(F) die Produkt-c-Algebra der &; iiber Q. Im Fall I = {1,...,d}, E; =
Eund & = EV1 < i < d schreibt man auch £2% statt &, Ei- Zum Beispiel ist die Borel’sche
o-Algebra iiber R? gegeben als B(RY) = o(F) mit F = {X%_,(—00,¢;] : ¢; € QV1 < i < d}.

1.2 Wahrscheinlichkeitsmafle

Definition 1.6
Ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf einer o-Algebra A iiber einem Ergebnisraum ) # & ist eine
Abbildung P : A — R mit den folgenden Eigenschaften.

(P1) Nicht-Negativitit: P(A) > 0VA € A
(P2) Normiertheit: P(Q2) = 1 = 100% (,, sicheres Ereignis“).

(P3) o-Additivitit: Fiir jede Folge (Ap)neny mit A, € A, n € N, von paarweise disjunkten
Mengen (d.h. A; N A; = @, i # j) gilt P(U,eny An) = D nen P(An).

Das Tripel (2, A, P) heift ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ist Q) héchstens abzihlbar, so heifst (2, A, P)
ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum; ist Q) iiberabziihlbar, so heifit (S, A, P) ein stetiger Wahr-

scheinlichkeitsraum.

Korollar 1.7 (Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeitsmalie)
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt:

(a) Das Wahrscheinlichkeitsmaf3 P ist endlich additiv: Fiir paarweise disjunkte Mengen Ay, ..., A, €
A gilt P(Uy—y Ar) = > =1 P(Ak)-

(b) VA e A:P(A°) =1 —P(A). Insbesondere ist P(@)= 0 (,, unmégliches Ereignis”).

(c) VAe A:0<P(A)<1,dhP:A—][0,1]

(d) P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) < P(A) + P(B).

A § I B

y Q
ANB
(e) Seien A1, ..., A, € A, nicht notwendigerweise paarweise disjunkt. Dann gilt
n
P(J4an=" > e 4
k=1 @AIC{1,...,n} i€l

(Siebformel von Poincaré und Sylvester, inclusion-exclusion principle, Additionsformel, ...).



(f) Sub-Addivitit: Unter den Voraussetzungen von (e) gilt P(Uy_; Ar) < > p_; P(Ag).

(9) Monotonie: A C B=P(A) <P(B)=P(B\A)+P(A), A,Bec A

(@

(h) Stetigkeit von unten: Sei (Ay,)nen eine aufsteigende Folge in A, d. h., A, C A, fiir alle
n € N. Dann gilt P(|J,,cry An) = limy, 00 P(Ay).

(1) Stetigkeit von oben: Sei (A, )nen eine abfallende Folge in A, d. h., An+1 C A, fiir alle
n € N. Dann gilt P((,,cy An) = limy, o0 P(Ay).

(j) c-Subadditivitit: Fiir allgemeine Folgen (Ap)nen in A gilt P(U,,cn An) < D hen P(An),

wobei die rechte Seite gleich +00 sein kann.

(k) Bei einer beliebigen Familie (A;);c1 paarweise diskjunkter Ereignisse in A haben hichstens
abziihlbar viele eine von Null verschiedene Wahrscheinlichkeit. D. h., die Menge M = {i €
I : P(A;) > 0} ist hochstens abzdhlbar.

Nachtriglich liefern wir jetzt noch die Begriindung, warum nicht stets A = 2% gewihlt werden

kann.

Satz 1.8 (Satz von Vitali)
Sei Q = {0, 1N (Ergebnisraum des unendlich oft wiederholten Miinzwurfes, vgl. Beispiel 1.1).
Dann gibt es keine Abbildung P : 2°* — [0, 1] mit den folgenden drei Eigenschaften.
(1) P(Q) =1 (Normierung).
(i) o-Addivitdt: siehe (P3) in Definition 1.6.
(¢i1) Invarianz: VA C Qundn > 1 gilt P(T,,(A)) = P(A), wobei T), : w = (w1,w2,...) —>
(Wi, v ywp—1,1 — Wn,wnt1,...), die Abbildung von § auf sich selbst bezeichnet, welche

das Ergebnis des n-ten Wurfes umdreht (,,Flip”), und T,,(A) = {T,,(w) : w € A} das Bild

von A unter T}, bezeichnet.

[Eigenschaft (iii) driickt die Fairness der Miinze und die Unabhdngigkeit der Wiirfe aus.]



Beweis:

Definiere eine Aquivalenzrelation ,,~" auf Q) wie folgt: w ~ w' :<=> Ing € N : wy, = wy, Yk >
no. Damit zerfillt Q in disjunkte Aquivalenzklassen. Nach dem Auswahlaxiom der Mengenlehre
konnen wir aus jeder Aquivalenzklasse einen Vertreter (Reprisentanten) wiihlen.

Sei M die Menge dieser Vertreter. Sei S = {S C N : |S| < oo} = J,,{S C N: max S = m}
die abzihlbare Menge der endlichen Teilmengen von N. Fiir S = {ni,...,nx} € S sei Tg =
Ty, 0Ty, 0---0T,, der Flip zu allen Indizes in S. Dann gilt:

(@) Q= Uges Ts(M), denn zu jedem w € S existiert ein w' € M mit w ~ &', und folglich ein
SeSmitw="Ts(w) € Tg(M).

(b) Die Mengen (Ts(M))ses sind paarweise disjunkt, denn wenn Ts(M) N Ts/(M) # @ fiir
S, 8" €S, so gibt es w,w' € M mit Tg(w) = Tg(w') und daher w ~ Tg(w) = Tgr(w') ~

w'. Nach Konstruktion von M gilt dann aber w = w' und daher S = S'.

Aus diesen Uberlegungen und den Voraussetzungen (i) bis (iii) konstruieren wir den Widerspruch
1 =PQ) = > ges P(Ts(M)) = > gcs P(M). Diese Gleichungskette kann nicht richtig sein,
denn ) g s P(M) ist entweder gleich Null oder gleich +oc, je nachdem, ob P(M) = 0 oder
P(M) > 0 gesetzt wird. B

Bemerkung 1.9
Der hier eingefiihrte Wahrscheinlichkeitsbegriff ist der ,,axiomatische Wahrscheinlichkeitsbegriff”
nach Kolmogorov (1903 - 1987). Es gibt noch mindestens zwei dltere ,, Definitionen”, die heutzu-

tage indes nicht mehr als Grundlage der mathematischen Stochastik verwendet werden.

(a) ,,Klassischer” Wahrscheinlichkeitsbegriff (Pascal, Fermat, Bernoulli, Laplace):

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A ist gegeben als das Verhdltnis der Zahl der (fiir
A) giinstigen Ergebnisse zu der aller moglichen Ergebnisse; vorausgesetzt, alle Ergebnisse

(in Q) sind gleich wahrscheinlich.

in Formeln: P(A) = %.

Probleme:
1. Ringschluss: Wahrscheinlichkeit wird ,,definiert” dariiber, dass alle Ereignisse diesel-
be Wahrscheinlichkeit haben.
2. Kann nicht mit Fdllen umgehen, in denen die Voraussetzung der gleichen Wahrschein-

lichkeit aller Elementarereignisse verletzt ist.

(b) ,,Statistischer” Wahrscheinlichkeitsbegriff (Ellis, Bode, Venn, von Mises):
Ein Ereignis A trete zufdllig auf. Dann ist die Wahrscheinlichkeit von A ,,definiert” als der

., Grenzwert” der Folge p,(A) = "TA der relativen Hdufigkeit des Eintretens von A bei n

Versuchen, n — oo, wobei ng = #{1 < j < n : A tritt im j-ten Versuch ein}.



Probleme:

1. limy, o0 Pn(A) muss weder existieren noch eindeutig bestimmt sein.

2. Viele Vorgiinge sind nicht wiederholbar, z. B. A = {Herr X war der Tdter}.

Satz 1.10 (Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsmafien)

Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und es gelte A = o(F) fiir ein Erzeugendensystem
F C 2% st F N-stabil in dem Sinne, dass mit A, B € Fauch AN B € F ist, so ist P bereits
durch seine Werte auf F, d. h., durch seine Einschrinkung P|r auf F eindeutig bestimmt.

Beweis: Mafitheorie-Vorlesung

1.3 Klassen von Wahrscheinlichkeitsriaumen

1.3.1 Endliche Wahrscheinlichkeitsriume

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit endlichem Ergebnisraum © und A = 2%. Dann
nennen wir (2, A, P) einen endlichen Wahrscheinlichkeitsraum. Aus der Additivitdt von P ergibt
sich
Vo £AcA:P(A) =) P({w}) =Y P).
weA wEA
Es geniigt also, die Elementarwahrscheinlichkeiten P({w}),w € €2, anzugeben, wobei ) _ ., P(w)
1 gelten muss; vgl. Satz 1.10 in Verbindung mit Beispiel 1.5.(a). Ist umgekehrt eine nicht-negative

Abbildung f : 2 — R>( gegeben mit der Eigenschaft
Y flw) =1, (1.1)
wel

so induziert f ein Wahrscheinlichkeitsmal3 Py auf 242 vermittels

Ps(A)=> flw),ACQ (1.2)

weA
Definition 1.11
Die Funktion f aus (1.1) und (1.2)) heif3t Zdhldichte oder Wahrscheinlichkeitsfunktion von Py.

Beispiel 1.12

(a) Diskrete Gleichverteilung, Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraum:

Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum (Q, 2%, P) mit |Q| = n € N heiit Laplace’scher Wahr-
scheinlichkeitsraum, falls P die Zihldichte fp mit fp(w) = 1/nVw € Q besitzt. Das Wahrschein-
lichkeitsmaf3 P heifit die diskrete Gleichverteilung auf Q). Es gilt: VA € 2% : P(A) = % = |A|/n,
vgl. Bemerkung 1.9.(a). Beispiele fiir Laplace’sche Wahrscheinlichkeitsrdume studieren wir in Ka-

pitel 2 (Kombinatorik) néiher.
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(b) Bernoulli-Verteilung auf bindrem Ergebnisraum: Sei |Q)| = 2 (,,bindirer” Grundraum), also o.
B. d. A. Q = {0,1}, sowie A = 2% Jedes Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf (2, A) ist vollstindig
bestimmt durch eine einzige Zahl, nimlich p = P(1) € [0, 1], denn es gilt fp(k) = P({k}) =
pF(1 — p)lfk, k € {0,1}. Ein solches P heifst Bernoulli-Verteilung mit Parameter p, kurz: Ber-

noulli(p).

(c) Binomialverteilung auf {0,1, ..., nj}: Sei Q@ = {0,1,...,n} und A = 2. Dann ist die Binomi-
alverteilung mit Parametern n und p € [0,1] auf (2, .A), kurz Bin(n,p), gegeben durch die Zihl-
dichte fpin(np)(k) = f(kln,p) = (Z)pk(l —p)" k. k € Q. Fiir n = 1 ergibt sich Bernoulli(p)
= Bin(1,p). Die Binomialverteilung ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung der (zufdlligen) Anzahl

der ,, Treffer” bei n unabhdngigen Versuchen unter gleichen, standardisierten Bedingungen, falls

die ,, Trefferwahrscheinlichkeit” bei jedem Einzelversuch jeweils p betrdgt.

1.3.2 Abzihlbare Wahrscheinlichkeitsriume

Ein abzihlbarer Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) mit abzzhl-
barem Grundraum (2, etwa 2 = N oder 2 = Nj. Analog zu den Ausfithrungen in Abschnitt
1.3.1 geniigt zur Charakterisierung von [P die Angabe seiner Zihldichte fp = f : 2 — R>( mit
> wea f(w) = 1. Wegen dieser Analogie fasst man endliche und abzihlbare Wahrscheinlichkeits-

rdume zur Klasse der diskreten Wahrscheinlichkeitsriume zusammen, siehe Definition 1.6.

Beispiel 1.13 (Poisson-Verteilung auf Ny)
Sei X > 0 eine vorgegebene Konstante, Q@ = Ny, A = 2%. Dann ist die Poisson-Verteilung mit

Intensititsparameter A\, kurz Poisson(\), gegeben durch die Zdhldichte fpyisson(y), gegeben durch

k
Froisson(sy (K) = F(KIN) = S exp(~), k€ 9 = N

Die Zdihldichte f(k|\) wdchst, solange k < X\ gilt, und fillt danach ab.

Die Poisson-Verteilung ist ein Modell fiir die Anzahl von Eintritten eines definierten Zielereignis-

ses in einer spezifizierten Grundgesamtheit, vorausgesetzt, dass die Einzelereignisse zufillig und

unabhdngig voreinander eintreten (z. B.: Anzahl an neu auftretenden Salmonellen-Infektionen in

Bremen im Jahre 2016).

Erinnerung:

Jedes Modell abstrahiert/idealisiert die Wirklichkeit. Selbstverstindlich sind nicht beliebig viele

Infektionen moglich, und es wird in der Praxis Abhdngigkeiten geben (z. B. Familien mit selbem

Abendessen o. d.).

1.3.3 Geometrische Wahrscheinlichkeiten

Definition 1.14

Eine Teilmenge A des R%,d € N, heifit geometrisch reguldr, falls man ihr ein d-dimensionales
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Volumen (Linge, Fliche, ...) \*(A) zuordnen kann.

Genauer:

A heifit geometrisch reguldr, falls zu jedem € > 0 endliche Folgen (I;)i1<j<m und (Ji)1<k<n
von jeweils paarweise disjunkten ,,Intervallen” der Form Xflzl[ai, bi| im RY existieren, so dass
UjLi Ij € A C Uiy Ji sowie

gilt.

Anmerkung: Alle wohlbekannten geometrischen Objekte wie z. B. Kreis, Dreieck, Kugel, Quader,

Pyramide, etc. sind geometrisch regulidre Mengen (d = 2, 3).

Definition 1.15
Sei ) eine nicht-leere, geometrisch regulire Teilmenge des R% mit oo > N4(Q) > 0, und sei A

die Klasse aller geometrisch reguldiren Teilmengen von §). Dann wird durch

N(A)  Volumen von A

P(4):= N(Q)  Volumen von Q'

Aec A,

ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 definiert, genannt die Gleichverteilung auf ().
Die Zahl P(A) € [0, 1] heifst die geometrische Wahrscheinlichkeit von A.

Beispiel 1.16 (siehe Beispiel 0.4)

Sei Q = (0,1)% und P die Gleichverteilung auf ). Berechne P(E), wobei E = {(x,y) € Q :
xy > 1/2}.

Losung: Da Z*(Q) = 1-1 = 1 ist, geniigt es, N?(E) zu berechnen. Beachte dazu, dass man
dquivalenterweise E = {(x,y) € (0,1)? : x > 1/2,y > 1/(2x)} schreiben kann. Also ist der
Flicheninhalt von E gleich 1/2 minus der Fldiche unter der Kurve x — %fu’r x € (1/2,1), und
demnach -

1

1.3.4 Reelle Wahrscheinlichkeitsraume mit Lebesguedichten

Wir betrachten hier den Grundraum RY, versehen mit der Borel’schen o-Algebren B(R?), vel.
Beispiel 1.5.(b) und 1.5.(d). Wir beachten, dass das Erzeugendensystem F aus Beispiel 1.5.(d)
N-stabil ist. Nach Satz 1.10 gentigt zur Festlegung eines jeden Wahrscheinlichkeitsmaf3es P auf
(R4, B(R?)) die Angabe der Wahrscheinlichkeiten PP ( x4 (—o0, cl]> fiir reelle Konstanten ¢;, 1 <
¢ < d. Diese Wahrscheinlichkeiten sollen iiber (uneigentliche) Integrale von (stiickweise) stetigen

Dichtefunktionen f formalisiert werden (daher auch die Bezeichnung ,,stetiger Wahrscheinlich-

keitsraum”, siehe Definition 1.6).
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Abbildung 1.17 (Illustration fiir d = 1)

f(x)

P (] —oo,c]) = [ fz)dx

Abbildung 1.1: Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mit Dichtefunktionen

Dazu ist es erforderlich, den aus der Schule bekannten Begriff des Riemann-Integrals auf den des

Lebesgue-Integrals zu verallgemeinern.

Definition und Satz 1.18 (MaB- und Integrationstheorie)
Fiir jede Funktion f : R? — [0, oc], welche die Messbarkeitseigenschaft

{z e RY: f(z) <~} € B(RY) fiiralle v > 0 (1.3)

erfiillt, kann das Lebesgue-Integral [ f(x)dx = [pq f(x)dx € [0,00] so erklirt werden, dass

Folgendes gilt:

(a) Fiir jede Folge f1, fa, ... von nicht-negativen, gemdfs (1.3)) messbaren Funktionen gilt
fznz1 fn(x)dx = anl [ fo(z)da.

(b) Fiir jede Teilmenge M des RY sei 1, gegeben durch

10 () 1, fallsx € M
M\T) =
0, sonst

r € RY, die Indikatorfunktion von M. Dann ist das Lebesgue-Integral iiber A € B(R?) von
[ definiert als [, f(x)dx = [14(z)f(x)dz.

(c) Ist speziell d = 1 und existiert fiir f : R — [0,00] und a,b € R das eigentliche
Riemann-Integral f; f(x)dx, so existiert das Lebesgue-Integral f]a’b} f(x)dx und es gilt
f]a ] f(z)dz = fab f(z)dz, d. h., Lebesgue- und Riemann-Integral stimmen in solchen Fiil-

len iiberein.
Bemerkung 1.19

13



(1) Gemaf; Beispiel 1.5.(b) sind halboffene Intervalle der Form |a, b] Borel-Mengen.

(i) Wegen Satz 1.18.(a) und 1.18.(c) konnen Lebesgue-Integrale fiir stiickweise stetige, reellwer-
tige Funktionen iiber Borel-Mengen, die sich als endliche Vereinigung disjunkter Intervalle

darstellen lassen, auf Riemann-Integrale zuriickgefiihrt werden.

(#i%) Fiir Dimensionen d > 1 benutzt man typischerweise den Satz von Fubini in Verbindung mit

der Konstruktion von Produkt-c-Algebren; siehe Beispiel 1.5.(d) (spdter mehr).

(iv) Elementarereignisse haben in stetigen Wahrscheinlichkeitsriumen die Wahrscheinlichkeit

Null.

Satz und Definition 1.20
Ist der Grundraum Q C RY eine Borel-Menge, so bestimmt jede Funktion f : Q — [0, co[ mit

den Eigenschaften
(1) {z € Q: f(x) <~} € B(Q) fiir alle y > 0,
(ii) Jo f(x)de =1

ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (2, B(Q)) vermoge P(A) = [, f(x)dx fiir A € B(S2).
Die Funktion f heifit Dichtefunktion von P, Wahrscheinlichkeitsdichte von P bzw. Lebesguedichte

von P. Wir nennen (2, B(2),P) dann einen stetigen Wahrscheinlichkeitsraum.

Beweis:

Normiertheit und Nicht-Negativitdt von P sind klar. Die o-Addivitit von P ergibt sich aus der
Tatsache, dass fiir paarweise disjunkte Mengen (A;)i>1 gilt: 1) _ 4, = > ;51 1a,. Damit liefert
Satz 1.18.(a) das Gewiinschte.

Bemerkung 1.21

Vergleicht man Definition 1.20 mit Definition 1.11, so stellt man fest, dass im stetigen Fall (gegen-
iiber dem diskreten Fall) Integrale statt Summen zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten dienen.
Im Rahmen der Mafitheorie lassen sich Summen ebenfalls als Integrale (beziiglich des Zdhlma-
Jpes) auffassen. Dies erlaubt dann eine einheitliche Behandlung von Wahrscheinlichkeitsmafien,
die durch eine Dichte f definiert sind, und rechtfertigt den Begriff , Zihldichte” in Definition
1.11.

Beispiel 1.22

(a) Exponentialverteilungen auf (0, c0):

Fiir eine vorgegebene Konstante A > 0 ist die Exponentialverteilung mit Intensitdtsparameter )\,

kurz Exp(\), auf Q@ = (0, 00), versehen mit B(S), gegeben durch die Lebesguedichte fp.(\) mit
fExp()\) (t) = f(t|)\) = )\exp(—)\t),t € Q.
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Man verifiziert leicht, dass f(t|A) > 0 fiir alle t € Q sowie [, f(t|\)dt = 1 gelten. Exponential-

verteilungen werden hdufig zur Modellierung von Lebensdauern bzw. Wartezeiten verwendet.

(b) Stetige Gleichverteilungen auf  C R%:

Ist Q eine Borelmenge mit Volumen 0 < W (Q) < oo, so heifst das Wahrscheinlichkeitsmaf auf
(Q, B(Q)) mit der konstanten Dichtefunktion f(x) = 1/N4(Q) die stetige Gleichverteilung auf
Q. Dies verallgemeinert (leicht) das Konzept der geometrischen Wahrscheinlichkeit aus Abschnitt
1.3.3. Ist d = 1 und Q = [a, b] ein Intervall, so schreiben wir UNI|a, b] fiir die stetige Gleichver-
teilung auf ().

(c) Normalverteilungen auf R:

Fiir vorgegegebene Konstanten 1 € R und o

> 0 ist die (Gauf3’sche) Normalverteilung auf
(R, B(R)) mit Parametern p und o2, kurz N'(u, 0%), gegeben durch die Lebesguedichte TN (p,0?)

mit

202

1 _ 2
P (@) = el o?) = e (- U5 ) s e

Fiir p = 0 und 0® = 1 ergibt sich die Standardnormalverteilung N (0,1) mit Dichtefunktion

T — \/%7 exp <— %) Die Standardnormalverteilung spielt eine zentrale Rolle in der Stochastik

wegen des zentralen Grenzwertsatzes, siehe Kapitel 10.

Um nachzuweisen, dass f(-|u, o?) tatsichlich eine Dichtefunktion ist, geniigt es zu zeigen, dass
i fooo exp(—%)dw = V/2mo? ist (horizontale Verschiebung éndert den Integralwert nicht!). Dazu

verwendet man typischerweise den folgenden Trick.

Lemma 1.23
Sei f : R? — (0, 00) gegeben durch f(z,y) = exp(—%f%ﬂ)). Dann gilt

/_O; /_Z f(z,y)dxdy = [/_Z exp <—;‘22> dmr = 2102,

Wir wenden die bivariate Substitutionsregel der Integralrechung an und transformieren dazu auf

Beweis:

Polarkoordinaten. Sei also g : R? — [0, 00) x [0, 27) gegeben durch

g(z,y) = (Va? +y?,arctan(y/z)) =: (r, ) = g~ (r, ) = (rcos(p), rsin(p)).

[Winkelverschiebungen und singulédre Punkte konnen vernachléssigt werden. ]
Esist f(g71(r,p)) = exp(—%). Bleibt, die Jacobi-Matrix J(x,y) von g zu berechnen. Dies

geschieht durch Betrachten von
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o1 (x,y) 2 T

or  2\a? 42 a2ty
g1 (z,y)  _ y
dy Va2 +y?
dga2(x,y) 1 Yy __¥
Ox 1+y?/z?" 22 x2 +y?
dga(x,y) 1 r_ 1 =z
dy 149222z w22+ y?

Folglich ergibt sich die Jacobi-Matrix

sin(p)  cos(p)

X i .
T(a,y) = | Vor? VR | J(gl(rw))_(cog(@ Sln(¢)>
“@hE T

und

7 ) = ) @)

Damit erhalten wir schlief8lich

[e’e) [e'e) 27 [e'e) 2
/_OO /_OO f(z,y)dxdy = /0 /0 Texp(—%ﬂ)drmp

2 2 oo

= 277/ rexp(— d )dr = 2w —azexp(—T—)]
0

202 202710

= 27T{0+0’2:|:27T0'2. |
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Kapitel 2

Kombinatorik

Insbesondere fiir die Behandlung Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraume (siehe Beispiel 1.12.(a))
ist es hilfreich, einige Grundergebnisse der Kombinatorik (Lehre von der Anzahlbestimmung) zu

kennen.

Lemma 2.1 (Additionsregel)
Sei A eine endliche Menge und es gelte A = A1UAo mit A\NAs = @. Dann ist |A| = |A1]+]As].

Lemma 2.2 (Multiplikationsregel)

Aus k Mengen Ay, --- , Ay werden geordnete k-Tupel (mq,--- ,my) gebildet, deren j-te Kom-
ponente in Aj liegt (m; € Aj;,1 < j < k). Auferdem unterliegen die Komponenten der Ein-
schrinkung, dass fiir alle 2 < j < k die j-te Komponente m; bei gegebenen my, ..., m;j_1 genau

n; verschiedene Elemente aus A; annehmen kann, deren Auswahl, nicht aber deren Anzahl, ge-

gebenenfalls von den vorherigen Komponenten my, ..., m;_1 abhingt. Sei A die Menge aller
moglichen k-Tupel (unter diesen Voraussetzungen).

Dann gilt:

k
]A|:Hnj:n1-n2-...-nk.
j=1

Lemma 2.3 (Anzahl méglicher k-Permutationen von n Objekten mit Wiederholung)

Permutation = geordnetes Tupel!

A = {(my, - ,mg)|m; € MVY1 < j <k, |M|=n}=MF
— |A| = P(nk)=n-n-----n=nF k>1
——
k Faktoren

Beispiel 2.4 (Geburtstagsparadoxon)
Gegeben sei eine Gruppe von k Personen, von denen keine am 29. Februar Geburtstag habe. Es

werde angenommen, alle anderen 365 Geburtstage seien gleich wahrscheinlich. Wie grof ist dann
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die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei der k Personen am gleichen Tag Geburtstag haben?
Ab welchem Wert von k iiberschreitet diese Wahrscheinlichkeit den Wert 1/2?

Losung:

Q= {(my, - ,my)|1 <m; <365V1 < j <k} = |Q| = 365".

(Wir nummerieren die 365 Tage des Jahres durch.)

Sei A := {Alle k Geburtstage sind verschieden}. Dann ist |A| = 365 -364 - ... (365 — k + 1).
Modellieren wir dieses Experiment mit dem Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P)
mit der Gleichverteilung P auf (Q,2%), so ist

k—1 .
pay = A1 Lo 27)

Q- 365k
und
k—1 .
P(A%) =1 — Hj:o?fggf RELN
k k
1/365 ~ 0.00274
0.02714
10 0.11695
15 0.2529
20 0.41144
23 0.507297

Tabelle 2.1: Tabelle zum Geburtstagsparadoxon

Lemma 2.5 (Anzahl méglicher k-Permutationen von n Objekten ohne Wiederholung)

A = {(my, - ,mp)|m; € M V1 < j <k, m; #mj fiir i#j, |M|=n}

= |A| =: Pe(n,k)=nn-1)-...-(n—(k—1)) = 1<k<n.

(n— k)’
Fiir k = nist |A| = nl.

Lemma 2.6 (Anzahl moglicher k-Kombinationen von n Objekten ohne Wiederholung)

Kombination = ungeordnetes Tupel! (Reihenfolge spielt keine Rolle)

A={{m, - ,myp}m; € M V1< j<k,m;#mj fiir i#j, |M|=n}

= Menge der k-elementigen Teilmengen von M, 1 < k < n.
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Wir schreiben C(n, k) := |A|. Jedes Element aus A kann auf k! verschiedene Arten angeordnet

werden.

Definition und Lemma 2.7
Fiirn € Nound 0 < k < n heifit

(0) = moar

wobei 0! = 1, Binomialkoeffizient (sprich: ,,n iiber k”).

Es gilt:

(a)

(b)

(¢) (Pascal’sches Dreieck)

k —
nl
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

(d) Binomischer Lehrsatz:

fir a,b € Rund n € Ny.
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Beweis:

Teile (a) bis (c) zur Ubung. Zu Teil (d) fithren wir einen Induktionsbeweis.

0
(a+b)°=1= ;) (2) akp0 =k = (8) a®® =1-1-1, wie gewiinscht.

Fiir den Induktionsschritt beachten wir, dass
(a+b)"=(a+b)" a+b) (2.1)

Nach Induktionsvoraussetzung ist die rechte Seite von (2.1 gleich

n—1 — n—1
n—1\ pn_1-k kt1n—1—Fk n—j
[Z( i )ab (a+b) = Z< ) b + > alb I

k=0 k=0 =
2.2)
Indextransformation:
b=k+1sk=0-1
k=0=/¢=1
k=n—-1=/{(=n
Damit ist die rechte Seite von (2.2) gleich
" /n—1 gy |
- Lypn—{ - jin—j
Z<£_1>a b" —i—Z( i )ajb" J
/=1 7=0
n—1 = n—1 n—1 n—1
- 0pn kin—k - - - n10
= b b b
(") [« ()] o)
k=1
n " /n
0zn kin— k n1.0 kin—k
b = .
(S o B (et (=3 (o m
k=0
Beispiel 2.8 (Urnenmodell)
Gegeben sei eine Urne mit n nummerierten Kugeln (0. B. d. A: 1,...,n). Wir ziehen gleichzeitig

1 < k < n (unterschiedliche) Kugeln aus dieser Urne. Damit ist
Q={{my, - ,mptm; € {1,--- ,n} V1 < j < k,m; #m; fiir i #j} und |Q] = (Z)
Nehmen wir als Modell den Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsraum auf (£2, 29 ) an, so ist

P = 5 =

fiir alle w € Q.
Sei nun A = {Kugel j* wird nicht gezogen},1 < j* < n.
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Es gilt:

n—1
Al =
A= (")
und damit

== ()6 = =

Folglich ergibt sich, dass

k
P({Kugel j* wird gezogen}) = P(A°) = o

Ubungsaufgabe: Die Wahrscheinlichkeit fiir A bleibt gleich, wenn wir Ziehen mit Beriicksichti-

gung der Reihenfolge betrachten!

Lemma 2.9 (Anzahl méglicher k-Kombinationen von n Objekten mit Wiederholung)

A={|my, - ,myllm; € M V1 < j <k |M|=n}

Wir kodieren die Elemente von A als (geordnete) (n + k — 1)-Tupel um. Zu diesen Zweck sei o.
B.d.A. M ={1,--- ,n}. Wir starten mit der Auswahlméglichkeit ,,1” und notieren fiir ein Tupel
w = |my, - ,my| € A soviele ,G” (gewdhlt) hintereinander, wie es m; in w mit mj = 1
gibt. Danach notieren wir ein ,,N” (neues Element). Sodann notieren wir wiederum so oft ein ,,G”
hintereinander, wie es m; in w mit m; = 2 gibt, usw.

Istetwan =5,k = 3undw = |21 1], so fiihrt das zum Notieren von G G N G N N N. Offenbar
gibt es sieben (allgemein: n—+ k — 1) Positionen, auf die man die drei (allgemein: k) ,,G” platzieren

kann. Wir haben es also mit einer Auswahl von k Pldtzen aus n + k — 1 Moglichkeiten zu tun.

= " (n, k)

-1 — 1!
S A= Cntk—1,k) = <”+k >:(”+k>

k l(n—1)!

Ubungsaufgabe: Eisverkdufer/innen-Problem.
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Schema 2.10

o ) Wiederholung
Beriicksichtigung der Reihenfolge ) )
ja nein
ja Pe*(n, k) = n¥ Pe(n, k) = (nf!k)!
nein C*(n, k) = (”H]:_l) C(n, k) = (})

Lemma 2.11 (Anzahl moglicher Permutationen mit vorgegebenen Besetzungszahlen)
Seien n € N und k € N gegeben. Ferner sei ein Tupel (ny,--- ,n;) € N¥ derart gegeben, dass
0<n; <nV1<j<kund Z;?:l nj = n gilt. Betrachte

A={(my, - ,mp):m; € MV1<i<n, |M|=k,
Jjedes Element j von M kommt genau nj-mal in (mq, - - ,my) vor}.

Sukzessives Auswdhlen der jeweils n; Plitze fiir die k Elemente (1 < j < k) der Menge M liefert
nach Multiplikationsregel, dass

4] = n n—"ni n—"np —nNg N—Z;?;l”j
N ni n2 n3 o n
k—1
n! (n—mny)! (n —mni —ng)! (n_Zj:I n;)!
= X X XX ———
nil(n —n1)!  nal(n —ny —ng2)!  nsl(n —ny —ng — ng)! ng!0!
n! n
=0 = ( > (Multinomialkoeffizient).
[T ny! Ny, N2, Nk

Fiir k = 2 ergibt sich

1) () oo
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Kapitel 3
Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

Ziel: Studieren von Abbildungen (Transformationen) von einem messbaren Raum (€2, A) in einen
anderen messbaren Raum (', A’). In Schema wird eine solche Abbildung mit X bezeichnet.

,3{ Al

X-1

(Urbild-Bestimmung) Ql

Schema 3.1

Frage: Falls (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist, wie kann dann X dazu benutzt werden,
ein Wahrscheinlichkeitsma P~ auf (€', A’) zu definieren? Da P auf Mengen in A operiert, lautet

eine nahe liegende Forderung:
AeA=Xx14)eA (3.1
Abbildungen zwischen messbaren Riaumen, die (3.1) erfiillen, heifen Zufallsvariablen.

Definition 3.2
Seien (2, A) und (Y, A") zwei messbare Riume. Dann heif’t jede Abbildung X : Q@ — V', die
die Messbarkeitseigenschaft

AcA=X1A)ecA

23



erfiillt, eine Zufallsvariable von (0, A) nach (0, A’).

Schreibweise:
X 1A ={weQ: X(w)ed}={XecA}ecA
Beispiel 3.3
Betrachte den zweifachen Wiirfelwurf mit Q@ = {1,--- ,6}? und A = 2%, und die Abbildung X :
O —{2,...,12} = O, versehen mit A’ = PR die jedem Zweiertupel aus ) die Augensumme

zuordnet. Wir erhalten zum Beispiel

X'({2h) = {(Ln},
X7 = {(1,6),(2,5),(3,4),(4,3).(5.2), (6, 1)},
X7'{2,7) = {(1,1),(1,6),(2,5),(3,4),(4,3), (5,2),(6,1)}.
Offenbar ist X eine Zufallsvariable, da A = 2% alle Teilmengen von S enthiilt.

Lemma 3.4
Ist in Definition 3.2 A = 2%, so ist jede Abbildung X : (Q, A) — (', A’) messbar und somit

eine Zufallsvariable.

Lemma 3.5

Wird in Definition 3.2 die o-Algebra A’ erzeugt von einem Mengensystem F', d.h., A’ = o(F"), so
ist X : (Q,A) — (', A") bereits dann eine Zufallsvariable, wenn die Bedingung X ~*(A") € A
nur fiir alle A" € F' gilt.

Beweis:

Das Mengensystem

G ={AcCQ XA ec A}
ist eine o-Algebra (siehe Ubungsaufgabe). Nach Voraussetzung umfasst G' das Erzeugendensys-

tem F'. Da nach Konstruktion jedoch A’ die kleinste solche o-Algebra ist, gilt G' O A’. Demnach
ist X messbar. B

Korollar 3.6 (Stetige Funktionen)
Sei Q C R* und A = B(RY). Dann ist jede stetige Funktion X : (Q,B(Q)) — (R, B(R)) eine
Zufallsvariable.

Beweis:

Die Borel’sche o-Algebra B(R) wird erzeugt von dem System der Halbstrahlen
F'={]—o00,c:ceR},
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siehe Beispiel 1.5.(b). Nun ist aber fiir jedes c € R die Menge { X < c} abgeschlossen in (), gehort
also gemdf} Beispiel 1.5.(d) in Analogie zu Beispiel 1.5.(b) zu B(Q2). Damit folgt die Aussage aus
Lemma 3.5. 1

Satz und Definition 3.7
Sei X : (2, A,P) — (', A') eine Zufallsvariable von einem Wahrscheinlichkeitsraum (), A, P)

in einen messbarem Raum (), A'). Dann wird durch

PX(A) :=P(X }A) =P{X c A}) =P{w e Q: X(w) € A'})

fiir A’ € A’ ein Wahrscheinlichkeitsmafp PX auf (Y, A') definiert.
Das Wahrscheinlichkeitsmafs P~ heif3t Bildmafs von P unter X oder Verteilung von X (auf (9, A’)),
in Zeichen: PX =Po X1 = L(X) (,law of X 7).

Bemerkung 3.8

Die Verteilung der Identitit id:(Q, A,P) — (Q, A) ist natiirlich P = P. Folglich existiert zu
jedem Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf einem messbaren Raum (§2, A) eine Zufallsvariable mit Wer-
ten in (2, A), deren Verteilung gerade P ist. Dies liefert auch die Begriindung, warum wir bereits
zuvor verschiedentlich Wahrscheinlichkeitsmafe als ,, Verteilungen” bezeichnet hatten (Binomial-

verteilung, Poisson-Verteilung, etc.).

Bemerkung und Definition 3.9

Wegen Satz 1.10 in Verbindung mit Beispiel 1.5.(b) ist jedes Wahrscheinlichkeitsmafp P auf (R, B(R))
bereits eindeutig festgelegt durch die Funktion Fp, gegeben durch Fp(c) = P(] — o0, c]) fiir c € R.
Ebenso ist die Verteilung L(X) einer reellwertigen Zufallsvariablen X auf einem Wahrscheinlich-

keitsraum (2, A, P) bereits festgelegt durch die Funktion Fx mit
Fx(c):=P(X <c¢):=P({X <¢}), ceR.

Die Funktion Fp heifit Verteilungsfunktion von P und die Funktion Fx heifit Verteilungsfunktion
von X (bzw. von L(X)).
Es gilt:

(Z) Fx = Fpox—1
(ii) Jede Verteilungsfunktion F' = Fx hat die folgenden Eigenschaften:

(a) F ist monoton wachsend.
(b) F ist rechtsseitig stetig.

(¢) limey—oo F'(¢) = 0 und lim.—, 4 o F(c) = 1.
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Bemerkung 3.10
Bei konkreten Zufallsvorgdngen in der Praxis gibt man oft nur die interessierende (reellwertige)

Zufallsvariable X mit ihrer (modellierten) Verteilung(sfunktion) an, z. B.

o Anzahl X an Salmonellen-Neuinfektionen in einer definierten Zielpopulation in einem defi-

nierten Zeitraum: L(X) = Poisson(\).

o Anzahl X der Stimmen fiir eine bestimmte Partei bei einer festgelegten Wahl:
L(X) = Bin(n,p).

Ist bei solchen Anwendungen nur noch L(X) = PX von Interesse, so wird oft der zu Grunde
liegende Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) gar nicht mehr explizit erwdhnt. Lediglich das Symbol
P in Ausdriicken der Form P(X € A') erinnert noch an ihn.
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Kapitel 4

Bedingte Wahrscheinlichkeit und
stochastische Unabhéngigkeit

4.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Beispiel 4.1 (Zahlenlotto ,,6 aus 49)
Die Ziehung der Lottozahlen ,,6 aus 49” ldsst sich durch einen Laplace’schen Wahrscheinlich-

keitsraum (£, QQ, P) modellieren mit

Q={wc{l,---,49}: |w| = 6},
so dass

4
1] = (69> ~1,4-10" und P : diskrete Gleichverteilung auf (£2,2%).

Frau N. spielt Lotto. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sie ,,6 Richtige” getippt hat, ist

P = g

Angenommen, Frau N. verfolgt die Ziehung live und hat nach dem Ziehen der ersten fiinf Ku-

~7,2-107%,  w* = Tipp von Frau N.

geln bereits ,,5 Richtige”. Gegeben diese Information ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie auch ,,6
Richtige” getippt hat, gleich 4—14, weil hierzu nur noch die fehlende Zahl aus den verbleibenden 44

Kugeln gezogen werden muss.

Definition 4.2
Sei (2, A, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B € A mit P(B) > 0 ein Ereignis. Dann ist die
bedingte Wahrscheinlichkeit von A € A gegeben (unter der Bedingung) B definiert durch

P(AN B)

P(AIB) = ~5rps
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Beispiel 4.3 (Beispiel 4.1 fortgesetzt)
Unter den Gegebenheiten von Beispiel 4.1

A = {w*} = ,,6 Richtige” und B

Dann gilt:

P(A|B) =

Satz 4.4

Unter den Voraussetzungen von Definition 4.2 sind die auf B bedingten Wahrscheinlichkeiten
fiir Ereignisse A € A bereits festgelegt durch die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(C|B) mit
C C B. Das Mengensystem Ap := {C € A|C C B} ist eine o-Algebra iiber B. Fasst man B
als einen neuen Ergebnisraum auf, so definiert die auf B bedingte Wahrscheinlichkeit ein Wahr-

scheinlichkeitsmafs, d. h., P(-|B) : Ap — |0, 1] ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (B, Ap).

Beweis: Ubungsaufgabe.

Korollar 4.5 (Rechenregeln der bedingten

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B, Ay, - -

sel

= {,,5 Richtige” nach fiinf gezogenen Kugeln}.

P(ANB) _ P({w"})
P(B) P(B)

/(%) _1 (5)

6/(5) 6 (%)

1 49! 6! 43!

6 544! 49!

1 6 1

6 44  44°

Wahrscheinlichkeit)

folgenden bedingten Wahrscheinlichkeiten definiert sind.

Dann gilt:

a) P(AN B) = P(A|B)P(B)

(0) P(NiZ; Ai) =P(A1) - P(A2]|Ay) - P

(Kettenfaktorisierung)

(c) Falls Ay D A2 D --- D Ay, so folgt

(A3]A; N Ap) X - x P(An| V'Z}

7=1 AJ)

P(Aj[Aj-1).
j=2
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Bemerkung 4.6
Die Eigenschaften (b) und (c) lassen sich grafisch in einem Baum darstellen, dessen Knoten die

Ereignisse und dessen (gerichtete) Kanten die Inklusionen reprisentieren.

Beispiel 4.7 (Beispiel 4.1 fortgesetzt)
Bezeichne beim Lotto ,,6 aus 49” A; das Ereignis, dass nach Ziehen der i-ten Kugel bereits ,,i

Richtige” fiir dem Tipp w* vorliegen, 1 < i < 6. Dann ergibt sich das folgende Schema:

4 3 2 L
Al 48 A2 47 A3 46 A4 45 A5 44 AG

5

Es gilt:

6 5 4 3 2 1

6! 1

(49 (§)

Satz 4.8 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit, Zerlegungsformel)

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Es sei (B;);cy eine disjunkte Zerlegung von ), wobei
I eine hochstens abzdihlbare Indexmenge bezeichnet, und es gelte P(B;) > 0 Vi € 1. Es sei also

UBi=Q und BinB;=g, i#j.
el

Dann gilt fiir alle A € A, dass

P(A) = P(A|B;) - P(By).

i€l

Beweis:

> P(AIB)-P(Bi)) =) P(ANB;) =P (U{A N BZ-}>

el il el

:P(AmUBi>:P(AOQ):P(A). |
iel
Beispiel 4.9 (Gambler’s Ruin)

Sie betreten ein Spielkasino mit einem Kapital von k Euro. Sie spielen Roulette und setzen in jeder
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Runde 1 Euro auf das Ereignis R = {Rot}. Tritt R ein, so erhalten Sie 2 Euro, anderenfalls wird
Ihr Einsatz von 1 Euro von der Spielbank einbehalten.

Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraum liefert:

18
37
Sie legen von vorne herein ein Zielkapital K > k [Euro] fest und beenden das Spiel, sobald Sie

p:=P(R) <1/2

K Euro besitzen oder alles verloren haben.
Gesucht: Ruinwahrscheinlichkeit py, := P(Ay), Ax = {Ruin bei Anfangskapital k [Euro]}
Fiir 0 < k < K liefert der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit, dass

P(Ay) = P(R)-P(Ax|R) + P(R°) - P(Ax|R")
= P(R)-P(Ags1) + P(R) - P(Ag-1)
= pr = P per1+(1—p) pr_1. 4.1

Wir losen (@.1) unter den zwei Randbedingungen py = 1 und px = 0. Definiere dazu fiir 0 < p <
1 das Verhdiltnis r := 1].%1) sowie dy, := py, — pi+1. Wir beachten, dass p, = p - pr + (1 — p) - pg.
Einsetzen in (4.1) liefert

k
1-p 1-p
Pk — Pht1 = T(pk—l —pr) = < , > (1—-p1)

— dj, = rdj_1 = r*dj.

K- K— K—
Beachte ferner 1 = py — px = Zk:ol (Pk — Pr+1) = Zk;:ol dy, = Zk:()l rkd,.
Geometrische Summenformel liefert daher:

Kdy, alls p=1—-p=1/2=—=r=1 1/K, p=1/2
1= I / N 2 un
11—_’r’r d07 fallsp%l_p#l/Q 11__7‘7;{7 p;él/Q
Analog ergibt sich
K—1
pr = pr—pPK =Y (pi—pit1)
i=k
K-1 K-1
= dz = ’I”Zdo
i=k i=k

K —k)d i =1/2
_ ( )07 fasp / (4.3)

rk_pK

——do,  falls p#1/2.
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Nehmen wir (4.2) und [4.3)) zusammen, ergibt sich schlieflich

K=k falls p=1/2

k

the, falls p#1/2.

Satz 4.10 (Satz von Bayes, nach Rev. Thomas Bayes (18. Jhdt.))
Sei (0, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A Ereignisse mit P(A) > 0 und P(B) > 0.
Dann gilt:

Pk =

P(B)P(A|B)

P(BI4) = =

Beweis:

P(A|B)P(B) _P(AN B)

P(A|B)P(B) = P(AN B) = PA) = B4

— P(B|4). ®

Bemerkung 4.11

P(B) heifst a priori-Wahrscheinlichkeit von B und P(B|A) heifit a posteriori-Wahrscheinlichkeit
von B. Fasst man B als eine Ursache und A als eine Wirkung auf, so liefert P(B|A) die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass A aufgrund der Ursache B aufgetreten ist. Der Satz von Bayes (und

seine Verallgemeinerungen) bilden die Grundlage der ,, Bayesianischen Statistik” .

Beispiel 4.12
Drei Maschinen produzieren das gleiche Teil. Die Tagesproduktionen (in Stiick) seien gegeben
durch

1. Maschine: 6000
2. Maschine: 1000

3. Maschine: 3000

Der durchschnittliche Ausschussanteil (erwartete relative Hdufigkeit von produzierten Stiicken, die

eine gewisse Qualitdtsnorm nicht erfiillen) sei

1. Maschine: 10%
2. Maschine: 8%

3. Maschine: 15%

Angenommen, Sie bekommen ein Stiick geliefert, das sich als Ausschuss erweist. Berechnen Sie fiir

1 < i < 3 die Wahrscheinlichkeit P(,, Dieses Stiick wurde von Maschine i produziert”).

Losung:
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Sei A = {Ein produziertes Teil ist Ausschuss.}. Der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit liefert

3
P(A) = P(A|B)P(By),

i=1
wobei B; = {Stiick wurde von Maschine i produziert}. Nach Voraussetzungen ist P(A) = 0,1 -
0,6 + 0,08 -0,1 4+ 0,15 - 0,3 = 0,113. Nach dem Satz von Bayes ergeben sich somit

0,6-0,1

0,1-0,08
P(Beld) = =573~ =T

0,3-0,15

4.2 Stochastische Unabhiingigkeit von Ereignissen

Definition 4.13
Es sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

a) Zwei Ereignisse A, B € A heifien stochastisch unabhiingig (in Zeichen: Al B), falls

P(AN B) = P(A)P(B).

b) Fiir eine beliebige Indexmenge I # & heiffen (A;)icr mit A; € A Vi € I stochastisch
unabhdngig, falls fiir jede nicht-leere, endliche Teilmenge K C I gilt, dass

P ( N Ak> = ] P(Ax).

keK keK

Bemerkung 4.14
Gilt in Definition 4.13.a) zusditzlich P(B) > 0, so ist

All B <= P(A|B) = P(A).

Das bedeutet, dass die Bedingung B die Wahrscheinlichkeitsbewertung von A nicht indert.

Beispiel 4.15
Sei (€2, 22 P) mit Q = {1,---,8} ein Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraum. Seien

Ar ={1,2,3,4}, Ay={1,2,5,6}, Asz=1{3,4,5,6}.
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Dann gilt V1 < i < j < 3, dass A; I Aj, denn

2 1 11

QO | >

4 .

Allerdings sind (A1, Ao, A3) nicht stochastisch unabhdingig, denn

]P’(AlﬂAgﬂAg):P(@):07,&,:1.,.5_

4.3 Produkte diskreter Wahrscheinlichkeitsriume

Definition 4.16
Seienn € N und (0, A;,P;) fiir 1 < i < n diskrete Wahrscheinlichkeitsriume mit A; = 2% fiir
1 <@ < n. Als Modell fiir das simultane und voneinander unabhdngige Ausfiihren der n Zufalls-

experimente, die zu den n Wahrscheinlichkeitsrdumen gehoren, definieren wir den Produktraum
(2, A, IP) vermittels

Q = Q = {(wi, w2, ,wy) tw; € Y V1 <i<n},

1

n
1=

A = 2°=Q) A (vgl Beispiel 1.5.(d))

i=1
und

P((wthv e 7wn)) = H]P)z(wz)a V<W1,w2, o 7wn) € Q.

Man schreibt .
P=@QQP: und (2,AP)= Q) A, P).

i=1 i=1
Korollar und Definition 4.17

Unter den Voraussetzungen von Definition 4.16 heifst die Zufallsvariable

;s 0 — Qy,
w= (w1, ,wp) — wj
die Projektion auf die i-te Koordinate.
Das gleichzeitige Eintreten von Ereignissen A € Ay, --- , A, € A, ldsst sich beschreiben durch

({mi € Ai} = A1 x Ay x - x Ay = X A;.

i=1 1=1
Fiir jedes @ # K C {1,--- ,n} gilt

P(() {mk € Ax}) = [] P(me € Ap),

keK keK
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d. h., die Ereignisse {m € A1}, ,{m, € A,} sind stochastisch unabhiingig.

Beweis:

P(ﬂ{wkeAk}> =P( X A) =P( X {wr € Qe t wy € Ax})

keK keK keK

= P({(wk)ke}( twy € ARVEk € K})

= > TIBewr) =TT D_ Prlwr)

(wik)kek: keEK ke K wi €Ay

wkEAk
VkeK

=[] Be(4r) = [[ P(re € 4). W

keK keK
Beispiel 4.18 (Binomialverteilung)

Unter den Voraussetzungen von Definition 4.16 sei Q; = {0,1} und P; = Bernoulli(p) fiir alle
1 <i <, vgl. Beispiel 1.12.(b). Somit ist Q@ = {0, 1}" und

P = (Bernoulli(p))®™ := ®Bernoulli(p).
i=1

Folglich ist P((wy, -+ ,wy)) = p*(1 — p)"* fiir alle (wy,--- ,w,) € Q = {0,1}", wobei
k=|{1<i<n:w; =1} =>" | w; die Anzahl der beobachteten , Treffer” bezeichnet.
Betrachte nun die (zufiillige) Trefferanzahl, d.h., die Zufallsvariable X : Q — {0,--- ,n} mit

X (w1, wn)) = > wi. Dann ist X binomialverteilt mit Parametern n und p, also

Vk e {0,1,--- ,n}:P(X =k) = <Z>pk(1 —p)"*k,

vgl. Beispiel 1.12.(c).

Beispiel 4.19 (ProduktmaB von diskreten Gleichverteilungen)
Unter den Voraussetzungen von Definition 4.16 sei Q); endlich und P; die diskrete Gleichverteilung
auf ; mit
1 " -
Pi({wi}) = — Vw; € Qi my = Qi = m o= 10] = X Q| = [T
7 =1 i=1

Es folgt, dass P = Q);"_, P; die Gleichverteilung auf ) ist, denn

1

n n 1
Vwr, - swn) € Q0 P((wry - swn) = [[Pitws) = [ = =
i=1 =1

Beispielsweise liefert der doppelte Wiirfelwurf mit zwei homogenen und unabhdingig voreinander

geworfenen Wiirfeln die Gleichverteilung auf {1, - -- ,6}> mit
1 11

P((i1,42)) = %66 Py (i1)Pa(i2) V(i1 i2) € {1, -+, 6}>.
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4.4 Produkte stetiger Wahrscheinlichkeitsriume

Satz 4.20 (Satz von Fubini, siehe Seiten 88-89 in |Forster (2012]))

Seien k, ¢ natiirliche Zahlen mit k + { = n. Sei ferner f : R" = RF x R — R := RU {£o0}
eine Funktion, die die Messbarkeitseigenschaft (1.3) (vgl. Lebesgue-Integral) erfiillt. Schreibe f :
(z1,29) — f(x1,22) mit x; € RF und 2o € R”.

Dann gilt fiir das Lebesgue-Integral.:

f(:v)da::/ [ f(xl,xg)dxl} d;vgz/ [ f(xl,mg)dmz} dxy. 4.4)
R" R¢ [JRE Re [JRE

Iteratives Anwenden von (4.4)) ergibt fiir
f:R*" R
r=(x1,...,2n) = flx1,...,2p),2; ERVI <i<m,

dass

Rnf(af)dar:—/}R[/}R ((/R (/Rf(a:l,...,xn)d;cl> da;2>...> dxn_l] day,.

Beispiel 4.21
Seik={=1,n=2und f(x1,72) = N2 exp(—A(x1 + x2)) - 1(0,00)2((z1, 72)) fiir A > 0. Dann

ist
/RQf(x)dx = /OOO /OO f(z1,x9)dz1dTo

0
= )\2/ [/ exp(—)\azl)exp(—)\xg)dxl] dxs
0 0

= )\2/ exp(—Azx2) [/ exp(—)\xl)dml] dxs
0 0

o0

e 1
= )\2/ exp(—Azz) [—exp(—)\xl)} dzo
0 A 0

[ee]
= )\/ exp(—Azg)dry =1
0
wegen der Normierungsbedingung fiir die Exponentialverteilung. Also ist f eine Lebesguedichte

auf R?.

Bemerkung 4.22

Unter Stetigkeits- und Kompaktheitsannahmen lassen sich mit dem Satz von Fubini Lebesgue-
Integrale auf Q) C R™ auf Riemann-Integrale auf R zuriickfiihren, vgl. Satz 1.18.(c) in Verbindung
mit Bemerkung 1.19.(iii).
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Definition 4.23

Seien n € N und Wahrscheinlichkeitsrdume (€, A;,P;) gegeben, so dass fiir alle 1 < i < n
der Ergebnisraum €); eine Borel-Teilmenge von R, A; = B(£);) und P; induziert ist von einer
Lebesguedichte f; auf (0, B(€;)).

Dann ldsst sich der Produktraum

n

(2, A,P) = R, Ai, )

wie folgt definieren.

A = QA= {ACQlAcBEY),

i=1

und P wird induziert von der Lebesguedichte f =[]}, f;.

Bemerkung 4.24
Nach Beispiel 1.5.(d) wird A erzeugt durch das Mengensystem

F={m 1 (A):1<i<n, A €A},
wobei ; : Q0 — Q; wie iiblich die Projektion auf die i-te Koordinate bezeichnet.

Satz und Definition 4.25
Das Wahrscheinlichkeitsmaf3 P aus Definition heifit Produktmaf3 von Py, ... P, in Zeichen:

P= ®:L:1 P;.
Es ist das eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (2, A), fiir das gilt:

VA1 € A, Ay e Ay, ..., A, €A, : P (X Al> :HPZ(AZ)

i=1 i=1
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Begriindung (kein formaler Beweis):

Sei zur Vereinfachung der Notation n = 2. Der Satz von Fubini liefert

P(Al X AQ) = / f(xl,:rg)dxldxg
A1><A2

= / |: f(xl,an)daZQ:| dJJ1
Aq As

_ /A1 VAQ fl(azl)fg(a:Q)da:Q} dr

= [ s UAQ fg(xg)dxg] da

=/, J1(z1)P2(Az)dxy

= P1(A1)Py(As).
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Kapitel 5

Verteilungsfunktionen und Dichten,

Transformationsformel

5.1 Verteilungsfunktionen und Dichten

Erinnerung 5.1

Fiir eine reellwertige Zufallsvariable X : (2, A,P) — (R, B(R)) heifit die Funktion Fx : R —
0,1] mit Fx(z) = P(X < x) = PX(] — oo, z]) fiir v € R Verteilungsfunktion von X. Die
Funktion Fx legt PX bereits fest.

Definition 5.2
Eine reellwertige Zufallsvariable X : Q) — R heifit diskret, falls ihr Bild supp(X) := X (Q) =
{X(w) : w € Q} C R hochstens abzdihlbar ist (Triger von X ). Wir nennen

fx s supp(X) — [0,1], @ PX({w}) = P(X = 2)
die Zihldichte von X.

Korollar 5.3
Unter der Gegebenheiten von Definition 5.2 gilt

Fx(z) = > fx(y), zeR,

yEsupp(X):y<wz

sowie fx(z)= Fx(z)— Fx(x—), x € supp(X).

Hierbei (und in der Folge) bezeichnet Fx (x—) den linksseitigen Grenzwert von Fx an der Stelle

x. Wir setzen fx auf ganz R fort vermittels

Ix(z) == Fx(z) = Fx(z—) =0, z¢&R\supp(X).
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Beispiel 5.4 (Dirac-Verteilungen)

Fiir eine konstante Zufallsvariable X mit X (w) = a € R Yw € Q ist supp(X) = {a}. Es gilt
fx(a) = 1und fx(xr) =0 Vz € R\{a} sowie Fx = 1(4 ). Die Verteilung PX =: 6, heift
Einpunktverteilung oder Dirac-Verteilung in a € R.

Definition 5.5
Eine reellwertige Zufallsvariable X : Q — R heifst stetig, falls supp(X) = X (Q2) eine Borel-

menge auf R ist und PX eine Lebesguedichte fx besitzt. Das bedeutet, dass

P(X € A') =PX(4") = . fx(z)dx

ist, A € B(R), wobei wir fx auf ganz R fortsetzen vermittels fx(x) = 0 Va € R\supp(X).

Wir nennen fx dann auch Dichte(-funktion) von X. Damit ist

Fx(z) = /(_ ] fx(y)dy.

Satz 5.6

Die Verteilungsfunktion Fx einer reellwertigen Zufallsvariablen X sei auf R stetig und die Menge

D = {x € R: Fx ist in x nicht stetig differenzierbar} sei endlich.
Dann ist die Funktion fx, gegeben durch

iFX(JU), x ¢ D

0,z D

die (kanonische) Dichte von X, und fx ist hochstens auf D unstetig. Andert man fx auf D
beliebig ab, so bleibt es eine Dichte von X.

Beweis:

Schreibe D = {dy,--- ,dx}, K > 0 und nehme o. B. d. A. an, dass d; < da < --- < dg gilt.

Nach Voraussetzungen ist fx hochstens auf D unstetig. Es geniigt zu zeigen, dass

F(a) =B(X <) = [ " )y 5.1)

fiir alle x € R ist, vgl. Satz 1.10 und Erinnerung 5.1. Zum Nachweis von (5.1) sei dy := —o0
und dg 41 := +oo. Fiir jedes 0 < k < K ist Fx auf I, = (dy, dx+1) stetig differenzierbar mit
Ableitung fx. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt daher

b
VajbEIk:/ fx(y)dy = Fx(b) — Fx(a).
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Da Fx stetig ist folgt fiir a | d, dass

b
] Ifx(y)dy = Fx(b) — Fx(d) Vb € I.

Ebenso erhdlt man fiir b 1 dy+1, dass

dfﬂ fx(y)dy = Fx(z) — Fx(dg) 5.2)

fiir alle dy, < x < dy41 gilt. Wir fiihren nun einen Induktionsbeweis, um fiir jedes 1 < { < K + 1

Fe(@) =B <o) = [ fxldy Vo<,

Zu zeigen.

(=1

Wegen dy = —oo und Fx(—o00) = 0 folgt aus (5.2) mit k = 0, dass
Fx()= [ fxwdy

fiir alle x < dy ist.
L= 0+1:
Fiir dy < x < dy41 ergibt sich mit Induktionsvoraussetzung und (5.2), dass

T dy T
/ ey = | txdy+ | fxdy

= Fx(dg) + [FX(x) - FX<dZ)]

= Fx(z) gilr. W

5.2 Transformationsformel

Eine reellwertige Zufallsvariable X : €2 — R ldsst sich unter Verwendung einer messbaren

Abbildung g : supp(X) — R ,transformieren” in eine neue Zufallsvariable g(X) = g o X.

Schema 5.7

o= supp(X) = X(Q) L5 R
Beispiel 5.8
e lineare Transformation: g(X) = a + bX

e Potenzen: g(X) = XF
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o Absolutbetrag: g(X) = | X|
e Exponentialfunktion: g(X) = exp(X)
o Logarithmus: g(X ) = log(X) fiir fast sicher positive X

Falls X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte fx ist, so kann die Dichte von g(X) fiir spezielle

Transformationen mit der Transformationsformel bestimmt werden.

Satz 5.9 (Transfomationsformel)
Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Triiger supp(X) = (ax,bx), Verteilungsfunktion Fx und
Dichte fx : supp(X) — [0, 00). Wir nehmen an, dass die Menge D der Unstetigkeitsstellen von

fx endlich ist. Sei ferner g : supp(X) — R eine stetig differenzierbare und streng monotone

Funktion. Dann gilt:
a) Ist g strikt isoton, so ergibt sich die Verteilungsfunktion von g(X) als Fyx)(z) = Fx (g7 *(2)),
z € g(supp(X)).

b) Ist g strikt antiton, so ergibt sich die Verteilungsfunktion von g(X) als Fyx)(z) = 1 —
Fx(g97'(2)), z € g(supp(X)).

c¢) Ist N = {g’ = 0} endlich, so ist eine Dichte von g(X') gegeben durch

fx(g7(2))
9'(g7(2))]

0, z€g(N)

;% € g(supp(X))\g(N)
fg(X) (Z) =
und fy(x) ist hochstens auf der endlichen Menge g(D U N) unstetig.

Beweis:
Definiere 7 := g(X) und x = g~1(2) € supp(X) somit z = g(x).

zu a):

da g strikt isoton ist. Also ist
Fz(2) = Fx(z) = Fx(97'(2)), 2 € g(supp(X)).
zub):
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Wegen strikter Antitonie von g ist hier

Fz(2) =P{w € Q: X(w) > z}).
Da Fx in x stetig ist, gilt
Fz(z) =P(X >2) =1-P(X <z)=1-Fx(z) =1- Fx(97'(2)), z € g(supp(X)).

wc):
Fall 1: g ist strikt isoton und somit g’ > 0.

Dann ist g(supp(X)) = (g(ax),g(bx)) ein offenes Intervall und fiir x ¢ N ist ¢’'(x) > 0.
Differenzieren in Teil a) liefert fiir v = g~'(z) ¢ D U N, dass

d d
= —Fz(2) = Fx(97"(2)—9 (2).
J2(2) = T Fa(2) = Fi(g™ () 072
Ferner ist bekannt, dass
d _, 1
-9 (z)=
=Y @ g'(g71(2))

ist. Die Aussage folgt fiir v ¢ DUN aus fx(x) = Fi(x),z ¢ D, und ¢'(g71(2)) = |¢'(¢7(2))|-
Da D U N endlich ist, konnen wir fx durch fx(x) =0 Vz € DU N sowie fz durch fz(z) =
0 Vz € g(N) fortsetzen, was die Aussage impliziert.

Fall 2: g ist strikt antiton und somit g'(x) < 0.

Die Argumentation von Fall 1 kann analog gefiihrt werden unter Beachtung von

fz(2) = Fz(z) = —Fk(gfl(Z))d%gfl(Z) und  —g'(g7'(2)) =1g'(g7' (). ™
Bemerkung 5.10 (Satz 1.101 in Klenke| (2008)))
Satz 5.9 kann wie folgt verallgemeinert werden: Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf R mit
(stiickweise) stetiger Dichte f : R? — [0,00). Sei A C R? eine offene (oder abgeschlossene)
Menge mit P(RY\ A) = 0. Ferner sei B C R offen oder abgeschlossen sowie g : A — B bijektiv
und stetig differenzierbar mit Ableitung ¢'. Dann hat das Wahrscheinlichkeitsmaf$ P o g~ die
Dichte

E)
£ = ) et )]

z € B,

0, z€RN\B.

Anmerkung: ¢ ist die Jacobi-Matrix von g.
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5.3 Zufallsvektoren

Sind bei einem Zufallsvorgang mehrere Merkmale gleichzeitig von Interesse, zwischen denen in

aller Regel Zusammenhinge bestehen, so fasst man die entsprechenden (reellwertigen) Zufallsva-

riablen zu einem Zufallsvektor zusammen.

Beispiel 5.11

Bei einem (zufillig ausgewdhlten) neugeborenen Kind interessieren u. a.

X1= Geburtsgewicht,

Xo= Geburtsgrofe,

X3= Schwangerschaftsdauer,

und diese drei Grofien stehen erfahrungsgemdyf in starkem Zusammenhang. Die Analyse des Zu-
sammenhangs der drei Merkmale lduft auf die Untersuchung der Verteilung des Zufallsvektors
X = (X1, X2, X3) " hinaus.

Definition 5.12
Seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, d € N und X1,--- , Xgmit X; : Q@ - R VI <
1 < d reellwertige Zufallsvariablen. Die Abbildung

X:= (X1, -, X)) : Q=R mit X(w) = (X1(w),--, Xqw)", weqQ, (5.3)
heifit Zufallsvektor. Die Bezeichnung (5.3) léisst sich auch schreiben als
moX=2X;, 1<i<d,

wobei ; : R — R die Projektion auf die i-te Koordinate bezeichnet.
Der Zufallsvektor X bildet messbar ab von (9, A,P) nach (R?, B(R?)). Die Verteilung L(X)
von X heifst auch gemeinsame Verteilung von X1,--- , Xy Fiir 1 < i < d heifst L(X;) die

Randverteilung von X;. Die (gemeinsame) Verteilungsfunktion Fx des Zufallsvektor X ist defi-

niert vermittels
d
Vx = (21, ,39)] €RY: Fx(x) =P(Xy <1, , Xg < wag) = P([{Xi < m3}).
=1

Sie legt die Verteilung L(X) fest, siehe Satz 1.10 in Verbindung mit Beispiel 1.5 (d).

Beispiel 5.13
(a) Seien X und'Y zwei diskrete (reellwertige) Zufallsvariablen mit moglichen Werten x1, - - - , T,

bzw. y1,- - ,Yn. Dannist (X,Y)7 ein bivariater diskreter Zufallsvektor. Bezeichne

VI<i<m:1<j<n:py=PX=a,Y =y;)=PXY)((2;,y,))
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sowie

V1 §z§mpl = ]P’(X:xl) :ZP(X:.Q?i,Y:yj) :Zpij,
j=1

m
Vlgjgn:p.j = ]P)(Y:y])zzpz]
=1

Dann lassen sich diese Grdflen tabellarisch wie folgt anordnen:

7 \j 1 2 cee n Z
1 p1i1 | P12 | ©-° | Pin | P1.
2 P21 | P22 | ©- | P2n | P2
m Pmi1 Pm2 T Pmn | Pm-
> | p1 | p2 || P 1

(b) Multinomialverteilung:

Bei einem Zufallsexperiment mit zugehorigem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) sei eine Zerle-
gung des Ergebnisraums () in d diskjunkte Ereignisse (Klassen) gegeben, d. h. () = U?Zl A; mit
AiNAj = 3,1 # j. Bezeichne

bi = P(AZ) € (07 1)1 V1 <i:< d7 und P= (ph to 7pd)T'

Nun werden n unabhdngige Wiederholungen dieses Zufallsexperimentes durchgefiihrt. Es bezeich-
ne X; die Anzahl an Wiederholungen, bei denen A; eingetreten ist, 1 < ¢ < d, sowie X den
Zufallsvektor (X1,---,X4)". Man beachte die Tatsache, dass Zle Xi(w) = n ist, fiir alle

w € Q". Die Verteilung von X heifit Multinomialverteilung mit Parametern d,n und p, in Zeichen

My(n, p). Ihr Tréger ist fiir n € N gegeben als

d
Supp<X) :{X: (xlv"' 7xd)T ENCOl : Z$z :TL}
=1

Die Zihldichte von X ist gegeben durch

d
fx(x) = PP"(X = x) = ( o xd> [1#r.
) ) i=1

fiiralle x = (z1,-++ ,24)" € supp(X).

(c) Multivariate Normalverteilungen:

Fiir einen Vektor i € R und eine symmetrische, positiv definite (d x d)-Matrix ¥ ist die Funktion
f R4 — (0,00) mit

f(x) = (2m) 2| det(E)[ 71/ eXP(—%(X — 1) ' B(x — p),x €RY,
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eine Lebesguedichte auf R%. Die durch f induzierte Verteilung Py auf (R, B(R?)) heif3t
d-dimensionale (multivariate) Normalverteilung mit Parametern u = (u1,. .., ,ud)T und ¥, in
Zeichen: Ny(p, X). Besitzt ein Zufallsvektor X = (X1, - -+ , Xq) | mit Werten in R? die Verteilung
Na(p, ), so ldsst sich zeigen, dass V1 < i < d: L(X;) = N (i, 0?), wobei 0? = 3 > 0 das
i-te Diagonalelement von X bezeichnet, vgl. Beispiel 1.22 (c).

Definition und Satz 5.14

Seien X und Y zwei reellwertige, stetige Zufallsvariablen auf dem selben Wahrscheinlichkeits-
raum (2, A, P). Die Lebesguedichte des Zufallsvektors (X,Y') sei fx y) : R? — [0, 00).

Dann ist fy, gegeben durch

) = [ fenfe s
eine Randdichte von'Y und fx mit
F(@) = | o (e n)dy

eine Randdichte von X.

Fiir festes © € R nennen wir fy|x—,, gegeben durch

Frix=e(®) = W

bedingte Dichte von'Y beziiglich X = x, wobei 0/0 = 0 gesetzt wird.

¥ €R,

Fiir x € R mit fx(x) > 0 heifit die Mengenfunktion

B(R) > B s B(Y € B|X = z) i /ny|X$(y)dy

bedingte Verteilung von'Y beziiglich X = x.
Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir A, B € B(R) und C € B(R?).

(i) (X € A,Y € B) = / P(Y € B|X = 2)fx(z)da.

A
(ii)) P(Y € B) = /_OO P(Y € B|X = x)fx(x)dx.
(iii) P((X,Y) € C) = / TP € C@)|X = ) fx (2)da,

wobei C(z) = {y € ERK:L’, y) € C} den x-Schnitt von C bezeichnet.

Beweis: Definition von Lebesguedichten und Satz von Fubini. |
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Kapitel 6

Stochastische Unabhéngigkeit von

Zufallsvariablen

Definition 6.1
Fiir eine beliebige Indexmenge I # & heifst eine Familie von Zufallsvariablen (X;);er mit X; :
(Q, A, P) — (9, A%) stochastisch unabhdingig, falls fiir jede nicht-leere endliche Teilmenge K C

I die Teilfamilie (X} ) ek Stochastisch unabhdingig ist in dem Sinne, dass

(Ux) P(Vk€ K : Xy € By) =[] B(Xx € By) fiiralle By € Ay, k € K, gilt.
keK

Anmerkung: Alle X; sind auf dem selben Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.4, P) definiert, konnen
aber unterschiedliche Wertebereiche ] besitzen.

Eigenschaft (Uy) besagt, dass die gemeinsame Verteilung der (Xj)rcx das ProduktmaR der
(Rand-)Verteilungen der X mit k € K ist.

Beispiel 6.2
Seienn € N, (Q;, A;, P;) Wahrscheinlichkeitsriume fiir 1 < i < nund (2, A,P) = Q. (%, A, P;)
der zugehorige Produktraum. Dann sind die Projektionen (7;)1<i<yn, mit

T - Q — Qi,

w= (w1, ,wn) — W

stochastisch unabhdngig, vgl. Abschnitte 4.3 und 4.4.

Satz 6.3

Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir d € N seien Xy, -+, Xg mit X; : @ — R
reellwertige Zufallsvariablen mit (Rand-)Verteilungsfunktion Fx, von X; fiir 1 < ¢ < d. Fer-
ner bezeichne Fx die (gemeinsame) Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X : (Q, A, P) —
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(RY, B(RY)) mit X = (X1,---,Xgq)". Dann sind X1,--- , Xq genau dann stochastisch unab-

hdngig, wenn

d
Fx(x) = HFXi (z;) fiiralle x=(z1, - ,x4)" € R gilt.
i=1

Beweis:

Die Aussage folgt aus Beispiel 1.5 (d) zusammen mit dem folgenden Hilfsresultat, das analog zu
Satz 1.10 ist.

Hilfssatz:

Unter den Voraussetzungen von Definition 6.1 sei & C A; ein N-stabiler Erzeuger von A, fiir alle
i € I Ist dann die Familie (X; *(£;))ic1 stochastisch unabhingig in dem Sinne, dass fiir jede
endliche Teilmenge K C I und jede Wahl von E;, € X,;l(é’k), k € K, die Ereignisse (Ex)keck
stochastisch unabhdingig sind, so ist die Familie (X;);c1 stochastisch unabhiingig.

Der Beweis des Hilfssatzes findet sich in|Klenke|(2008)), siehe Satz 2.16 dort. B

Korollar 6.4 (Diskrete Zufallsvariablen)

Unter den Voraussetzungen von Defintion 6.1 gelte o. B. d. A. 0, = supp(X;) Vi € I =
{1,--- ,d}. Ferner seien alle X,;,i € I, diskrete Zufallsvariablen mit Zihldichte fx, von X.

Wir definieren X = (X1,--- , Xy) " mit Zihldichte fx, gegeben durch

d
fx(x) :P(Xl =Tj, " ,Xd::cd),x: (:c1,~~ ,:z:d)T EQI = >< Q;
i=1

Dann sind X1, - - - , X4 genau dann stochastisch unabhdngig, falls
d
fx(x) =[] fx@:) xe@ il (6.1)
i=1
Beweis:

(Ux) = : Wiihle B; = {x;}.
(6.1) = (Ux) : Wie beachten, dass (6.1)) diquivalenterweise geschrieben werden kann als

d
vx € @ PX({x}) = [[PY({z:}).
=1

Dies charakterisiert nach Definiton 4.16 aber gerade das Produktmafs der Verteilungen der (X;)1<i<d,
und Korollar 4.17 liefert das Gewiinschte. B

Beispiel 6.5

Es seien X1 ~ Bin(n,p) und Xo ~ Bin(m,p) zwei stochastisch unabhiingige, jeweils binomi-
alverteilte Zufallsvariablen. Dann ist S := X; + Xo ~ Bin(n + m,p), denn wir rechnen fiir
0 <k <m+ nwie folgt.
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P(S = k) = P(X1 + Xo = k)
= P((X17X2> S {(il,ig) ti1 + 0 = k})

= > P(Xy =iy, Xy =1iy)

i1,i2:11+i2=k
k
—STP(X1 =, X0 =k — 0)

Dabei folgt die Gleichheit (nzm) = ZLO () (,",) aus Additions- und Multiplikationsregel der
Kombinatorik (Anzahl an Moglichkeiten, k Objekte aus n+m Objekten auszuwdhlen), indem man
alle Moglichkeiten betrachtet, wie viele der k auszuwdhlenden Objekte aus den ersten n Objekten

ausgewdhlt werden, worauf sich der Index ¢ bezieht.

Korollar 6.6 (Stetige Zufallsvariablen)

Stetige, reellwertige Zufallsvariablen (X;)1<;<q mit Lebesguedichte fx, von X; sind genau dann
stochastisch unabhdngig, wenn das Produkt H?:l fx, ¢ R? — [0,00) dieser Lebesguedichten
eine Lebesguedichte des Zufallsvektors X = (X1,--- ,X4) " ist.

Beweis:

.. . . d . .
Nach Definition induziert [ [_, fx, das Produktmaf} der Verteilungen der (X;)1<i<q. Damit
liefert Satz das Gewiinschte. B

Beispiel 6.7

Seien o, 7,5 > 0 und X,Y stochastisch unabhiingige Zufallsvariablen mit X ~ L'y, und Y ~
La.s vgl. Ubungsaufgabe 11.b). Dann sind S :== X +Y und R := XLJFY stochastisch unabhdingig
mit S ~ Ty y4s und R ~ Beta(r, s), so dass

fr(x) = [B(r,s)] '™ (1 —2)""", z €(0,1), wobei
1
B(a,b) = /:E“_l(l—x)b_ldx (Euler’sche Beta-Funktion).
0
Beweis: Ubungsaufgabe
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Das folgende einfache Korollar iiber stochastische Unabhingigkeit von Zufallsvektoren geben wir

ohne Beweis an.

Korollar 6.8
Fiir 1 <i < m sei X; : Q — R% ein Zufallsvektor mit Werten in (R%, B(R%)).

a) Bezeichnet Fx, die (gemeinsame) Verteilungsfunktion von X;,1 < ¢ < m, und Fx die

Verteilungsfunktion von X = (X{,--- , X)) mit Werten in R fiir d = 3" | d;, so sind
Xy, -, X,, genau dann stochastisch unabhdingig, wenn fiir allex; € R4 .- | x,, € R
gilt

FX((X]—> T ’X;;)T) = HFXi (XZ)
=1

b) Sind X4, --- ,X,, stochastisch unabhiingig und g; : R% — R% messbare Abbildungen fiir
1 <i <m, sosind auch g1(X1), - , gm(Xy) stochastisch unabhdiingig.
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Kapitel 7
Faltungen von Verteilungen

Definition 7.1

Sind X undY zwei stochastisch unabhdngige, (jeweils) R%-wertige Zufallsvariablen, die auf dem
selben Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) definiert sind, so heifit die Verteilung L(X +Y') ihrer
Summe die Faltung der beiden Verteilungen L(X ) und L(Y'), in Zeichen:

LX) % L(Y):=L(X +Y).

7.1 Faltungen diskreter Verteilungen

Korollar 7.2
Es seien XY : (Q, A P) — R? zwei stochastisch unabhdingige, diskrete Zufallsvariablen mit

den (hochstens abzahlbaren) Trigern

supp(X) = X(Q) und supp(Y) =Y (Q).

Dann hat die Summe S := X +Y den hochstens abzdhlbaren Triiger

supp(S) = {z +y : € supp(X), y € supp(Y)}.

Fiir s € supp(S) ist die Elementarwahrscheinlichkeit beziiglich PS gegeben durch

P(S=s) = P(X+Y =5)

zE€supp(X):
s—zesupp(Y)

= > PY=yPX=s-y).

yEsupp(Y):
s—y€Esupp(X)
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Unter Verwendung der Zihldichten fx, fy und fg ldsst sich schreiben

fs()= Y. fx@fs—z)= > fWixs—y), sesupp(S).
z€supp(X): yesupp(Y):
s—xesupp(Y) s—y€Esupp(X)

Beispiel 7.3

(a) Faltungen von Bernoulliverteilungen

Die Binomialverteilung Bin(n, p) ist die n-fache Faltung der Bernoulliverteilung Bernouilli(p),
d. h.

Bin(n,p) = Bernoulli(p) * - - - x Bernoulli(p) (n Faktoren).

Anders ausgedruckt: Sind X1, - -- , X, stochastisch unabhdngige Indikatorvariablen mit

P(X;i=1)=p=1-P(X;=0) VI<i<n, soist L) X;)=Bin(n,p).
i=1

Beweis:

Folgt aus Beispiel 6.5.

(b) Faltungen von Multinomialverteilungen

Die Multinomialverteilung M(n, p) (siehe Beispiel 5.13.(b)) ist die n-fache Faltung von M4(1,p).
Allgemeiner gilt:

Mg(ni,p) * Mg(na, p) = Mg(ni +n2,p), p= 1, ,pa) -

Beweis:
Seien X1, -- ,X,, stochastisch unabhiingige, (jeweils) R%-wertige Zufallsvektoren mit X; ~
My(1,p) V1 <i < n.Es geniigt zu zeigen, dass L(D ;- X;) = Ma(n,p) ist.

Dazu fiihren wir einen Induktionsbeweis.

Induktionsanfang (n = 1): nichts zu zeigen.

Induktionsschritt (n — n + 1):

Nach Induktionsvoraussetzung ist S,, 1= Z?Zl X; ~ My(n,p). Ferner ist S,, stochastisch unab-
héngig von X, 11 ~ My(1, p), vgl. Korollar 6.8.b). Wir beachten, dass

d
supp(Sn) = {s = (s, .sa)T €NG: D55 =}
=1
sowie
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d
supp(Xpy1) = {e = (e1, - ,eq) " 1e; €{0,1} V1<i<d, Zei =1}
i=1

(Menge der d Einheitsvektoren im R?).

Damit ist

supp(Sn+1) = {s + e[s € supp(S,), e € supp(Xn+1)}-

Sei € der i-te Einheitsvektor im R% 1 < i < d. Dann gilt nach Faltungsformel fiir z €
supp(Sp+1), dass

d
P(Spi1=2) = » P(Xpp=e?) PS8, =2z-e)
i=1
d d 1 5
= p'[n! % ”}
DA (EE
d d
i—1 2j
= P [n pi < || —p ]
; U (- 3131’27' J
i
d Z d 1
= sz [m%pfi—l « H ﬁpﬂ
i=1 ¢ j=1
J#i
d d
- n![zziHH—"pjﬂ] (7.1)
i=1 j=1 -

Da z € supp(Sy+1) ist gilt 2?21 z; = n + 1. Damit ist die rechte Seite von (7.1)) gleich
d d
1 .. n+1 ,
(n—i—l)!pr;J:(Z Z> pjjzfsnﬂ(z),
j=1 j: 1 s ~d j=1

was nach Beispiel 5.13.(b) zu zeigen war. 1

(c¢) Faltungen von Poisson-Verteilungen

Die Faltung von Poisson-Verteilungen ist wieder eine Poisson-Verteilung:

Poisson(A1) * Poisson(A2) = Poisson(A1 + A2).

Anders ausgedriickt: Sind X und X9 zwei stochastisch unabhiingige Zufallsvariablen mit L(X;) =
Poisson(\;),i = 1,2, s0ist L(X] + X2) = Poisson(A1 + A2).
Beweis:

Sei S := X1 + Xo mit supp(S) = No. Dann gilt nach Faltungsformel fiir s € Ny, dass
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fs(s) =P(S =s5) =P(X1 + X2 = 5)

= Z le(x)sz(S_x)

z€Ng:s—zeNg

= Z fX1 (x)sz(s - HZ)
=0

s

AT Ay
= Z - exp(—A1) G2 exp(—A2)

=0

s

= exp(—(M1 +A2)) >

=0

_ %exp(—(/\l + ) Z (;) NEAS

=0

1
ACL’AS_x
zl(s —x)! 172

= QA (4 )

s!

nach binomischem Lehrsatz. M

7.2 Faltungen stetiger Verteilungen mit Lebesguedichten

Satz 7.4
Seien X undY zwei stochastisch unabhdingige, (jeweils) reellwertige Zufallsvariablen auf (2, A, P)
mit Trigern supp(X) C R und supp(Y') C R. Wir nehmen an, dass diese Triger Borelmengen

sind und Lebesguedichten fx von X sowie fy von'Y existieren, die wir auf ganz R vermittels

fx(x) =0 Vze R\supp(X),

fr(y) =0 Vy e R\supp(Y)

fortsetzen. Ferner bezeichnen wir mit f(x yy = fx - fy die bivariate Lebesguedichte des Zufalls-
vektors (X,Y'). Dann besitzt die Summe S := X + Y die Lebesguedichte fs, gegeben durch

fs) = [ ax@ vl - oo = [ prix -y, se®

Beweis:

Wir berechnen zundichst die Verteilungsfunktion Fs von S. Es gilt fiir s € R, dass
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'ﬁ

Fs(s) = P(X+Y <s)

- / f(ij)(x,y)d(x,y)
{(z,y) T €ER2:z+y<s}

/ f(X,Y)(:Evy)d(m7y)
{(z,y) T eR2:y<s—zx}

- [ sxw )i, (12)

Wir substituieren

U =r+ysyYy=u—=x

Yy=s—r=u=s

d
—y:1:>dy:du
du

und erhalten fiir die rechte Seite von (1.2)) unter Verwendung des Satzes von Fubini

/Z [/soo foxy)(z,u— a:)du} de = /; [/Z foeyylz,u— x)dx] du. (7.3)

Nun beachten wir; dass f(x y) = fx - fy wegen der stochastischen Unabhiingigkeit von X undY’

gilt und erhalten

/ fs(wydu mit fs(u / fx(@) fy (u - 2)da

was die erste angegebe Darstellung von fg zeigt. Die zweite angegebene Darstellung folgt analog

durch Vertauschen der Rollen von x andy. 1

Anmerkung:
Bis zur Darstellung ({7.3)) bleibt die Rechnung auch ohne die Voraussetzung der stochastischen
Unabhiéngigkeit von X und Y richtig.

Beispiel 7.5

(a) Faltungen von Normalverteilungen

Es git, dass N'(u1,0%) * N'(uz,03) = N(u1 + po, 0% + 03) ist. Iterativ angewendet bedeutet
dies: Sind X1, -+ , X,, stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen mit £(X;) = N (u;, 0?) fiir
alle 1 <1 <n, soist

n

LO X)) =N _pmi,> o).
=1 =1

=1

Beweis:
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Wir betrachten zundichst den Spezialfall 1y = po = 0. Die Lebesguedichte f; von N (0, J?) ist
bekanntlich gegeben durch

1 12?2
() = ——exp(—=—),
Nach der Faltungsformel fiir Dichten (d. h., Satz 7.4) ist demnach die Dichte fg der Faltung

zeR, i=1,2

gegeben durch

s = [ hofls -~ o)de = 5 /mam(—1VZ+“‘fVD¢u (7.4

2ro102 J_o 2lo7 o5

2

Wir definieren 0* = 0% + o3 und substituieren

oT 018 du o 0109
U= - = — = = dx = du.
0109 009 dr 0109 o

Ferner beachten wir, dass

2

2?2 (s—az)? 71 1 2sr 8
At = Eral -
1 2 -0 2 2 2
of 02 71 28w + 52
= —_— —_— -
Lo?02] 02 o2
-2 2
o[ 0 25z 5T o7 1
— 5202 _?_FS {02024_;}
0103 2 2
of 02 1 2sx  o3s?  s?
=2 || ——=+ -5+
Lo2o2] 03 o203 o
2
s
= u® 4 —5 ISt.
o
Damit ist die rechte Seite von (1.4) gleich
1 [ Ip, 82 1 1s?y [ 1 1,
— exp(—=|u —I——} du = ex (—)/ ——=exp(—zu”)du
2o J_o p( 2[ o? ) NoT 202) J_oo \2rm p( 2 )

1 1s?
- e (-12)
wegen der Normierungsbedingung der N (0, 1)-Verteilung. Damit ist der Spezialfall gezeigt.
Im allgemeinen Fall sind U; := X; — u; stochastisch unabhiingig und gemdif3 Ubungsaufgabe 25.c)
gilt L(U;) = N(0,02), i = 1,2. Aus dem Spezialfall folgt daher, dass
Ur+ Uy = (X1 + Xa) — (p1 + p2) ~ N(0,07 + 03)

und erneute Anwendung von Ubungsaufgabe 25.c) liefert

55



X1+X2NN(M1+M2,U%+O’§). [ |

(b) Faltungen von Gammaverteilungen

Nach Beispiel 6.7 ist

Fa,'r * Fa,s = Fa,r—l—s'

Da Ty, = Exp(X) ist, folgt daraus: Sind X1, --- , X,, stochastisch unabhdngig und identisch
verteilt mit £L(X1) = Exp(\), so ist L(> | X;) = I'xn,. Diese Verteilung heifit auch Erlang-

Verteilung mit Parametern A und n.

Lemma 7.6
o0
Sei I, gegeben durch I'(z) = / t*Lexp(—t)dt, z > 0, die Euler’sche Gammafunktion.
0
Dann gilt:

a) I'(z+1)=al'(x), x>0

¢) T(n)=(mn-1)!, neN

Beweis:

Zur Ubung.

7.3 Ergebnisse fiir nicht notwendigerweise stochastisch unabhingige

Zufallsvariablen

Satz 7.7

Sei (X, V)T : (Q, A P) — R? ein stetig verteilter, bivariater Zufallsvektor mit Lebesguedichte
fixy) : R? = [0, 00), die wir wie iiblich durch f(x yy(z,y) =0 Y(z,y)" € R:\supp((X,Y)")
fortsetzen. Es wird nicht vorausgesetzt, dass X 1LY gilt.

Dann gilt fiir z,u € R:

a)

Fxiyv(z) = P(X+Y <2z2)= /z fxqv(u)du mit

fxiy(u) = / f(x,Y)(fEau—w)dQ?—/ foxy)(u—y,y)dy.

56



b)

Fx_y(z) = P(X-Y <2z2)= /_Z fx—v(u)du mit

Py (u) = /_ four (@ — ude = /_ Focyy(ut v, y)dy.

Fxy(z) = P(X-Y<2z2)= /_Z fxv(u)du mit

_ u _ U
fev@ = [ el (e D= [ o G
R\{0} x R\{0} Y
d)
X z .
Fxy(z) = P<Y§z> :/OofX/y(u)du mit
P = [ lolfoc (o).
Beweis:
Ubungsaufgabe.
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Kapitel 8

Momente von Verteilungen,

Integralungleichungen

8.1 Der Erwartungswert
8.1.1 Erwartungswert diskreter Verteilungen
Beispiel 8.1

a) Einfacher Wiirfelwurf

Wir betrachten den einfachen Wiirfelwurf mit einem homogenen Wiirfel und stellen die Frage:

., Was wiirfelt man im Mittel?“
Eine plausible Antwort erscheint der Mittelwert der moglichen Werte zu sein:
21 . 1+42+34+4+54+6 o Zk€suprk

3,0 =— = 8.1
’ 6 6 | supp X| ’ @1

wobei X die Zufallvariable bezeichne, die das Ergebnis des Wiirfelwurfs reprisentiert.

b) Zahlenlotto ,,6 aus 49
Wir stellen beim Zahlenlotto ,,6 aus 49 die analoge Frage: ,,Wie viele Richtige hat man im
Mittel?“
Anwendung der Formel in (8.1) mit supp(X) = {0,1,2,3,4,5,6} wiirde das Ergebnis 3 lie-

fern. Dieses ist aber unplausibel, da es unserer Alltagserfahrung widerspricht.

Die Beobachtung, dass der relevante Unterschied zwischen den beiden Beispielen die unterschied-
liche Verteilung ist (Gleichverteilung bzw. hypergeometrische Verteilung) motiviert die folgende

Definition.

Definition 8.2 (Erwartungswert diskreter Zufallsvariablen)
Sei X : (2, A,P) — R eine diskrete Zufallsvariable mit (hichstens abzéihlbarem) Triiger supp(X) =

58



X () C R und Zihldichte fx. Falls
> jal-P(X =12) < oo, (8.2)
z€supp(X)

so ist der Erwartungswert von X definiert als

EX]:= > «PX=z)= >» - fx@)=EP]. (8.3)

z€supp(X) zesupp(X)

Zusatz: Fiir nicht-negatives X, d.h. X() C [0, 00), definiert man E[X] € [0, 00] auch dann
noch durch (8.3)), falls (8.2) nicht gilt. In letzterem Falle ist dann E [ X| = oc.

Beispiel 8.3

a) Indikatorvariablen

Sei A € A ein Ereignis und 14 : Q — {0, 1} die (messbare) Indikatorfunktion von A. Dann
ist
E[14]=0-P(14=0)+1-P(14=1)=P(A).

b) Diskrete Gleichverteilung

Sei m = |supp(X)| < oo und fx(x) = L fiir alle x € supp(X). Dann ist

E[X] = Z x-fx(x):w,

m
z€supp(X)
vgl. Beispiel 8.1d).

¢) Binomialverteilung

Sei X ~ Bin(n,p) mit fx(k) = (})p*(1 — p)"~* fiir 0 < k < n. Dann ist
E[X]= k<n>p’“(1 -p)" "
k=0 k
= k<z>pk(1 —p)"
k=1
_ (n—1)! k—1 n—k
npk:1 0 Ditn — 0P (1-p)

dan—k=(n-1)—(k—1)ist.
Mit der Indextransformation { = k — 1 < k = £+ 1 ergibt sichk = 1 = ¢ = 0 und

k=n={=mn—1und somit
n—1
E[X]=np) <n . 1)196(1 —p)" " =mp
=0
wegen der Normierungsbedingung fiir die Bin(n — 1, p)— Verteilung.
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d) Hypergeometrische Verteilung

Wir verallgemeinern Beispiel 8.1Jb) wie folgt: Seien N, M, n € N vorgegebene Zahlen mit der
Eigenschaft 0 < p := % < 1. Diese konnen wie folgt interpretiert werden:

N= Anzahl von Objekten,
M= Anzahl markierter Objekte,
n= Stichprobenumfang.

SeiQY={AC{l,...,N}:|A| =n}, A = 2% undP die diskrete Gleichverteilung auf (2, A)
mit P({w}) = ﬁﬁir alle w € €.
Sei X ::,,Anzal;ll markierter Objekte unter den n ausgewdhlten Objekten* eine Zufallsvaria-

ble mit

supp(X)={m € {0,--- ,n}:n—(N—-M)<m< M}

Dann ist fiir m € supp(X)

MY (N-M

() G )

()
n

Wir nennen L(X ) die hypergeometrische Verteilung mit Parameternn, M, N, in Zeichen H(n, M, N).
Beim Zahlenlotto ,,6 aus 49 wie in Beispiel (8.1 b)|betrachtet gilt X ~ H(6,6,49).
Es gilt, dass E[H(n,M,N)| = n% = np ist. Beim Zahlenlotto ,,6 aus 49* ist demnach
E[X] =28 ~0.735 < 3.

fx(m) =B(X =m) =

Beweis:
E[X]= > m(m)((]y)—m)
mesupp(X) n

Unter Beachtung von (2) = 0 fiir beliebige Zahlen n,k € N mit & > n konnen wir die

Summation erweitern und erhalten
M ) (N M )
Z m~miin=m/
(n)
Z n 1) .

Mit der Indextransformation £ = m — 1 < m = ¢ + 1 ergibt sichm =1 = ¢ = 0 und

m =n = ¢ =n —1und somit
M 1)((N 1)— (M 1))

R Laalirec <
é: (n 1 ) N
wegen der Normierungsbedingung fiir die H(n — 1, M — 1, N — 1)—Verteilung. |

"Dabei ist ( ) die Anzahl der Moglichkeiten, n Objekte aus N Objekten ohne Zuriicklegen auszuwihlen, vgl.
Kapitel 2.
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8.1.2 Erwartungswert stetiger Verteilungen

Aus Analogiegriinden hinsichtlich Zdhl- und Lebesguedichten (vgl. Bemerkung 1.21) ist die fol-

gende Definition ein sinnvolles Analogon zu Definition [8.2] fiir den stetigen Fall.

Definition 8.4 (Erwartungswert stetiger Zufallsvariablen)

Sei X : (2, A,P) — R eine stetige Zufallsvariable mit Lebesguedichte fx, die wir wie iiblich
durch fx(x) = 0 fiir x € R\ supp(X) fortsetzen.

Falls

/OO |z - fx(z)dx < oo (8.4)

—00

. . . _ X I [e.e]

ist, so definieren wir E[X] = E [PX] := [z fx(z)da.

Gilt X(2) C [0, 00) und ist die absolute Integrierbarkeitsbedingung (8.4)) verletzt, so setzen wir
E[X] = oo

Beispiel 8.5

a) Stetige Gleichverteilung, UNI[a, b]

Sei X gleichverteilt auf dem Intervall [a,b] C R mit Lebesguedichte fx, gegeben durch
fx(@) = 5= - 14 (2), © € R, in Zeichen: X ~ UNI[a, b].

Dann gilt
b b 2 2
x 1 1 b a
X /Gb—ax b—a/axm b—a(2 2>
1

= 2(b_a)(a-l-b)(b—a):

b) Exponentialverteilung, Exp(\)

Sei X exponentialverteilt mit Intensititsparameter X > 0 mit Lebesguedichte fx, gegeben
durch fx(z) = Aexp(=Ar)1(g o) ().
Dann gilt E [X] = X [° z exp(—Az) dz.

Wir setzen g(z) = x, h'(z) = exp(—Az), so dass g'(z) = 1, h(z) = —3% exp(—Az), und

erhalten durch partielle Integration, dass

E[X]=A { [—; exp(—)\x)}:o + 1\/000 exp(—Ax) d:v}
1
A

o imen]) 23]

c¢) Normalverteilung N'(u, o?)

Sei X normalverteilt auf R mit Parametern j und o und mit Lebesguedichte fx, gegeben
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%(q’;g)Z), x € R. Dann gilt

1 > 1(z—p)?
E[X] = 27(0’/' T eXp <—2w) dx.

Mit der Substitution

ergibt sich

u:x_u@)xzau—i-,u
o
d 1
o S de=odu
dr o

E[X] = \/21?0 /Oo (cu+ p) exp <—;u2> o du

—00

o OO L o H /Oo < 1 2>
= — uexp | —=u* | du + — exp | —=u* ) du

:é[_

1 o0
exp <—2u2>} +p=p
—0o0

wegen der Normierungsbedingung fiir die N'(0, 1)—Verteilung.

8.1.3 Allgemeine Eigenschaften des Erwartungswertes

Lemma 8.6

Unter den Voraussetzungen von Definition (diskrete Zufallsvariable X ) existiere E [ X] in R.

Dann gilt

E[X] =

/OOO - Fy(a)] dx—/o Fy(2) dz

—00

/OOOIP(X>ac)d:n—/O P(X < z)dz.

—00

Beweis: Fir x € R ist, weil X diskret ist,

1 —Fx(.%')

Damit ist (8.5)) gleich

o0

y€supp(X ):y>z

> fX(y)de—/O

= P(X <z)= >

yEsupp(X):y<wz

= PX>a)= Y fxl).

yEsupp(X):wy>z

fx(y) und

% yesupp(X)y<z
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Wir berechnen zunichst I5. Seien dazu

Y <Y <o <y < Yy <o <0

die geordneten Elemente von supp(X) N{y € R : y < 0}. Wir erhalten, dass

Yo Y3
L = /”fx (ym)dﬂ/[]{fx () + fx (ypr) } dee
Y2

ynj
Y]

{fX (y[1 ) + fx ( 2]) + fx (y[g])}dx—i—

y[]+1
+/ f ym)dx+~'-

(=1

= (v — ) fx () + (W) — vip) [Fx () + Fx (1))
+ (v — i) [fx (ypg) + fx (viz) + fx (yg)] +

+ (Y1) — Yy fo

= - > ufx).

yEsupp(X):y<0

Analog ist [; = ZyESUpp(X):y>O yfx(y) und es folgt

L — 1= Z yfx(y) =E[X].

y€esupp(X)

Korollar 8.7 (zum Satz von Fubini)
Seien a,b € R = RU {—o00,}.
Dann ist (vgl. Abbildung[8.1)

{(z,y) eR?*:a<y<brha<z<yl={(z,y) cR*:a<z<bAz<y<b}

Damit gilt fiir jede Lebesgue-integrierbare Funktion f : R?> — R, dass

/ab/ayf(‘r’y)dxdy:/ab/:f(zv,y)dydx,

Wir kénnen damit nun das Analogon von Lemma [8.6]fiir stetige Zufallsvariablen beweisen.

Lemma 8.8

Unter den Voraussetzungen von Definition (stetige Zufallsvariable X ) existiere E[X] in R.
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y=x

.

Abbildung 8.1: Tllustration der Menge aus Korollar [8.7]
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Dann gilt

0o 0
/ 1— Fx(x d:c—/ Fx(x)dz
0 —oo

0o 0
:/ IPX>:1:d$—/ P(X <z)dzx
0

—00

/0 ofx (@ )dx+/0 ofx(z)dz.

—00

Beweis: Wir berechnen fooo x fx () dz. Beachte dazu, dass x = fom 1dy ist. Also folgt mit Ko-

rollar 8.7t
Tapx@de= [ [ pe@ayde= [ [ @) deay
0 o Jo 0o Jy
:/OOIP’(X>y)dy—/OO]P’(X>J:)dx.
0

0
Berechne nun/ P(X <z)dx —/ / fx(y)dydx.
Korollar-hefgrt dass

/_(; /_9; fx(y)dydx = /_(;O /yO fx(y)dedy = /_io [ fx (y)]o—, dy

—/0 —yfx(y)dy=—/0 zfx(z)dz,

—00 —0o0

was den Beweis komplettiert. |

Definition 8.9
Sei X : (Q, A, P) — R eine (beliebige) reellwertige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F'x.
Falls die beiden Integrale

I1:/Ooo[l—FX(:c)]dx:/OOOP(X>:E)da: und

12:/0 FX(m)dx:/O P(X < z)dx

—0o0 —00

Jeweils in R existieren, so definieren wir
E[X]=: / XdP =1 — I.
Q

Satz 8.10 (Rechenregeln fiir Erwartungswerte)
Seien X, Y, (Xp)nen, (Yn)nen : Q — R Zufallsvariablen, deren (jeweilige) Erwartungswerte in

R existiern. Dann gilt:

a) Monotonie: Ist X <Y, soist E[X] <E[Y].
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b) Linearitit: E [aX + bY| = aE [X]| + bE [Y] fiir beliebige a,b € R.

c) o—Additivitit bzw. monotone Konvergenz:
Sind alle Xy, > Ound ist X =}, 1 Xp, so git E[X] =3 o E[X,].
Wenn Y, 1Y fiirn — oo, so folgt E[Y] = lim,,—,oc E[Y},].

d) Produktregel bei stochastischer Unabhdngigkeit

Sind X und'Y stochastisch unabhdingig, so existiert der Erwartungswert von XY und es gilt
EXY]|=E[X]|E[Y].

Beweis: Lisst sich mit Transformations- und Faltungsformeln aus Definition [8.9] (ggfs. mit Hilfe
von allgemeinen Grenzwertsitzen aus der Mafitheorie) folgern;

Spezialfille als Ubungsaufgabe. |

8.2 Momente und Varianz

Satz 8.11 (Transformationssatz fiir Erwartungswerte, siche Maf3theorie-Vorlesung (MTV))
Unter den Voraussetzungen von Definition[8.9 sei g : supp(X) — R so, dass E [g(X)] existiert.
Dann gilt

Elo(X)] = [ oxX)aP = [ gap*

Z g9(x)fx(x), X diskret mit Zihldichte fx,
— { ze&supp(X)

/ g9(z) fx(x) dx, X stetig mit Lebesguedichte fx auf R.
R

Anmerkung: Im Rahmen der Maftheorie ist fR g dPX auch fiir Verteilungen PX erkliirt, die weder
diskret noch stetig sind.

Definition 8.12
Unter den Voraussetzungen von Deﬁnitionexistiere E [X k] fiiralle1 <k < K, K e N.
Dann heift

a) my(X) :=E [X¥] k-tes Moment von X.

b) pp(X):=E [(X —-E [X])k} k-tes zentrales Moment von X.

¢) Mi(X) := E [|X|*] k-tes absolutes Moment von X.

d) Ist K > 2, 50 heifit i2(X) = E [(X “E [X])Q] —: Var(X) die Varianz von X und
SD(X) := y/Var(X) die Standardabweichung von X.
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e) Ist K >3, E[X]|=: pund0 < Var(X) =: a2, so heifit
X — _
ms <M> =0 3/1,3(X)
o
die Schiefe von X.

f Ist K >4, E[X] =: pund 0 < Var(X) =: 0%, so heifit

ma (X — “) = o4 ua(X)

g

die Wolbung (Kurtosis) von X und my (%) — 3 die Exzess-Kurtosis von X.

Satz 8.13 (Verschiebungssatz)

Sei X eine Zufallsvariable mit endlicher Varianz. Dann ist

Var(X) =E [(X - E[X])’] =E[X?] - (E[X])’

=:E [X?] — E*[X].
Beweis:
Var(X) = E [X?] - 2E [XE [X]] + E*[X]
=E [X?] - 2E%[X] + E*[X]
=E[X?] - E*[X].
m
Beispiel 8.14

a) Bernoulli-Verteilung, Bernoulli(p)
Sei X ~ Bernoulli(p). Dann ist X? = X. Damit ist E [X?] = E [X] = p (vgl. Beispiel 8.3.
und folglich nach Verschiebungssatz Var(X) = p — p?> = p(1 — p).

b) Exponentialverteilung, Exp(\)

Die Exponentialverteilung Exp(\) besitzt Momente beliebiger Ordnung und es gilt

k!

:)\—l;,keN.

my; (Exp(A))

Beweis:

my (Exp(A)) = A /000 z¥ exp(—\z) dz.
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Mit der Substitution

N
_A = —
U = 3
du du
—dx—/\:>d:c—7\

ergibt sich

1 k!
\a (k+1) E
|
c) Normalverteilung, N(u, 02)
Sei X ~ N (p,0%). Wir berechnen
00 2 1 _
E[XZ] :/ :c exp | —= (x ,u> dz
- 2o 2 o
unter Verwendung der Substitution
u = i STr=ocu+u
o
d 1
o o dr=odu
dz o
Es ergibt sich (unter Verwendung der Normierungsbedingung fiir X ~ N(0,1) sowie E [X] =
0), dass
E[Xx?] = / ou + u)? exp <—1u2> du
V2 2
u2
= o?u? ex du
Vs / P ( )
/ 2 e < UQ> d
cupexp | —— | du
ﬁ27r M exp
exp | —— | du
\/ 27 / ,u P < >
L u 2
= — u“exp | —— | du + p~. 8.6
o /_ N p ( 5 ) p (8.6)
[%S) u2
Sei I := / u? exp <—> du. Wir setzen
oo 2

g(w) =u = ¢(u) = 1,
) = v (~12) = 0 = e (~2)
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und somit ergibt sich durch partielle Integration

u2 oo 00 u2
I = [—uexp (—QH +/ exp (—2> du =0+ V2m.

Daher ist die rechte Seite von (8:6) gleich o* + 1> = E [ X?|. Folglich ergibt sich Var(X) =
E [X?] — E*[X] = o2, vgl. Beispiel 8.5|d

d) Poisson-Verteilung, Poisson(\)
Sei X ~ Poisson(\).

Dann ist (unter Verwendung der Normierungseigenschaft von Poisson(\))

E[X] = —kexp(—\) = —kexp(—A\)
k! k!

k=0 k=1
0 Pz

= {41 —-A
> rmiltt Dew-y

=) S exp(=A) = A

=0 "
Ferner ist
E [X2] = Z EkQ exp(—A) = Z —'k:2 exp(—A)

k=0 k=1
i )\Z+1 )

- (£+1)2exp(~A)
= ({+1)!

Insgesamt ergibt sich also Var(X) = E [X] = A

Satz 8.15 (Rechenregeln fiir die Varianz)

a) Die Dirac-Verteilung d, besitzt die Varianz 0 fiir beliebiges a € R.

b) Seien X,Y : (2, A, P) — R zwei Zufallsvariablen mit endlichen Varianzen. Dann ist

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2E[(X —E[X]) - (Y —E[Y])].

c) Unter den Voraussetzungen von Teil b) ist Var(a + bX) = b? Var(X) fiir beliebige reelle

Konstanten a, b.

69



Beweis: Teil a) folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass P(X = a) = 1 ist, falls X ~ §,.

Zu Teil b) berechnen wir
Var(X +Y) =E[(X +Y)?] - E*[X + Y]

E[X?] +2E[XY]+E[V?] - (E[X]+E[Y])?

E[X?] +2E[XY]+E [Y?] - E*[X] - 2E [X]E[Y] — E*[Y]
= Var(X) + Var(Y) + 2{E[XY] - E[X]E[Y]}
= Var(X) + Var(Y) + 2E[(X —E[X]) - (Y —E[Y])].

Fiir Teil c) benutzen wir die Teile a) und b) und folgern, dass Var(a + bX) = Var(bX) ist. Der

Verschiebungssatz liefert dann

Var(bX) = E [0>°X?] — E*[bX] = V’E [X?] — b*E*[X] = b* Var(X).

8.3 Momente von Zufallsvektoren

Fiir nicht-skalare zuféllige Objekte (d.h. Zufallsvektoren, zufdllige Matrizen, etc.) wird der Erwar-

tungswert element-weise erklart.

Definition 8.16 (Erwartungswert fiir Zufallsvektoren)
Sei X = (X1, -+, Xg)" : (Q,AP) = R? ein Zufallsvektor. Falls B[ X;] fiiralle 1 < i < din R

existiert, so heifst
E[X] := (E[X4],--- ,E[X4])" € R?

Erwartungswertvektor von X.

Definition 8.17 (Kovarianz von Zufallsvariablen)
Seien X, Y : (Q, A,P) — R zwei Zufallsvariablen mit jeweils endlichen Varianzen.
Dann heif3t

Cov(X,Y) :=E[(X —E[X])(Y —E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y]

Kovarianz von X undY (vgl. den Beweis von Satz[8.15) und
Cov(X,Y)

Var(X) Var(Y)

heifit Korrelationskoeffizient von X und Y .

Falls Cov(X,Y) = p(X,Y) = 0 gilt, so heiffen X und Y unkorreliert.

p(X,Y) =

e [-1,1]

Nebenbemerkung: Falls Var(X) = 0 oder Var(Y') = 0 gilt, so ist p(X,Y) undefiniert (und
bedeutungslos).
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Satz 8.18 (Eigenschaften der Kovarianz)
Unter den Voraussetzungen von Definition[8.17) gilt:

a) Cov(X,X) = Var(X)
b) Cov(X,Y) = Cov(Y, X) (Symmetrie)
c) Cov(ia+ X,b+Y) = Cov(X,Y) fiir alle reellen Konstanten a, b (Translationsinvarianz)

d) Bilinearitdit
Ist Z : (2, A,P) — R eine weitere Zufallsvariable mit endlicher Varianz, so ist

(i) Cov(aX,bY) = abCov(X,Y) fiir alle reellen Konstanten a, b.
(ii)
Cov(X,Y +Z) = Cov(X,Y) + Cov(X, Z)

Cov(X +Z,Y) = Cov(X,Y) + Cov(Z,Y)

E[XY]=E[X]E[Y]+ Cov(X,Y),

Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y) £ 2Cov(X,Y).

f) XALY (also X undY stochastisch unabhiingig) = Cov(X,Y) = 0.

Beweis: Folgt alles unmittelbar aus der Definition und der Linearititseigenschaft 8.10/b])
des Erwartungswertes. Fiir Eigenschaft f) beachte die Produktregel bei Unabhingigkeit fiir den
Erwartungswert, siche Satz 8.10d). [

Gegenbeispiel 8.19

Die Umkehrung von Satz 8.18Jf] gilt im Allgemeinen nicht, d.h., aus der Unkorreliertheit von X
und Y kann im Allgemein nicht auf X 1l'Y geschlossen werden.

Betrachte z.B. X ~ N(0,1) und Y = X2 Dann sind X und Y nicht stochastisch unabhdingig,

denn es gilt
P(X|<1,X?2>1)=0#P(|X| <1)-P(X?>1).

Nunistaber E[X] = 0und E [X?] = Var(X) = 1und somit Cov(X,X?) =E [X (X? - 1)] =
E[X3] ~E[X]=0-0=0.
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Definition 8.20 (Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors)
Sei X = (X1, ,Xq)" ¢ (0 AP) — R? ein Zufallsvektor, so dass E [X?| < oo fiir alle
1 <1 < d gilt. Dann heif3t

Y = (Gighisigea = B | (X — E[X])(X — E[X])T| € R

Kovarianzmatrix von X. Offenbar gilt o; ; = Cov(X;, X;) fiiralle 1 <i,j < d.

Satz 8.21
Unter den Voraussetzungen von Definition[8.20| gilt:

a) Y ist positiv semi-definit, d.h. Y. ist symmetrisch und ¥a = (ay, . ..,aq)" € R gilt

d
Ao —=a'Ya>0
aja;o;; =a a > 0.
1,j=1

b) Sei A € R™ Y eine deterministische Matrix und Y := AX. Dann ist Y ein R™—wertiger

Zufallsvektor mit Kovarianzmatrix AL AT,

Beweis: Zu Teil a) beachten wir, dass Zf’ j—1@ia;o;; = Var (Zle a,-Xi> ist. Da Varianzen

stets nicht-negativ sind folgt die Aussage. Teil b) ist zur Ubung (lineare Algebra). |

8.4 Integralungleichungen

Satz 8.22 (Markov-Ungleichung)
Seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : Q@ — R eine reellwertige Zufallsvariable, h :
R — [0, 00) eine monoton wachsende, deterministische Funktion und a eine reelle Konstante mit

h(a) > 0. Dann gilt

E[h(X)]

P(X >a) < ha)

Beweis: Wegen h(z) > 0 fir alle z € Rist E [h(X)] > 0. Damit gilt

E [1(X)] 2 E [A(X) - Ly 00)(X)]
> h(a) ‘E [1[(1,00) (X)]

= h(a) -P(X > a).

Korollar 8.23
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a) Setzt man in Satz h = id -1g o) und betrachtet statt X selbst die Zufallsvariable | X
ergibt sich fiir a > 0, dass

, SO

E[X]

P(|X|>a) <
(1X] 2 a) < =

b) Setzt man in Satz voraus, dass E [X?] < oo ist und betrachtet man' Y = | X — E [X]| so

erhdlt man fiir a > 0, dass

E[X-EX])?] _ Var(X)

P(X -E[X][>a) <

a a

Diese Ungleichung ist als Chebyshev-Ungleichung bekannt.

Satz 8.24 (Jensen’sche Ungleichung)

Es sei X : (Q,A,P) — R eine Zufallsvariable mit in R existierendem Erwartungswert und
h : R — R eine konvexe Funktion, so dass E [h(X)] in R existiert.

Dann ist h(E [X]) < E [h(X)].

Beweis: Es bezeichne h/, die rechtsseitige Ableitung von h. Aus der Analysis ist bekannt, dass
diese existiert und isoton (also monoton wachsend) ist.

Wir betrachten nun f(z,y) := h(x) + I/, (x)(y — x), die (rechtsseitige) Linearisierung von h in
x. Dann gilt firalle z,y € R

h(y) = f(z,y) (8.7
und wegen f(y,y) = h(y) folgt
h(y) = sup f(z,y). (8.8)
Mit y = X (w) ergibt sich aus (8.7), dass fiir alle z, X (w) € R
X (w)) = f(z, X(w)) gilt.
Unter Verwendung der Monotonie und Linearitit des Erwartungswertes ergibt sich also
E[h(X)] 2 supE [f(z, X)]
= sup [h(a) + ', (2){E[X] - )]
=sup f (z, E[X]).
Anwendung von (8.8) mit y = E [X] liefert schlieBlich

E[h(X)] = h(E[X]).

73



Korollar 8.25
Sei p > 1 und X eine reellwertige Zufallsvariable, fiir die E [| X |P] endlich ist. Dann ist

E[X]PP <E[IX]].
Insbesondere ergibt sich fiir p = 2, dass

E’[X] < E [X?] <= Var(X) = E [X?] — E*[X] > 0.
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Kapitel 9

Erzeugende Funktion,
Laplacetransformierte,

Charakteristische Funktion

Statt der Angabe von Zihldichten (diskrete ZufallsgroBen) oder Verteilungsdichten (stetiger Fall)
ist es in manchen Fillen (Berechnung von Momenten, Herleitung von Faltungen) niitzlicher, mit
anderen Charakterisierungen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu arbeiten. Insbesondere die
charakteristische Funktion (Fourier-Transformierte) hat zentrale Bedeutung; mehr dazu im Ab-

schnitt iiber Verteilungskonvergenz.

9.1 Erzeugende Funktion

Definition 9.1
Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in Ny. Die Potenzreihe Gx : [0, 1] — [0, 1] mit

t— Gx(t):=E[t"] = itkP(X = k)
k=0

heift die erzeugende Funktion von X bzw. von PX (englisch: generating function).

Beispiel 9.2

a) Die Binomialverteilung Bin(n, p) hat die erzeugende Funktion t — (1 — p + pt)" nach dem

Binomischen Lehrsatz.

b) Die Poisson-Verteilung Poisson(\) hat die erzeugende Funktion

t— Ztk exp (_)\>H =exp (A(t —1)).
k=0
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Satz 9.3 (Eigenschaften von Gx)

a) Eindeutigkeitssatz: Haben zwei Zufallsvariablen, jeweils mit Werten in Ny, die gleiche erzeu-

gende Funktion, so haben sie die gleiche Verteilung.
Kurz: Gx = Gy = PX =PV,
b) Esgilt P(X =0) =Gx(0) < Gx(t) <Gx(1)=1 Vte(0,1).

¢) Die Funktion G x ist stetig und in (0, 1) unendlich oft stetig differenzierbar. Es gilt fiir n € N
und die n-te Ableitung Gg?), dass

. (n) . > . .
lim G <t>—k§_jP<X—k>- I

wobei beide Seiten +oo sein konnen; d.h.

. / _
limy G (1) = E(X] und

%% Gg?) (t) =E[X(X —1) x...x (X —n+ 1)]ist das n-te faktorielle Moment von X.

d) Ist Y eine weitere Zufallsvariable mit Werten in Ny, stochastisch unabhdngig von X, so ist

t = Gx(t)Gy (t) die erzeugende Funktion von X + Y, d.h. von der Faltung PX x PY, kurz:

Gxiy = GxGy.
e) Induktiv folgt fiir stochastisch unabhdngige X1, ..., X, dass GZ?:l x, = 1= Gx, gilt.

Beweis:
zu a)-c): Analysis I, Eigenschaften von Potenzreihen, Koeffizientenvergleich.

zu d):
Gx(t)Gy () = (i P(X = k:)tk> (i P(Y = k:)tk>
k=0 k=0

oo k
Cauchy—Prcﬁukt-FOrmel Ztk (Z [P’(X — g)[P)(Y =k — E))
=0

k=0

. . m k
stoch. Uneghanglgkelt Z tk Z ]P)(X =0Y =k— f)
k=0 =0

= Y HP(X +Y =k) = Gxiy(t).
k=0
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Beispiel 9.4

a) Beispiel[9.2la) zusammen mit[9.3]e) zeigt, dass die Summe von n stochastisch unabhdingigen,

identisch Bernoulli(p)-verteilter Indikatoren eine B(n, p)-Verteilung besitzt.

Ist allgemeiner X ~ Bin(n,p), Y ~ Bin(m,p) und X 1Y, so ist X +Y ~ Bin(n + m, p).

b) Ist X ~ Poisson(c), Y ~ Poisson(3) und X 1Y, so folgt aus Beispiel[9.2|b), dass X +Y ~
Poisson(a + 3), denn

— Gxav(t) = Gx(H)Gy (1) = exp (alt — 1)) exp (Bt — 1))
= exp((a+B)(t—1)).

Ferner gilt E [ X] = Var (X) = «, denn

d
EGX(t) = aexp(aft — 1))‘)&:17 =«
t=1—
und
&? 2 2
@Gx(t) = a” exp(a(t — 1))|t:1_ =a”.
t=1—

Folglich ist E[X] = o, E[X? - X| = o% E[X?] = a(a+ 1) und E [X?] — E?[X] =
Var (X) = a.

Fiir allgemeinere Verteilungen reellwertiger Zufallsvariablen, die auf [0, 00) konzentriert sind,

empfiehlt sich haufig die Benutzung ihrer Laplace-Transformierten.

9.2 Laplace-Transformierte

Definition 9.5
Sei X eine reellwertige Zufallsvariable mit PX ([0,00)) = 1. Dann heiit Lx : [0,00) — R,
definiert durch

Lx(s):=Elexp(—sX)| = /[0 )exp(—s:E)IP’X(daj)

fiir s € R>q, die Laplace-Transformierte von X (bzw. von PX oder Fy).

Ist X auf [0, 00) stetig verteilt mit Lebesguedichte fx, so ist

Lx(s) = /000 exp(—sx) fx (x)dx.

Satz 9.6 (Eigenschaften von Lx)
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a) Wegen 0 < exp(—sz) < 1 fiir alle v > 0 und s > 0 existiert Lx auf [0,00) und es gilt

0<Lx(s) <1=Lx(0) sowie P(X =0)= lim Lx(s).

5—00
b) Die Funktion Lx ist stetig auf [0, 00) und beliebig oft differenzierbar auf (0, 00) mit
L¥(s) = (-1'E Xkexp(—sX)} k€ No,s >0 und

k] _ o k7 (k)
ExY] = lm(-)FLY ().

wobei beide Seiten +o0o sein konnen.

c) Umkehrformel:

Sei C(F) := {t € R|F stetig int} die Menge der Stetigkeitsstellen einer Verteilungsfunktion
F auf R. Es gilt:
ok
Vo € O(Fx),x>0: Fx(z) = lim Y (=n) L¥ ).

n—00 k!
k<nz

d) Eindeutigkeitssatz: P~ ist durch Lx eindeutig bestimmt.

e) IstY eine weitere reellwertige Zufallsvariable mit P¥ ([0, 00)) = 1, stochastisch unabhiingig

von X, soist Lx+y = Lx - Ly.

Beweis:
Zu a):
SILIEO]E[GXP(—SX)] = E[l{x—q}] =P(X =0).
zu b):
d - . Lx(s+h)—Lx(s)
a5 X ) - A h

= lim 5 H{E [exp(—(s + 7)X)] — E [exp(~sX)] }
- lim E [l {exp(—(s +7)X) — exp(—sX)}]

lim exp(—(s + h)X) — exp(—sX)
h—0 h

maj. Konvergenz
nvergens [

= E LCZS exp(—sX)}
= E[-X exp(—sX)] = —E [X exp(—sX)].

Induktion nach & liefert nun das Gewiinschte.
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zu ¢): Siehe [Feller| (1971)), Abschnitt XIII.4.
zu d): Folgt aus c).

zue): Elexp(—s(X +Y))] stoch Unbhingiskelt (e "X E [e5Y] .

Beispiel 9.7

a) Sei X ~ Exp(\), dann ergibt sich

Lx(s) = El[exp(—sX)] :/Oooexp(sa:))\exp()\x)dx

&0 A
= )\/0 exp(—(s + N)zx)dx = T
dk kA k!
E[x*] = (1 Lg S T LAWY
= |: :| ( ) dsk X(S) 0t ( ) ( ) (S + )\)k+1 0t \k

b) Die Erlang(\,n)-Verteilung als n-fache Faltung von Exp(\) mit sich selbst hat die Laplace-

Transformierte s — (5 i )" Ist Y ~ Erlang(\,n), so ergibt sich demnach
d A" nA" n
E Y — —_ = — — —
v = 4 () s G| g, T X
d? A"
E[y?] = & (2
= e () L
o+ 1)A" _n(n+1)
(s )2 s=0+ DV
n
Var(Y) = 2

9.3 Charakteristische Funktion

Fiir eine reellwertige Zufallsvariable, deren Werte nicht auf [0, co) eingeschrénkt sind, existiert die
Laplace-Transformierte hiufig nur auf Teilbereichen des Trégers ihrer Verteilung. Einen Extrem-
fall stellt die Cauchy-Verteilung dar, bei der die Laplace-Transformierte nur fiir s = 0 existiert.
Folglich ist hier die Laplace-Transformierte nicht zur Charakterisierung der Verteilung geeignet.
Zentrale Objekte der Wahrscheinlichkeitstheorie sind die charakteristischen Funktionen, die stets
existieren.

Bezeichne dazu in diesem Abschnitt ¢ = y/—1 die imaginére Einheit.

Definition 9.8
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a) Sei  ein endliches Maf auf R? fiir d € N. Die Abbildung Ou - R? — C, definiert durch

oult) = / exp(i(t, x))ps(dx)

heifit Fourier - Transformierte von L.

b) Sei X = (Xy,..., Xd)T ein Zufallsvektor mit (gemeinsamer) Verteilung PX. Dann heifst

px = @px die charakteristische Funktion von X.

¢) Fiir eine komplexwertige Zufallsvariable Z mit Real- und Imagindrteilen Re(Z) und Im(Z) sei
E[Z] := E[Re(Z)] + iE [Im(Z)], falls die Erwartungswerte von Re(Z) und Im(Z) (jeweils)
existieren. Damit ist
ox(t) = Elexp(i(t, X))], ¢ € R,
Man beachte dabei die Euler’sche Formel exp(it}) = cos(1) + i sin(¥).
Wegen | exp(i{t,x))| = 1 fiir alle t,x € RY existiert die charakteristische Funktion fiir alle

t € RY

Satz 9.9 (Eigenschaften der charakteristischen Funktion)

a) Yt € R : px(t)] <1 = ¢x(0).

b) Affine Transformationen: Sei X eine Zufallsgrofe mit Werten in R und Y := AX + b mit
A€ R™ 4 und b € R™, wobei d,m € N. Dann gilt oy (u) = exp(i(u,b))px (A ),
u € R™. Ist spezielld =m = 1und A =a = —1, b =0, so ergibt sich z. B.

-x(u) = px(—u) = px(u)
aufgrund der Symmetrieeigenschaften von Sinus und Cosinus.
c) PX = P~X genau dann, wenn px (rein) reellwertig ist.

d) Die Zufallsvariablen X1, . .., X4 sind genau dann stochastisch unabhiingig, wenn¥Yu = (uq, . . . ,ud)T S
RY: px (w) = [Ty o, (un) gilt, X = (X1,..., Xa) "

e) Faltungsformel: Sind X und Y stochastisch unabhiingige Zufallsvektoren mit Werten in R?, so

ISt PX+Y = PX QY-
Beweis:
zua): PX(R?) = 1.
zu b): Zur Ubung (Lineare Algebra).

zu c): Folgt aus den Symmetrieeigenschaften von Sinus und Cosinus.
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zu d): Folgt aus der Charakterisierung der stochastischen Unabhéngikeit iiber

fiir alle komplexwertigen, messbaren Funktionen f und g, Details z.B. in Kapitel 8 von
Breiman| (1992).

zu e): Die Beweisfiihrung erfolgt analog zum Beweis fiir Laplace-Transformierte in Satz[9.6le).
|

Es existieren eine ganze Reihe von “Umkehrformeln”, die es erlauben, Verteilungsfunktionen,
Dichtefunktionen oder Wahrscheinlichkeitsfunktionen aus charakteristischen Funktionen zuriick-

zugewinnen.

Satz 9.10

a) Diskrete Fourier-Inversionsformel:

Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf Z¢ = Vx € 72 gilt:

(i)
u({x}) = (2m)~ / exp(—i{t, x)) o, ()dt,
[ )
(ii)

S u({x))? = (20)~¢ /

x€Z4 T

lpu(t)|?dt  (Plancherel).
d

b) Besitzt u eine stetige und beschriinkte \*-Dichte f, so gilt

f(x) = (2n)~¢ /Rd exp(—i(t, x))p,(t) N4 (dt), x € RY.

¢) In Dimension d = 1 gilt

fiir alle Stetigkeitspunkte x von Fx.

d) Chungs Inversionsformel (hier nur d = 1):

Fallsa < bund P(X = a) =P(X =0b) =0, so folgt

1 T e—ita o e—itb
Fx(t) - Fxto) = Jin {5 [ S ovarf.

Beweis:
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ZUu a):

zu b):

Fiir Teil (i) folgen wir dem Beweis von Satz 15.10 in Klenke| (2008)). Wir rechnen fiir festes
x € 7%, dass

[_ﬂ—vﬂ—)d nmree

/[_ Pl XD (6)de = / exp(—i(t, %)) | lim 3" exp(ilt, y))u({y}) | d.

ly|<n
Wegen des Satzes von der majorisierten Konvergenz aus der MTV diirfen wir Grenzwert

und Integration vertauschen und erhalten

/[ )dexp(—i<t,X>)<,0u(t)dt = lim [ )dexp(—i<t,><>)Zexp(i<t,y>)ﬂ({y})dt
o o lyl<n

) exp(i(t,y — x))dt

- S utvh [

yEZd [_ﬂ—)ﬂ—)

— u({x})(2r)?

wegen der (27)-Periodizitit von Sinus und Cosinus, was die Aussage impliziert.
Teil (ii) folgt aus Teil (i), siehe Ubung 15.1.3 in Klenke| (2008).

Wir beweisen hier nur den Fall d = 1. Sei dazu = € R beliebig, aber fest. Wir beachten,

dass
L (—itx)p,(t)dt = i € (—itx — et?/2) @, (t)dt
5 Rexp itz) o, = lim 9o Rexp it — € ©u
=: lim I(¢).
e—0
Wir berechnen nun /() und erhalten, dass
1
I(e) = — [ exp(—itx —et?/2) [/ exp(ity)f(y)dy} dt
2T R R
1 .
= o | explitly — x) — £t?/2) f(y)dydt ©.1)
™ JR2
1 ,
- L [ [ esplitty ) —et2/2>dt} Py ©2)
T JRr LUR

- L R[\/?exp <_(””;/>2>] F(y)dy ©.3)

= /R ;m exp (—(x;ey)z> f(y)dy

= fs(x),

wobei S die Summe ist aus Y ~ p mit Lebesguedichte f und X ~ N(0, ), siche Formel
fiir das Faltungsintegral aus Satz Es gilt nun aber, dass fg(z) — f(x) fire — 0, denn

dann degeneriert die Verteilung von X zu do.
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Zu ¢):

zu d):

Dabei gelten (9.1)) und (9.2)) wegen des Satzes von Fubini und (9.3)) folgt, wenn wir in dem

folgenden Lemma a = 0, b = i(x — y) und ¢ = /2 setzen.

Lemma

Fiir ¢ > 0 gilt, dass

9 7r b?
exp(—a — bt —ct*)dt = y/—exp | —a+ —
R c 4c

Beweis: Sei g(t) = exp(—a — bt — ct?). Wir rechnen
b
g(t) = exp|—c <t2 + -t + a))

(
: exp(_c{<t+;c>2—f§2+i}>
o 2

- oo (- )ff o (3575 ).

Die Normierungsbedingung fiir die Normalverteilung mit Erwartungswert —b/(2¢) und Va-

/Rg(t)dt _ \/Zexp <—a + Zi)

wie gewiinscht. |

rianz (2¢) ! liefert daher

Siehe |Gil-Pelaez| (1951)).
Wir folgen|Chung| (2000) und benutzen das folgende Lemma aus der Analysis ohne Beweis.

Lemma

Fiir alle o € R gilt

Yy o S
Vy>0:0< sgn(a)/ sm(a:c)dx < / sin(z) dx < 00, 9.4)
0 T 0 €T
/ sin(ax) dex = zsgn(oz). 9.5)
0 X 2

Sei nun P ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf R. Wir zeigen, dass fiir 1 < z9 gilt:

T 6—itm1 o e—it:pg
P((a1,22)) + 5 B({1}) + 3B({w2}) = Jim {;ﬂ / itw(t)dzf}.
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Beachte dazu, dass nach dem Satz von Fubini

1 T _—itxy _ ,—itxo oo 00 T it(z—z1) _ Lit(z—x2)
— ete[ / emIP’(dx)] it = / [ / ¢ ¢ dt| P(dz)
1

27 T — 00 — 00 T 2mit
=: / (T, z,z1,22)P(dx) (9.6)

gilt. Symmetrieeigenschaften von Sinus und Cosinus liefern, dass
I(T7‘r7x17$2)—/ SlIl((fol))dt_/ Mdt
™Jo t m™Jo t

Wir wenden Formel (9.5)) an und folgern, dass

1 1

0-(-3)=3 @=a,

i =<1 _ (_1\

Thm T, z,x1,x2) | ( 2) =1, r1 < T < T9,

1 _ 1 _
5—0_5, T = X2,
1 1 _
53—35=0, T > Ta.

Ve

Damit ist schlieBlich

o0 1 1
lim T, z,x1,29)P(dx) = {/ 0 —I—/ = +/ 1 +/ = —I—/ 0} P(dx)
T—00 ) oo (—o0u1) {21} 2 J@ia) {22} 2 J(@aso0)

= éﬂ”({xl}) +P((x1,22)) + %P({@})

wie gewiinscht.

Korollar 9.11 (Eindeutigkeitssatz)
Ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 1 auf R ist durch Angabe der charakteristischen Funktion ©, ein-

deutig festgelegt.

Satz 9.12 (Momentenberechnung)
Sei X = (X1,...,Xq)" ein Zufallsvektor mit Werten in RY. Falls . [|X|™] fiir m € N endlich ist,
dann ist px m-mal stetig partiell differenzierbar und es gilt fiir alle t € RY, dass
om
O0xj, 0xj, ...0xj,,

ex(t) =" E[X; X, ... X}, exp(i(t, X))].

Beweis: (nach Jacod and Protter| (2000), Theorem 13.2)
Wir schreiben abkiirzend 1 := PX und zeigen die Behauptung fiir m = 1. Fiir allgemeines m
wird die Aussage induktiv hergeleitet. Wir miissen zunéchst die Existenz von %gpx(u) fiir jedes

u € R nachweisen.
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Dazu wihlen wir eine Folge {t,, },cn in R! mit t,, — 0, n — oo, bezeichnen die d Einheitsvek-

toren im R% mit (€;)j=1,....a und rechnen die Richtungsableitung aus:

px(u+ fnzz') —ex(w) 1! {E [€i<u+tnej>x>} _E [ei<u,X>”

= ! {E [ei<u,X>€i<tnej,X>] _E [ei(u,X>]}

— + .| [ei<u,X> {€i<tnej,X) _ 1}}

n

€i<tnej ,X) _ 1

_ /R e )

Betrachten wir den Bruch im Integranden, so ergibt sich nach I’Hospitalscher Regel

exp(i(tne;,x)) — 1 cos((tpej,x)) — 1 +isin((t,e;,x))

tn tn

—  —z;sin(0) + ix; - cos(0) = iz;

fiir t,, — 0, n — oo. Ferner gilt \M| < 2|x| fir n > N geeignet und 2|X]| besitzt
nach Voraussetzung (m = 1) einen endlichen Erwartungswert.
Mit majorisierter Konvergenz ergibt sich damit weiterhin

[, esplituy SR =L

— /Rd exp(i(u, x))iz;p(dx)

— iE [X; exp(i{u, X))]

0

Die Stetigkeit von %gpx(u) Yu € R? zeigt man wieder mit majorisierter Konvergenz. |

Beispiel 9.13 (Normalverteilungen)

a) Sei X ~ N(0,1) im RY. Dann ist

ox(t) = E [exp(itX)] = /R cos(tz) \/12?exp <_”;2> dz

+'/'(t)1 <x2>d
7 SIN(tx ex —_ X .
R V2T P 2

~
=0 ,da Integrand ungerade Funktion
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Folglich ergibt sich fiir die Ableitung, dass

= h(t) = \/12? /R —sinte) exp (-”j) da

! t cos(tx) ( xQ)d
- os(tz)exp | —— | dx
V2T JR P 2

= —tpx(1),

wobei wir im mittleren Schritt partiell integriert haben mit u'(x) = —xexp (—x2 / 2) und

v(z) = sin(tx). Also ergibt sich insgesamt

o) _ ln(gox(t))——t;+0 ~ w(t%exp(-f)exp(@-

Wegen px (0) = 1 ist C' = 0, also folgt schlieflich px (t) = exp (—t*/2).

b) SeiY ~ N (u,0?) imRY. DannistY 2 o X+pmit X ~ N(0,1). Damit gilt nach Satzb),

dass

. o2t? . o2t?
vy (t) = exp (itp) exp =5 ) =exp ity — )

c) Sei X = (X1,...,Xq)" standardnormalverteilt im R%. Dann liefert Satz d), dass
d 2 1
px(t) = l}:[lexp <—§> = exp <—2!t!2> :

d) SeiY = (Y1,...,Yy)" allgemein normalverteilt, Y ~ Ny, (11, 2).

Dann lisst sich > = QQ " zerlegen und Y = QX + u schreiben, wobei X standardnormal-

verteilt ist. Somit gilt
pxlu) = exp(ifu) e (~31Q7uP ) = esp it w)exp (-5(Qu.Q"w)
— exp (i(u, 1)) exp (—;@Tuﬂfu) — exp (i{u, 1)) exp (—;uTQQTu)
— exp (i(u, 1)) exp <—;uTEu> — oxp <i<u, 1) — ;uTZu>

= o (it - a2 )

Beispiel 9.14 (Weitere Beispiele (in d = 1))
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a) Binomialverteilung: Sei X ~ Bin(n, p), so gilt:
- n
ox(t) = Z exp(itk)p®(1 — p)" =k (kz)
k=0

= Stewtinna - ()

k=0
= [pexp(it) + (1 —p)|™.

bin. Lehrsatz

b) Gammaverteilung: Sei Y ~ Gamma(1,r), so gilt:

r—1

e Ydy

ey(t) = /Oooexp(ity)?;(r)

00 yr—l
| g ettt ity

= iy [T ey - i)y

3’

= (1 —it)"" wegen Normierungsbedingung von “Gamma(1l — it,r)”.

Sei nun X ~ Gamma(c, 1), so gilt X 2 Y /o und damit

== (2= (25

c) Sei X ~ UNI[a, b] (stetige Gleichverteilung auf dem Intervall [a,b]). Dann ist selbstverstind-
lich px(0) = 1. Fiir t # 0 rechnen wir:

b exp(itz
ox(t) = / (bp(i))dx: [(it(b — )" explitz)]”

exp(ith) — exp(ita)

it(b—a)
exp(ith) — exp(—1ith
a=-b=px(t) = ( )Qitb ( )
_ cos(tb) + isin(tb) — cos(—tb) — isin(—tb)
B 2ith
sin(tb)

tb

d) Seien (Xi)ren stochastisch unabhdiingig und identisch verteilt. Sei N eine weitere Zufallsva-
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riable, stochastisch unabhdngig von den Xy, mit Werten in N. Sei S := Z,ivzl X

N
= ps(t) = E |exp itZXj
j=1
= Z}P’(N =n)ek, (t) = Z]P’(N =n)exp (nlnyx, (1))
neN n

= Elfexp (NInypx, (t))] = E[exp (iN(=i) Inpx, ()]

= on (—ilnyx,(t)) bei entsprechendem Konvergenzradius in C.
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Kapitel 10

Folgen von Zufallsvariablen,

Grenzwertsitze

In diesem Kapitel betrachten wir Folgen (X,),>1 von (reellwertigen) Zufallsvariablen mit X, :
(Q,A,P) — (R,B(R)), n > 1, und beschreiben, in welchen Weisen die Folge (X, )n>1 ge-
gen einen Grenzwert, also eine Grenz-Zufallsvariable X : (2, A,P) — (R, B(R)), konvergieren
kann (fir n — o0). Da X,,, n > 1, und X Funktionen sind, lassen sich (wie in der Funktional-
analysis) verschiedene Konvergenzarten unterscheiden, die in der Wahrscheinlichkeitstheorie mit
besonderen Begriffen belegt werden. Es bestehen ferner Implikationsbeziehungen zwischen den

Konvergenzarten, d.h., die “Stidrke” der Konvergenz ldsst sich unterscheiden.

Definition 10.1 (Konvergenzarten)

Sei (Xp,)n>1 eine Folge von Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum,
d. h., fiiralle n € Nist X;, : (2, A,P) — (R,B(R)) eine messbare Abbildung. Ferner sei
X : (2,A,P) = (R,B(R)) eine weitere (reellwertige) Zufallsvariable auf dem gleichen Wahr-

scheinlichkeitsraum wie (X, )n>1.

a) Die Folge (X,,)n>1 konvergiert P-fast sicher (mit Wahrscheinlichkeit 1) gegen X fiir n — 0o

o P ({w €0 lim Xp(w) = X(w)}) —1

PN P(nm Xn:X):l.

n—0o0

S.

In Zeichen: X, P;f' X

b) Die Folge (X;,)n>1 konvergiert P-stochastisch (in Wahrscheinlichkeit) gegen X fiir n — oo

= Ve>0: lim P(|X, — X|>¢)=0.
n—oo
In Zeichen: X, E) X
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c¢) Die Folge (X,,)n>1 konvergiert in Verteilung (schwach) gegen X fiir n — oo

d)

=V e C(Fx) : ll)m Fxn((L‘) = Fx<1‘)

In Zeichen: X,, > X bzw. L(X,) 5 L(X).

Beachte: Das Maf; P wird fiir die Definition der Verteilungskonvergenz nicht benotigt. Daher
konnen die X,, und/oder X in dieser Definition sogar auf unterschiedlichen Wahrscheinlich-

keitsrdumen definiert sein. Eine exaktere Definition lauter daher:
Sei (Y, d) ein metrischer Raum und A’ die von den offenen Kugeln in der Metrik d erzeugte
o-Algebra. Seien P und (Py,),,>1 Wahrscheinlichkeitsmafie auf dem Messraum (', A’). Dann
konvergiert die Folge (Py,)n>1 schwach gegen P fiir n — oo
& VfeCy(Q): lim /deP’n = /fd]P’,
n—oo
wobei Cp,(€)') die Menge aller stetigen und beschrinkten Abbildungen f : ' — R bezeichnet.

Sei p > 1 und seien X, X1, Xo, ... reellwertige Zufallsvariablen mit in R existierendem p-ten

Moment. Dann konvergiert die Folge (X,,)n>1 im p-ten Mittel gegen X fiir n — oo
= lim E[|X, — X|P] =0.
n—oo
L
In Zeichen: X,, =3 X

Spezialfille:
p = 1: Konvergenz im Mittel

p = 2: Konvergenz im quadratischen Mittel

Aus der Diskussion in Definition [I0.1]c) iiber die Verteilungskonvergenz (schwache Konvergenz

der Verteilungsgesetze) hat sich bereits ergeben, dass es unterschiedliche, dquivalente Charakteri-

sierungen der vier in Definition [I0.T|beschriebenen Kovergenzarten gibt. Dazu nun mehr.

Satz 10.2 (Alternative Charakterisierungen)

a)

X, 4 x & P <lim inf(X, — X) = limsup(X, — X) = o) =1

n—0o n—o0o

& YVweQ\N: lim (X,(w) — X(w)) =0,

n—oo

wobei N eine P-Nullmenge bezeichnet, d. h., P(N) = 0.
Beachte: Y, .= X,, — X =
o o D 1
{imv=of= A UN{mi< )
m=1 k=0 n=k
und damit messbar!



b)

X, B X & Vf € C(R) : E[f(Xn)] = / faL(x,) [ facx) =E[f(x)).

Beweis:

zu a): Die Aussage ist unmittelbar klar.

zu b): Der Beweis macht von dem folgendem Hilfssatz Gebrauch, der Beziige zwischen der To-
pologie und der Integrationstheorie auf (R, 3(R)) herstellt. Er ist Teil des sogenannten
“Portmanteau Theorem” und findet sich z.B. in|Ash| (1972), Theorem 5.4.1 d) + e).

Hilfssatz 10.3 (ohne Beweis)

VfeGR):E[f(Xn)] — E[f(X)]

(n—00)

& liminf PXn(A) > PX(A) fiir alle offenen Teilmengen A von R

n—oo

& PE(A) - PX(A) VA € B(R) mit PX(0A) =0 (“randlose Mengen”).

Da (—oo, z] fiir # € C(Fx) eine randlose Menge ist, liefert die zweite Aquivalenz im Hilfsatz
unmittelbar die “<"-Richtung der Aussage unter b).

Zum Beweis der “="-Richtung zeigen wir:

lim Fx, (z) = Fx(z) Yo € C(Fx) = YA C R offen: liminf PX"(A4) > PX(A).

n—oo n—o0

Sei dazu A C R offen beliebig ausgewihlt. Wir schreiben A als disjunkte Vereinigung offener

Intervalle I1, I, . . .. Damit ergibt sich nach dem Lemma von Fatou
N X0 — T i X0 > A X . '
lim inf P** (A) 1ﬂgfzk:1p (I) > zk:lgr_l}gfp (I1) (10.1)

Da F'x nur abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen besitzen kann, lédsst sich fiir jede Konstante € > 0
die folgende Konstruktion durchfiihren:

Fiir jedes k sei I}, ein rechtsseitig abgeschlossenes Teilintervall von I}, so dass

(1) alle Endpunkte der I; in C'(Fx) enthalten sind und
() Yk : PX(I}) > PX(I),) — e27F.
Da X, 2 X, gilt nun
linnii(ngX”(Ik) > linnii(ngX”(I,’c) =PX(1}).

Folglich gilt fiir (10.1), dass

liminf PX(A) > Y "PY(I;) > > PX(Ii) —e =PX(4) —¢,
k

n—00
k

oo
wegen Z 27F=1.Dae beliebig klein gewihlt werden kann, ist hiermit alles gezeigt. |
k=1
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Satz 10.4 (Lévy’scher Stetigkeitssatz)

Es sei (X,,)n>1 eine Folge von Zufallsvariablen mit zugehérigen charakteristischen Funktionen
(n)n>1.
a) Falls (X,,)n>1 gegen eine Zufallsvariable X in Verteilung konvergiert, dann konvergiert (¢r,)n>1

gegen die charakteristische Funktion von X, und zwar gleichmdfig auf jedem endlichen Inter-

vall.

b) Falls (pn)n>1 punktweise gegen eine Funktion ¢ konvergiert, deren Realteil im Punkte (0, 1)
stetig ist, dann gilt:

(i)  ist eine charakteristische Funktion, und damit existiert (genau) eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung p, deren charakteristische Funktion gerade  ist.
(i) L(Xn) = pfiirn — oo.
Beweis zu Teil a). Sei 1 := P¥X, i, := PX» und ¢ = px. Zum Beweis von Teil a) beachten wir,
dass fiir jedes feste ¢ die Funktion z — exp(itz), i = /—1, beschrinkt und stetig ist. Damit kann

Satz[[0.2]b) auf Real- und Imaginirteil angewendet werden. Daraus folgt die punktweise (bzgl. t)

Konvergenz von ¢,, gegen ¢ sofort. Ferner ist

(onlt + 1) — pult)] < / |exp(ihaz) — 1]djun () — / |exp(ihar) — 1|du(x),

n — oo, fiir alle ¢ und h. Das letzte Integral hingt nicht von ¢ ab und strebt gegen O fiir h — 0.
Also ist {¢y, }r>1 gleichgradig stetig. Zusammen mit der punktweisen Konvergenz von ¢,, gegen

© folgt die Aussage von Teil a). |

Beweisskizze zu Teil b). Fiir den Beweis von Teil b) ist das folgende Lemma hilfreich.

Lemma

Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmaf3 1 auf R mit zugehoriger charakteristischer Funktion o gilt

/ ()t

Beweis: In Analogie zu den Rechnungen im Beweis der Umkehrformel von Chung ist

1 /T *° sin(Tx)
VI >0: T |, p(t)dt = /OO T du(z).

(=

VA>0:p([—24,24]) > A —1.

»|

Nun ist aber % < 1 fiir alle z und |Tz| = < (2T A)~! fiir |z| > 2A. Es folgt, dass

L
2T A

/°° Sin(Tx)dM(x) < pu([~24,24]) + {1—n([-24,24])}

oo Tz

_ <1 - 2T1A> p(1-24,24) + o1
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Setzen wir T = A~!, so ergibt sich

g / o(t)dt

==

< Su(-24,24) + 5,

N |

=

und die Aussage folgt. |

Um nun Teil b) des Satzes zu beweisen, beachten wir, dass fiir alle n > 1 und § > 0 nach

Dreiecksungleichung gilt:

) s 5
215 /_5¢n(t)dt' > 215/_6@(15)dt'216 _6|¢n(t)f¢(t)|dt‘

Wegen der angenommenen Stetigkeit von ¢ in (0, 1) strebt der erste Summand gegen 1 = ¢(0)
fir 6 | 0. Andererseits strebt fiir jedes feste § > 0 der zweite Summand gegen O fiir n — oo

wegen der angenommenen punktweisen Konvergenz von ¢, gegen ¢. Insgesamt folgt damit

1 6
Ve > 036(¢) und ng(e) : Vn > ng : 25/ gpn(t)dt‘ >1—c.
-5

Wegen des vorigen Lemmas mit A = 1/ folgt

([33]) = Hf s -

> %(25—2(56)—1:2—26—1
= 1-—2¢

fiir solche ¢ und n.

Nun besitzt aber jede Teilfolge von {1, },,>1 eine konvergente Teilfolge {/in, }r>1.
Hinweis: Das wird hier nicht gezeigt, deswegen ist dies hier nur eine Beweisskizze!

Sei i der Grenzwert einer solchen Teilfolge. Dann ist

J(R) >M<[—§§D 51— 2.

Also ist jedes solche p ein WahrscheinlichkeitsmaB, da € beliebig klein gewihlt werden kann. Sei
¢, die charakteristische Funktion von p. Da (¢,)n>1 punktweise gegen eine fest vorgegebene
Funktion ¢ konvergent ist, muss ¢,, = ¢ gelten und ;» damit eindeutig bestimmt sein, denn Teil a)

des Satzes kann auf jede der konvergenten Teilfolgen angewendet werden.
Ein vollstindiger Beweis zu Teil b) findet sich z. B. in Klenke (2008)), siehe Satz 15.23 dort. M

Anmerkung: Analoge Stetigkeitssitze gelten auch fiir erzeugende Funktionen und Laplace-

Transformierte.
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Satz 10.5 (Implikationsbeziehungen zwischen Konvergenzarten)
Es sei (Xy)n>1 eine Folge von Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) und

X eine weitere Zufallsvariable auf (), A, IP). Ferner sei p > 1 eine reelle Konstante.

@ x, % x = x,%x

—fs L
(b) X, F —f>s X impliziert die Existenz des p-ten Moments von X sowie X,, — X genau dann,
wenn H := {| X, |P : n > 1} gleichgradig integrierbar ist, d.h., falls

lim sup/ |f|dP = 0.
T feR J{If|2c}

© X, 2x = x,4x vi<g<p
L, P

d X, 23X = X,—X.

() X, 5X = X,3Xx

(f) Es ergibt sich damit die in Abbildung [I0.1|dargestellte Grafik.

P — f.s. Konvergenz e L, — Konvergenz ,p > 1
J . X . . P
gleichgradige Integrierbarkeit

XN 174
P — stochastische Konvergenz

4

Verteilungskonvergenz

Abbildung 10.1: Zusammenhang von Konvergenzarten

Beweis:

zua): Sei e > 0 beliebig, aber fest. Definiere 4,(¢) := {w € Q : | X, (w) — X(w)| < e}. Wir
miissen zeigen, dass

lim P(A,(e)) = 1.

n—o0
Sei dazu A = {w € Q : limy, o0 X, (w) = X (w)}. Nach Voraussetzung diirfen wir an-
nehmen, dass P(A) = 1 ist. Nun ist aber fiir hinreichend groBes n die Menge A eine
Teilmenge von A, (g), denn fiir alle w € A liegen alle bis auf endlich viele Folgenglieder
Xn(w) in jeder e-Umgebung von X (w). Dies impliziert die Aussage wegen der Monotonie

von P.

zu b): vgl. Abschnitt 6.2 in Klenke| (2008).
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zu ¢): Die Funktion g, definiert durch g(t) := tg, ist konvex auf R>o > ¢. Nach der Jensen’schen
Ungleichung (Satz 8.24) gilt daher fiir alle n € N, dass

E (X, — XPP) = B ||X, - XI'] > (B[1X, - X|7)7
und damit
1 1
(E[1Xn — XPI)7 > (B[ Xn — X[])5.
zu d): Wir wenden die Markov-Ungleichung (Satz 8.22) auf Y,, := | X,, — X| mit h(¢) := ¥ an
und erhalten fiir jedes € > 0, dass
P(| X, — X| >¢) < PE[| X, — X|"].
Zu e):

Sei f eine gleichmiBig stetige, beschriankte Funktion auf R und € > 0 beliebig vorgegeben.
Dann gibt es ein > 0 mit der Eigenschaft

[z =yl <= f(z) - fy)| <& zy R

Wir rechnen:

\ [scenae- [ f(X)le" < [1505) - )1

/ F(X) — F(X)|dP + / F(Xa) — F(X)|P
{1 Xn—X|<6} {|Xn—X|>0}

eP(1 X, — X| < 8) + 2sup |f(@)] - P(1Xn — X| > 0).
zeR

Also gilt wegen X, LN X, dass

limsup‘/f(Xn)dIP— /f(X)d]P" <e

und damit

/ FX)dP —s [ F(X)dP,

n—00

da € beliebig gewdhlt wurde. Da aber nach Transformationssatz

/ FXn)dP — [ f(X)dP <= / fap*r — [ fap*

gilt, ist hiermit alles gezeigt.
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Bemerkung 10.6
Die Implikationen aus Satz[10.5] sind im Allgemeinen strikt, d.h., die Umkehrungen gelten allge-
mein nicht. Ein Beispiel fiir X, 2 X, aber X, % Xist gegeben durch

Xn(w) = 1 y(w),n > 1, und X(w) = 11 y(w)

auf ([0,1], B([0, 1]), UNI[0, 1}).
In dem Spezialfall, dass X = xqy P-fast sicher konstant ist, gilt jedoch:
X, 5 a0 X, B X = a0
Beweis: siche[Bauer (1991)), Beweis von Satz 5.1. [ |

Ein fiir die mathematische Statistik ungemein wichtiger Satz beschlie3t den technischen Teil die-

ses Kapitels.

Satz 10.7 (Satz von Cramér-Slutsky (Slutzky))
Seien (Xp)n>1 und (Y,)n>1 zwei Folgen von Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, A,P) mit Werten in (R, B(R)). Sei X : (2, A,P) — (R,B(R)) eine

weitere Zufallsvariable.

a) Xo B Xund | X, -V, 50=Y, B X

. D
X, +Y, = X +ec
b)SeiceR.XngXundYngcj{(Z) n+Yn —1—0}

(i)  XoY, 3 cX.

Beweis:

zua): Sei f € Cy(R) mit Lipschitz-Konstante K. Dann ist
[f(@) = fW)l < Kle —y| A 2sup|f(u)], Vz,y € R.
ue
Der Satz von der majorisierten Konvergenz liefert, dass

lim sup E [1f(Xn) — f(Ya)]] = 0.
Also ergibt sich
limsup [E [f(Yn)] — E [f(X)]|

n—oo

< limsup[E[f(X)] — E[f(X,)] | + limsup [E[f(X,) — F(¥a)] |

n—o0 n—o0

= 0.

zub): (i) Definiere Z, := X, + ¢ und Zn = X, + Y,. Dann gilt Z, 2) X + cund
| Zn — Zn| 5o, vgl. Bemerkung Also kann Teil a) angewendet werden.
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(i1) Siehe Theorem 2.3.3 in|Lehmann| (1999); Beweis in Bickel and Doksum|(1977) bzw.
Crameér| (1946).

“Stillschweigend” haben wir den folgenden Satz benutzt.

Satz 10.8 (Continuous Mapping Theorem, siehe Abschnitt 1.7 in |Serfling| (1980))
Sei h : R — R messbar und stetig = [X,, Bx= h(X5) Lt h(X)].

Wir kommen nun zu Anwendungen der Konvergenztheorie fiir Folgen von Zufallsvariablen.

Satz 10.9 (Kolmogoroffsches 0 — 1 Gesetz)

Sei (X, )nen eine Folge stochastisch unabhéiingiger Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, P) mit beliebigen Wertebereichen. Dann gilt fiir jedes terminale (bzw.

asymptotische) Ereignis, d.h., fiir jedes Ereignis A € T = (22, 0c({Xm} : m > n) entweder
P(A) = 0 oder P(A) = 1. Dabei heifst T terminale o-Algebra. Sie enthdlt Ereignisse, iiber deren

Eintreten nach der Beobachtung von endlich vielen der X,, noch keine Aussage getroffen werden

kann.

Beweis: Sei (€2}, .A}) der Wertebereich von X,k € N, und seien n € N sowie Cj, € A},
k =1,...,n, beliebig ausgewhlt. Definiere C := {X; € C4,..., X,, € C,,}. Dann ist

n
1o =[] 10.(X%)
k=1

stochastisch unabhéngig von 14.

Ferner erzeugt das System aller Mengen C' die Produkt-o-Algebra (X) k>1 Aj und deswegen ist
(X%)k>11L 1 4. Insbesondere ist A als Element von (), ~; 0({ X} : m > n) damit stochastisch
unabhingigvon A = {14 = 1},d.h.,P(ANA) = IP’(A)I—P’(A) = P(A) = [P(A)]?. Die Gleichung

x = 22 hat aber nur die Losungen 0 und 1. |

Korollar 10.10

Es sei (Xy)n>1 eine Folge stochastisch unabhdngiger, reellwertiger Zufallsvariablen auf einem
gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Dann sind liminf,,_, . X,, limsup,,_, . Xn,
sowie die Cesaro-Limiten liminf,, oo n™ ' > | X; und limsup,, _,on ' > | X; allesamt

P-fast sicher konstant.

Beweis: Korollar 2.39 in Klenke (2008)). [ |

Satz 10.11 (Lemma von Borel-Cantelli)
Sei (Ay)i>1 eine Folge von Ereignissen in einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P)

und A :=limsup,,_, . Ar = {w € Q: w € Ay, fiir unendlich viele k}.
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(a) Ist Y 45 P(Ax) < oo, soist P(A) = 0.
(b) Ist 3y~ P(Ax) = oo und sind alle (Ay)x>1 stochastisch unabhdngig, so ist P(A) = 1.
Beweis:

zu (a): Furallem € Nist A C {5, Ax unddaher P(4) < >, P(Ag). Fallsnun ) ;o P(A4x) <
00, s0 folgt limm 00 3 >, P(Ag) = 0 und damit P(A) = 0.

zu (b): Wir beachten, dass A° = J,,,>1 N>, Af ist. Es folgt

P(AY) < > P[] 4 :ZJLH;OP<(TL]A2>
k=m

m2>1 k>m m>1

n

= ) Jim. [T (1 —P(Ay)
k=m

m>1
wegen der vorausgesetzten stochastischen Unabhingigkeit der (Aj)r>1. Anwendung der

bekannten Abschitzung 1 — z < exp(—x) Va € [0, 1] ergibt, dass

P(A°) < ) lim exp ( > P(A@)

m>1 k=m

= > 0=0.

m>1

Eine zentrale Fragestellung in der (mathematischen) Statistik lautet: ,,Unter welchen Vorausset-
zungen konzentriert sich der arithmetische Mittelwert (das empirische Mittel) einer Folge (X, ),>1
von Zufallsvariablen ‘hinreichend gut’ um die theoretischen Mittelwerte E [X,] fir n — oo 7
Die Beantwortung dieser Frage ist zentral zur Beurteilung der Qualitit von Schétz- und Test-
verfahren. Das einfachste Beispiel ist vermutlich ein Bernoulli’sches Versuchsschema. Kann die
Trefferwahrscheinlichkeit p aus einer “langen‘ Messreihe ~gut inferiert werden?
Wahrscheinlichkeitstheoretisch wird dieser Problemkreis mit den Gesetzen der gro3en Zahlen be-

arbeitet.

Satz 10.12 (Gesetze der grofen Zahlen)
Es sei (Xy,)n>1 eine Folge von integrierbaren, reellwertigen Zufallsvariablen auf einem gemein-

samen Wahrscheinlichkeitsraum (0, A, P). Sei

n

Spi= Y (Xi —E[Xi]).

i=1
Wir sagen, dass (X, )n>1 dem schwachen bzw. starken Gesetz der grofien Zahlen geniigt, falls

P—f.s.
i

n~1s, i> 0 bzw. n 1S, 0.
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(a) (Xpn)n>1 geniigt dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen, falls die (X,)nen paarweise
unkorreliert sind und
n
; -2 ) —
nlL)II()lon Z; Var (X;) =0

gilt.

(b) (Xn)n>1 geniigt dem starken Gesetz der grofien Zahlen, falls die (X, )nen identisch verteilt

und paarweise stochastisch unabhdingig sind.
Beweis:

zu (a): Offenbar besitzt X,, eine endliche Varianz fiir alle n € N. Ferner ist E[S,] = 0 und
Var (S,,) = > ; Var (X;) (nach Bienaymé) fiir alle n € N.

Also ist Var (n715,) =n~23>7" | Var (X;) =: o2.

Nach der Chebyshev-Ungleichung (Korollar 8.23.(b)) folgt, dass

Ve > 0:P(|n71S,| > ¢) < e 202,

n

2 — 0 impliziert die P-stochastische Konvergenz von n=1S,,.
n—oo

Die Bedingung o

zu (b): [Etemadi| (I1981)) benutzt das Lemma von Borel-Cantelli (Satz [10.11)), den Satz von der
monotonen Konvergenz und eine Abschneidetechnik, die dhnlich auch beim Zentralen

Grenzwertsatz in der Version von Lindeberg/Feller (siehe unten) gebraucht wird.

Satz 10.13 (Zentraler Grenzwertsatz)

Sei (X, )n>1 eine Folge (reellwertiger) stochastisch unabhiingiger Zufallsvariablen auf einem
gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (2, A,P) mit endlichen zweiten Momenten und nicht-
trivialer Varianz. O.B.d.A. sei E[Xy] = 0 fiir alle k € N. Wir bezeichnen ferner fiir k € N
mit 0% := Var (X;) = E [X}] > 0 die Varianz von X,

Sei S := Y i_) X;. Beachte, dass Var (Sp) = >_1_, o? gilt.

Wir sagen, dass fiir die Folge (X,,)n>1 ein Zentraler Grenzwertsatz gilt, falls

P (S) A 0L),

Var (S,) ) n—oe

Die folgenden drei Bedingungen sind jeweils hinreichend dafiir, dass ein Zentraler Grenzwertsatz

ﬁ;ir (Xn)nzl gilt:
(i) Alle Xy, k € N, haben die selbe Verteilung.
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(ii) Ljapunov-Bedingung:

0> 0% ap = E [|X27]] < 00 ¥k € Nund iai — o ((var($.))*")
=1

< lim (Var (S, ZIE [\X |2+5} =

n—oo
(iii) Lindeberg-Bedingung:

Ve > 0: [Var (S, y?Fj(dy) — 0,

i=1 /{|yl>€\/W} (n—c0)

wobei Fj(z) =P(X; <z),j € N.

Bemerkung 10.14

a) (i) = (ii) = (iid).

b) Die Lindeberg-Bedingung stellt sicher, dass die individuellen Varianzen der Xy, klein sind im
Vergleich zu ihrer Summe, denn (iii) impliziert, dass fiir gegebenes § > 0 ein N(0) existiert
mit der Eigenschaft

Ok

Vn > N(9) : Vo (50

<o6Vk=1,...,n

c) (i) = (iii) ist leicht einzusehen. Sind (X, )n>1 stochastisch unabhiingig und identisch verteilt,
so ist Var (S,) = no? (mit 0> = Var (X1)) und die linke Seite der Lindeberg-Bedingung wird
wo? f{|y\2£\/ﬁa} y2F(dy) mit F(x) = P(X; < z).
Da X ein endliches zweites Moment sowie eine nicht-triviale Varianz besitzt und der Integra-

tionsweg fiir n — oo verschwindet, folgt die Giiltigkeit der Lindeberg-Bedingung.

Beweis:

Beweis unter (i):

Sei ¢ die charakteristische Funktion von X /o, wobei o2 = Var (X1). Wir miissen zeigen, dass
n
> X;/(Vno) | =5 N(O,1).
— n—00
J_

Fiir fixes n ist die charakteristische Funktion von 37, X;/(/no) gegeben durch ¢ — " (ﬁ) .
Es bleibt nach Lévy’schem Stetigkeitssatz (Satz[10.4) zu zeigen:

t t?
. n 7 — 7 . .o
nhm %) < \/ﬁ) exp ( 5 ) punktweise fiir alle £ € R.
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Da X ein endliches zweites Moment besitzt, ist ¢ nach Satz zweimal stetig differenzierbar.

(?)1 =1=- j:ch(t) »

2

cp<\/tﬁ> :1+0—;—n+o(n*1).

Wegen

sowie E

ElXi]=0= $<P(t) o

gilt somit fiir die Taylorentwicklung um 0, dass

t t2\"
. . o L W =
Damit ist nh_)rrolow <\/ﬁ> nh_)rrolo (1 2n>
t? T\
= exp (—) ,daVx € R: lim (1 + —) = exp(z).
2 n—00 n

Der Beweis unter (i7i), der die Aussage unter (47) impliziert, wird dhnlich gefiihrt und findet sich
in Feller| (1971), Theorem 1 in Abschnitt XV.6. |

Zur Gewinnung von prézisen Aussagen in der Statistik ist es iiberdies niitzlich, dass unter der
Annahme der Existenz dritter Momente auch die (asymptotische) Groenordnung der Differenz
der Verteilungsfunktion der standardisierten Summenstatistik und ¢ (der Verteilungsfunktion von

N(0,1)) angegeben werden kann.

Satz 10.15 (Satz von Berry und Esséen)
Unter den Voraussetzungen von Satz|10.13|sei F,, die Verteilungsfunktion von Sy, /+/Var (Sy,),n €
N. Dann gilt

sup [ (z) — ® ()] < ZE |Xi°]

z€R (Var(

Sind (X,,)n>1 stochastisch unabhiingig und identisch verteilt, so ergibt sich

6 1
sup |F,(z) — @(2)]| < ———— = E \Xl\S ~—.
zeR Jn(Var (X1))3 [l vn
Beweis: Satz 4.2.10 in|Gaenssler and Stute|(1977)). [ |

Zum Abschluss dieses Kapitels nun noch der sogannte “Hauptsatz der Statistik*.

Satz 10.16 (Glivenko-Cantelli)

Sei ((Xn1, - Xnn))nen ein Dreiecksschema von zeilenweise stochastisch unabdngigen Zufalls-
variablen auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P). Fiir jedes n € N seien also
Xni, ..., Xnn stochastisch unabhdngig mit zugehorigen Verteilungsfunktionen F, 1, . .., Fy,. Be-
zeichne Fr, =n~ 130" | Fpion € N,

Fiir jedes n € N sei Gy, : R — [0, 1], definiert durch Gn(t) = n™ 1 Y7 | 1(_oo g (Xni) fiirt € R,

die sogenannte empirische Verteilungsfunktion von (X, ;) j=1

yeeey e
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Dann gilt:

sup |G (t) — Fu(t)] ke 0 fiir n — oo.

teR
Ist insbesondere (X;,)n>1 eine Folge von stochastisch unabhéiingigen und identisch verteilten Zu-
fallsvariablen auf (0, A, P) mit Verteilungsfunktion F von X1, so gilt:

sup |G (t) — F(t)| "= 0 fiir n — oco.
teR

Beweis: Theorem 3.2.1 in|Shorack and Wellner, (1986). [ |

Bemerkung 10.17
Fiir jedes fixe t € R folgt die (punktweise) P-fast sichere Konvergenz bereits aus dem starken Ge-
setz der grofien Zahlen, falls die (Xp;)i=1,... n Stochastisch unabhdngig und identisch verteilt sind.

Der allgemeine Fall wird bewiesen unter Anwendung des Prinzips der Quantilstransformation und
des Lemmas von Borel-Cantelli (Satz[10.T]).
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