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�� �ë�Ž�¡�T�� �y�¡�à�ë�%�Ž�� �6�m�Ž�ë�%�T�m�Ê�� �
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���b�m�6�½�ë�Ž�¡���T���½�T�m�ë�¡�‹�Ê
�6�É���Á�T�Ê�}�� �Ê�6� �� �ƒ�T�%�� � �}�¡�� �}�T���b�
�¡�� �Ž�T�‹�T�� �‹�6�� �ƒ�6���b� �‹�¡�� �b�6�ë�%�‹�� �•�}�ë�%�Ì�
�¡�� �%� ���y�¡�m�•�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}�� �6�É
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���s�����s�� �¡�¡�‹�à�6�Ž���6�É���¡�6���¡�%�‹�}

�þ�à�¡�� ���¡�‹�à�6�Ž�� �6�É�� ���6���¡�%�‹�}�� �ë�}�� �6�%�¡�� �6�É�� �‹�à�¡�� �}�ë���b�
�¡�}�‹�� �‹�¡�ƒ�à�%�ë�i� �¡�}�� �É�6�m�� �Ž�¡�m�ë�½�ë�%�Ì�� �b�6�ë�%�‹�� �¡�}�‹�ë���T�›
�‹�6�m�}�s�����}���‹�à�¡���%�T���¡���}� �Ì�Ì�¡�}�‹�}�l���ë�‹���ë�}���m�¡�
�T�‹�¡�Ž���‹�6���‹�à�¡�����6���¡�%�‹�}���6�É���T���m�T�%�Ž�6�����½�T�m�ë�T�y�
�¡�s���•�¡�‹��X���y�¡
�T�� �m�T�%�Ž�6���� �½�T�m�ë�T�y�
�¡�x�� �ë�‹�}���ê�m�}�‹�� ���6���¡�%�‹�� �ë�}�� �ÿ� �}�‹�� �ë�‹�}�� �¡�É�b�¡�ƒ�‹�T�‹�ë�6�%��• = • 1 = ‚ X �s�� �z�‹�}�� �}�¡�ƒ�6�%�Ž
���6���¡�%�‹���ë�}�� �‹�à�¡�� �¡�É�b�¡�ƒ�‹�T�‹�ë�6�%�� �6�É�� �ë�‹�}�� �}�i� �T�m�¡��• 2 = ‚ X2 �s�� �z�%�� �Ì�¡�%�¡�m�T�
�l�� �‹�à�¡��kth �� ���6���¡�%�‹�� �ë�}
�Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

• k = ‚ Xk , k = 1, 2, ƒ

�•�¡�‹�w�}���}�‹�T�m�‹���Á�ë�‹�à���‹�à�¡���ê�m�}�‹�����6���¡�%�‹���T�%�Ž���m�¡�b�
�T�ƒ�¡���‹�à�¡���¡�É�b�¡�ƒ�‹�T�‹�ë�6�%��‚ ���Á�ë�‹�à���‹�à�¡���T�½�¡�m�T�Ì�¡���T�}���É�6�
�›
�
�6�Á�}�s���þ�T���¡��n �ƒ�6�b�ë�¡�}���6�É���‹�à�¡���m�T�%�Ž�6�����½�T�m�ë�T�y�
�¡��X �T�%�Ž���Ž�¡�%�6�‹�¡���‹�à�¡�}�¡���ƒ�6�b�ë�¡�}���y�Ê��X1, X2, ƒ, X n�s
�þ�à�¡���•�ê�m�}�‹�•���}�T���b�
�¡�����6���¡�%�‹���ë�}���‹�à�¡�%
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�¥�6�‹�ë�ƒ�¡���‹�à�T�‹���Á�à�ë�
�¡���‹�à�¡���¡�}�‹�ë���T�‹�6�m��m 1 ���ë�}���T���m�T�%�Ž�6�����½�T�m�ë�T�y�
�¡�l���‹�à�¡���¡�}�‹�ë���T�‹�¡��m 1 ���ë�}���%�6�%�›�m�T�%�›
�Ž�6���s���-�¡�� �ƒ�T�%�� �Ì�¡�‹�� �T�%�T�
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�F�É�T���b�
�¡�����s���s��
�-�6���b� �‹�¡�� �‹�à�¡���ê�m�}�‹�� �T�%�Ž�� �}�¡�ƒ�6�%�Ž�� �}�T���b�
�¡�� ���6���¡�%�‹�}�� �6�É�� �‹�à�¡�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �Ž�T�‹�T�� �}�à�6�Á�%�� �ë�%�� �‹�à�¡
�‹�T�y�
�¡���y�¡�
�6�Á�s

�ò�T���b�
�¡���7�T�‹�T���É�6�m���F�É�T���b�
�¡�����s���s��

�� �� �� �� �� �� �� �� �� ���ÿ

�ò�6�
� �‹�ë�6�%
�- �¡���Á�ë�
�
��� �}�¡���¡�i� �T�‹�ë�6�%�}���É�6�m��m 1 ���T�%�Ž��m k ���Á�ë�‹�à���‹�à�ë�}���Ž�T�‹�T�s���þ�à�¡���ê�m�}�‹���}�T���b�
�¡�����6���¡�%�‹���ë�}

m 1 =
1
10

1 + 2 + …+ 10 =
55
10

= 5 . 5

�þ�à�¡���}�¡�ƒ�6�%�Ž���}�T���b�
�¡�����6���¡�%�‹���ë�}

m 2 =
1
10

12 + 22 + …+ 102 =
385
10

= 38 . 5

�¶�%�¡���6�É���‹�à�¡���b�m�ë���T�m�Ê���‹�T�}���}���ë�%���‹�à�ë�}���}�¡�ƒ�‹�ë�6�%���ë�}���‹�6���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���6�%�¡���6�m�����6�m�¡���b�T�m�T���¡�‹�¡�m�}���6�É���T���Ž�ë�}�›
�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�s���-�¡�� �%�¡�¡�Ž�� �‹�6���ê�%�Ž�� �T�� �Á�T�Ê�� �‹�6�� �m�¡�
�T�‹�¡�� �‹�à�¡�� � �%���%�6�Á�%�� �b�T�m�T���¡�‹�¡�m�}�� �‹�6�� �6�%�¡�� �6�m�� ���6�m�¡
���6���¡�%�‹�}�s���¶�%�ƒ�¡���‹�à�ë�}���ë�}���Ž�6�%�¡�l���Á�¡���ƒ�T�%��� �}�¡���‹�à�¡���}�T���b�
�¡�����6���¡�%�‹�}���‹�6���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���‹�à�¡��� �%���%�6�Á�%
�b�T�m�T���¡�‹�¡�m�•�}�•�s���þ�6���‹�à�ë�}���¡�%�Ž�l���
�¡�‹�w�}���}�‹�T�m�‹���Á�ë�‹�à���T���}�ë���b�
�¡���¡�É�T���b�
�¡�s

�F�É�T���b�
�¡�����s���s��
�•�¡�‹��X1, X2, ƒ, X n���y�¡���T���m�T�%�Ž�6�����}�T���b�
�¡���•�ë�%�Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�‹���½�T�m�ë�T�y�
�¡�}�•���É�m�6�����‹�à�¡��� �%�ë�É�6�m�����Ž�ë�}�‹�m�ë�›
�y� �‹�ë�6�%��† 0, ‡ �l���Á�à�¡�m�¡��‡���ë�}��� �%���%�6�Á�%�s���
�}�¡���‹�à�¡�����¡�‹�à�6�Ž���6�É�����6���¡�%�‹�}���‹�6���ê�%�Ž���T�%���¡�}�‹�ë���T�‹�6�m���6�É
‡�s���¥�¡�É�‹�l��� �}�¡���‹�à�¡���Ž�T�‹�T���Ì�ë�½�¡�%���y�¡�
�6�Á���‹�6���¡�}�‹�ë���T�‹�¡��‡��� �}�ë�%�Ì���‹�à�¡���¡�}�‹�ë���T�‹�6�m���Ê�6� ���É�6� �%�Ž�s

�ò�T���b�
�¡���7�T�‹�T���É�6�m���F�É�T���b�
�¡�����s���s��

�ÿ�s�� �ÿ�s�� ���s�� ���s�� ���s�� ���s�� ���s�ÿ ���s�� ���s�ÿ ���s��

�ò�6�
� �‹�ë�6�%
�è�¡�ƒ�T�
�
�� �‹�à�T�‹�� �É�6�m��X † a, b �l�� �‹�à�¡���ê�m�}�‹�� ���6���¡�%�‹�� �ë�}��• 1 = ‚ X = a + b

2
�s�� �z�%�� �‹�à�ë�}�� �ƒ�T�}�¡�l�� �Á�¡�� �à�T�½�¡

• 1 = ‡
2
���T�%�Ž���m�¡�b�
�T�ƒ�ë�%�Ì��• 1 m 1 ���Ì�ë�½�¡�}��‡ = 2m �s���þ�à�¡�m�¡�É�6�m�¡�l���‹�à�¡���¡�}�‹�ë���T�‹�6�m���Á�¡���Ì�¡�‹���ë�}
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‡ =
2
10

0 . 6 + 0 . 2 + …+ 3 . 2 = 4 . 34

�-�¡���Á�T�%�‹���‹�6���¡�É�b�
�6�m�¡���‹�à�¡���b�¡�m�É�6�m���T�%�ƒ�¡���6�É���‹�à�¡�����¡�‹�à�6�Ž���6�É�����6���¡�%�‹�}���¡�}�‹�ë���T�‹�6�m���É�6�m���½�T�m�ë�6� �}
�}�T���b�
�¡���}�ë�Ö�¡�}�k��

10, 100, 1, 000, 10, 000, 100, 000

�-�¡�� �}�ë��� �
�T�‹�¡��100���}�T���b�
�¡�}�� �É�m�6����† 0, 5 �� �ƒ�6�m�m�¡�}�b�6�%�Ž�ë�%�Ì�� �‹�6�� �¡�T�ƒ�à�� �6�É�� �‹�à�¡�}�¡�� �}�T���b�
�¡�}�� �T�%�Ž
�ƒ�6���b� �‹�¡�� �‹�à�¡�� ���¡�‹�à�6�Ž���6�É�����6���¡�%�‹�}�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �É�6�m��‡�� �É�m�6���� �¡�É�T���b�
�¡�� ���s���s���s���F�É�b�
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�þ�à�ë�}���ë�}���T���i� �T�%�‹�ë�ê�¡�Ž
�½�T�
� �¡���6�É���à�6�Á���
�ë���¡�
�Ê���T
�Ì�ë�½�¡�%���}�T���b�
�¡���ë�}���‹�6
�y�¡���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�s

�•�ë���¡�
�ë�à�6�6�Ž���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%

�þ�à�ë�}���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���ƒ�6���›

fX1, X2
x1, x2 = p x1 1 ˆ p

1 ˆ x1 • px2 1 ˆ p
1 ˆ x2

= px1 + x 2 1 ˆ p
2 ˆ x1 + x2

�¥�6�Á���É�6�m���‹�à�¡���á�¡�b���6�É��U�l���%�6�‹�¡���‹�à�T�‹��U Binomial 2, p �k

fU u = 2
u pu 1 ˆ p

2 ˆ u

�þ�à�¡���ÿ�6�ë�%�‹���ƒ�6�%�Ž�ë�‹�ë�6�%�T�
���Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê���6�É��X1, X2 U = u ���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

f x1, x2 U = u =
fX1, X2

x1, x2

fU u

=
px1 + x2 1 ˆ p

2 ˆ x1 + x2

2
u pu 1 ˆ p

2 ˆ u

=
pu 1 ˆ p 2 ˆ u

2
u pu 1 ˆ p

2 ˆ u

=
1
2
u

�ò�ë�%�ƒ�¡���‹�à�ë�}���ÿ�6�ë�%�‹���ƒ�6�%�Ž�ë�‹�ë�6�%�T�
���Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê���Ž�6�¡�}�%�¬�‹���Ž�¡�b�¡�%�Ž���6�%��p�l���‹�à�¡���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ��U = X 1 + X2���ë�}���T
�}� �É�ê�ƒ�ë�¡�%�‹���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ���É�6�m���‹�à�ë�}���b�T�m�T���¡�‹�¡�m���•p�•�s

�z�‹�����T�Ê���y�¡���i� �ë�‹�¡���Ž�ë�É�ê�ƒ� �
�‹���‹�6���ê�%�Ž���‹�à�¡���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���6�É���T���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ��U�s���þ�à�ë�}�����T���¡�}���ë�‹���Ž�ë�É�ê�ƒ� �
�‹���‹�6
���%�6�Á���ë�É��U���ë�}���T���}� �É�ê�ƒ�ë�¡�%�‹���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ���É�6�m���¡�}�‹�ë���T�‹�ë�%�Ì���}�6���¡��� �%���%�6�Á�%���b�T�m�T���¡�‹�¡�m��‡�s���þ�6���ƒ�ë�m�ƒ� ���›
�½�¡�%�‹�� �‹�à�ë�}�� �ƒ�à�T�
�
�¡�%�Ì�¡�l�� �Á�¡�� �Á�ë�
�
�� �ë�%�‹�m�6�Ž� �ƒ�¡�� �T�� �m�¡�}� �
�‹�� �‹�à�T�‹�� �Á�ë�
�
�� �à�¡�
�b�� � �}�� �%�6�‹�� �6�%�
�Ê�� �Ž�¡�‹�¡�m���ë�%�¡
�Á�à�¡�‹�à�¡�m���T���Ì�ë�½�¡�%���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ���ë�}���}� �É�ê�ƒ�ë�¡�%�‹���É�6�m���¡�}�‹�ë���T�‹�ë�%�Ì���T���b�T�m�T���¡�‹�¡�m���y� �‹�����T�Ê���à�¡�
�b��� �}���Ž�¡�‹�¡�m�›
���ë�%�¡���T���}� �É�ê�ƒ�ë�¡�%�‹���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�s���-�¡���%�¡�¡�Ž���6�%�¡�����6�m�¡���ƒ�6�%�ƒ�¡�b�‹���y�¡�É�6�m�¡���ë�%�‹�m�6�Ž� �ƒ�ë�%�Ì���‹�à�ë�}���m�¡�}� �
�‹�s

�þ�à�¡���ÿ�6�ë�%�‹���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���6�É���T���}�¡�i� �¡�%�ƒ�¡���6�É���m�T�%�Ž�6�����½�T�m�ë�T�y�
�¡�}���b�
�T�Ê�}���T�����¡�Ê���m�6�
�¡���ë�%�����T�%�Ê���}�‹�T�‹�›
�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
�� �ë�%�É�¡�m�¡�%�ƒ�¡�� �T�b�b�
�ë�ƒ�T�‹�ë�6�%�}�s�� �-�à�¡�%�� �‹�à�ë�}�� �ÿ�6�ë�%�‹�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�� �Ž�¡�b�¡�%�Ž�}�� �6�%�� �T�•�%�•�� � �%���%�6�Á�%
�b�T�m�T���¡�‹�¡�m�•�}�•�l�� �ë�‹�� �ƒ�T�%�� �y�¡�� �½�ë�¡�Á�¡�Ž�� �T�}�� �T�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�� �6�É�� �‹�à�¡�� �b�T�m�T���¡�‹�¡�m�•�}�•�s�� �þ�à�ë�}�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�� �ë�}�� �‹�à�¡
�
�ë���¡�
�ë�à�6�6�Ž�� �6�É�� �6�y�}�¡�m�½�ë�%�Ì�� �‹�à�¡�� �Ž�T�‹�T�� �T�}�� �T�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�� �6�É�� �‹�à�¡�� �b�T�m�T���¡�‹�¡�m�•�}�•�s�� �q�¡�m�¡�� �ë�}�� �‹�à�¡�� �É�6�m���T�

�Ž�¡�ê�%�ë�‹�ë�6�%�k

�•�¡�‹��x1, ƒ, x n�� �y�¡�� �T�� �}�T���b�
�¡�� �6�É�� �6�y�}�¡�m�½�T�‹�ë�6�%�}�� �É�m�6���� �‹�à�¡�� �}�¡�i� �¡�%�ƒ�¡�� �6�É�� �m�T�%�Ž�6���� �½�T�m�ë�T�y�
�¡�}
X1, ƒ, X n�s�� �ò� �b�b�6�}�¡�� �‹�à�T�‹�� �‹�à�¡�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�� �6�É�� �¡�T�ƒ�à��X i�� �•�É�6�m��i = 1, ƒ, n �•�� �Ž�¡�b�¡�%�Ž�}�� �6�%�� �}�6���¡
� �%���%�6�Á�%���b�T�m�T���¡�‹�¡�m�•�}�•��‡�s���þ�à�¡���
�ë���¡�
�ë�à�6�6�Ž���6�É���‹�à�¡���}�T���b�
�¡���Ž�T�‹�T���ë�}���‹�à�¡���ÿ�6�ë�%�‹���Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê���•�á�¡�b�•���6�É
X1, ƒ, X n���¡�½�T�
� �T�‹�¡�Ž���T�‹��x1, ƒ, X n�s���þ�à�¡���
�ë���¡�
�ë�à�6�6�Ž���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

€ ‡ = € x1, ƒ, x n ‡ = f X1, ƒ, X n
x1, ƒ, x n ‡

�Á�à�¡�m�¡��f �Ž�¡�%�6�‹�¡�}���‹�à�¡���ÿ�6�ë�%�‹���Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê�s

�á�6�ë�%�‹���F�}�‹�ë���T�‹�ë�6�%

�����
�%�ë�‹����

�Á�Á�Á�s�ë� �y�à�s�Ž�¡



�b� �‹�¡�}���à�6�Á���
�ë���¡�
�Ê���T
�Ì�ë�½�¡�%���}�T���b�
�¡���ë�}���‹�6

�y�¡���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���y�T�}�¡�Ž
�6�%���T���½�T�
� �¡���6�É���‹�à�¡

�b�T�m�T���¡�‹�¡�m�•�}�•���6�É
�ë�%�‹�¡�m�¡�}�‹�s

�ò� �b�b�6�}�¡�� �‹�à�T�‹�� �‹�à�¡�� �m�T�%�Ž�6���� �½�T�m�ë�T�y�
�¡�}��X1, . . . , Xn�� �T�m�¡�� �ë�%�Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�‹�� �T�%�Ž�� �‹�à�¡�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%
�6�É���¡�T�ƒ�à�� �Ž�¡�b�¡�%�Ž�}�� �6�%�� � �%���%�6�Á�%�� �b�T�m�T���¡�‹�¡�m�•�}�•��‡i�l��i = 1, ƒ, n �s�� �7�¡�%�6�‹�¡�� �‹�à�¡�� �Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê�� �6�É��X i�� �y�Ê
f i x ‡i �s�� �þ�à�¡�%�l�� �‹�à�¡�� �
�ë���¡�
�ë�à�6�6�Ž�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�� �6�É�� �‹�à�¡�� �}�T���b�
�¡�� �Ž�T�‹�T��x1, ƒ, x n�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �É�m�6���� �‹�à�¡
X i�w�}�� �ë�}�� �T�Ì�T�ë�%���‹�à�¡�� �ÿ�6�ë�%�‹�� �Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê�s�� �ò�ë�%�ƒ�¡�� �‹�à�¡��X i�w�}�� �T�m�¡�� �ë�%�Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�‹�l�� �‹�à�¡�� �ÿ�6�ë�%�‹�� �Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê�� �ë�}�� �ÿ� �}�‹
�‹�à�¡���b�m�6�Ž� �ƒ�‹���6�É���‹�à�¡�����T�m�Ì�ë�%�T�
�}�s���þ�à�¡�m�¡�É�6�m�¡�l���‹�à�¡���
�ë���¡�
�ë�à�6�6�Ž���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

€ ‡1, ƒ, ‡ n = € x1, ƒ, x n ‡1, ƒ, ‡ n = –
i = 1

n
f i xi ‡i

�z�%�� �b�m�T�ƒ�‹�ë�ƒ�¡�l�� �ë�‹�� �ë�}�� �6�É�‹�¡�%�� �‹�à�¡�� �ƒ�T�}�¡�� �Á�à�¡�%�� �‹�à�¡�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �Ž�T�‹�T�� �T�m�¡�� �ë�%�Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�‹�� �T�%�Ž�� �É�m�6��
�ë�Ž�¡�%�‹�ë�ƒ�T�
�
�Ê�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�¡�Ž�� �m�T�%�Ž�6���� �½�T�m�ë�T�y�
�¡�}�s�� �z�%�� �6�‹�à�¡�m�� �Á�6�m�Ž�}�l�� �Á�¡�� �à�T�½�¡�� �T�� �m�T�%�Ž�6���� �}�T���b�
�¡
x1, ƒ, x n�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �É�m�6����X1, ƒ, X n�l�� �ë�ë�Ž�s�� �þ�à�¡�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�� �6�É�� �¡�T�ƒ�à��X i�l��i = 1, ƒ, n �l�� �ë�}�� �‹�à�¡
�}�T���¡���T�%�Ž���‹�à�¡���Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê���•�á�¡�b�•���Ž�¡�b�¡�%�Ž�}���6�%���T�•�%�•��� �%���%�6�Á�%���b�T�m�T���¡�‹�¡�m�•�}�•��‡�s���þ�6���Á�m�ë�‹�¡���‹�à�¡���
�ë���¡�›
�
�ë�à�6�6�Ž�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�� �ë�%�� �‹�à�ë�}�� �}�ë���b�
�¡�� �ƒ�T�}�¡�l�� �Á�¡�� �ƒ�T�%�� �ÿ� �}�‹�� � �}�¡�� �‹�à�¡�� �‹�à�¡�� �m�¡�}� �
�‹�� �6�É�� �‹�à�¡�� �¡�i� �T�‹�ë�6�%
�T�y�6�½�¡���Á�ë�‹�à�6� �‹���‹�à�¡���%�¡�¡�Ž���É�6�m���}� �y�}�ƒ�m�ë�b�‹�}�s���þ�à�ë�}���ë�}���y�¡�ƒ�T� �}�¡��f i —f j���É�6�m���T�
�
��i, j �s���þ�6���}� �����T�m�ë�Ö�¡�l
�‹�à�¡���
�ë���¡�
�ë�à�6�6�Ž���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���É�6�m���}�T���b�
�¡���Ž�T�‹�T���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���É�m�6�����T�%���ë�%�Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�‹���T�%�Ž���ë�Ž�¡�%�‹�ë�ƒ�T�
�
�Ê
�Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�¡�Ž���m�T�%�Ž�6�����½�T�m�ë�T�y�
�¡�}���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

€ ‡ = € x1, ƒ, x n ‡ = –
i = 1

n
f xi ‡

�F�É�T���b�
�¡�����s���s��
�- �m�ë�‹�¡���Ž�6�Á�%���‹�à�¡���
�ë���¡�
�ë�à�6�6�Ž���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���6�É���‹�à�¡���ë�ë�Ž���}�T���b�
�¡��2, 3, 2, 1 ���É�m�6�����T���á�6�ë�}�}�6�%���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �›
�‹�ë�6�%���Á�ë�‹�à��� �%���%�6�Á�%���b�T�m�T���¡�‹�¡�m��€�s���è�¡�ƒ�T�
�
���‹�à�T�‹���‹�à�¡���á�¡�b���6�É��X Poisson€ ���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

fX x € =
ê €€x

x!
, x = 0, 1, 2, ƒ

0, otherwise

�ò�6�
� �‹�ë�6�%
�ò�ë�%�ƒ�¡���‹�à�¡���}�T���b�
�¡���ë�}���ë�ë�Ž�l���Á�¡���ƒ�T�%��� �}�¡���‹�à�¡���¡�i� �T�‹�ë�6�%���T�y�6�½�¡���‹�6���Á�m�ë�‹�¡���‹�à�¡���
�ë���¡�
�ë�à�6�6�Ž���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�k

€ € = € x1, ƒ, x 4 €

= –
i = 1

4
f xi €

= –
i = 1

4 ê €€xi

x!

=
ê 4€€x1 + x 2 + x 3 + x 4

x1! • x2! • x3! • x4!

=
ê 4€€8

24

���� �
�%�ë�‹����

�Á�Á�Á�s�ë� �y�à�s�Ž�¡



�¥�6�Á���ƒ�6�%�}�ë�Ž�¡�m���‹�à�¡���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ��U = X 1 + X2 + X 3 + X 4���É�6�m���‹�à�¡���b�m�¡�½�ë�6� �}���¡�É�T���b�
�¡�s���z�}���‹�à�ë�}���}�‹�T�›
�‹�ë�}�‹�ë�ƒ���}� �É�ê�ƒ�ë�¡�%�‹���É�6�m���¡�}�‹�ë���T�‹�ë�%�Ì��€�t�� ���}�� ���¡�%�‹�ë�6�%�¡�Ž���T�y�6�½�¡�l�� �T�b�b�
�Ê�ë�%�Ì�� �‹�à�¡���Ž�¡�ê�%�ë�‹�ë�6�%���6�É���}� �É�ê�›
�ƒ�ë�¡�%�‹���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ���ë�%�½�6�
�½�¡�}���ê�%�Ž�ë�%�Ì���‹�à�¡���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���6�É��U�l���Á�à�ë�ƒ�à�����T�Ê���y�¡���Ž�ë�É�ê�ƒ� �
�‹�s���¥�6�Á���‹�à�T�‹���Á�¡
�T�m�¡�� �¡�i� �ë�b�b�¡�Ž�� �Á�ë�‹�à�� �}�6���¡�� ���%�6�Á�
�¡�Ž�Ì�¡�� �T�y�6� �‹�� �‹�à�¡�� �
�ë���¡�
�ë�à�6�6�Ž�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�l�� �Á�¡�� �ƒ�T�%�� � �}�¡�� �T�%
�ë���b�6�m�‹�T�%�‹���m�¡�}� �
�‹���y�T�}�¡�Ž���6�%���‹�à�ë�}���‹�6�6�
�s���þ�à�ë�}���m�¡�}� �
�‹�����T���¡�}���‹�à�¡���ƒ�6�%�%�¡�ƒ�‹�ë�6�%���6�É���‹�à�¡���
�ë���¡�
�ë�à�6�6�Ž
�É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���T�%�Ž���Á�à�¡�‹�à�¡�m���6�m���%�6�‹���T���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ���ë�}���}� �É�ê�ƒ�ë�¡�%�‹���‹�6���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���T�%��� �%���%�6�Á�%���b�T�m�T���¡�‹�¡�m�s
�þ�à�¡���É�6�
�
�6�Á�ë�%�Ì���ƒ�T�%���y�¡���É�6� �%�Ž���ë�%���q�6�Ì�Ì���¡�‹���T�
�s���•���ÿ�����•�s

�þ�à�¡�6�m�¡�������s���s��
�ò� �b�b�6�}�¡��X1, ƒ, X n�� �ë�}�� �T�� �m�T�%�Ž�6���� �}�T���b�
�¡�l��x1, ƒ, x n�� �6�É�� �‹�à�¡�� �ƒ�6�m�m�¡�}�b�6�%�Ž�ë�%�Ì�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �Ž�T�‹�T�l
�T�%�Ž��U���T�� �}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�s�� �•�¡�‹��€ ‡ = € ‡ x1, ƒ, x n �� �y�¡�� �‹�à�¡�� �
�ë���¡�
�ë�à�6�6�Ž�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�s��U���ë�}�� �T���}� �É�ê�ƒ�ë�¡�%�‹
�}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ���É�6�m���¡�}�‹�ë���T�‹�ë�%�Ì��‡���ë�É���T�%�Ž���6�%�
�Ê���ë�É��€ • ���ƒ�T�%���y�¡���É�T�ƒ�‹�6�m�¡�Ž���ë�%�‹�6���T���b�m�6�Ž� �ƒ�‹���6�É���‹�Á�6���%�6�%�›
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�ƒ�T�%���Á�ë�‹�à���T���Ž�ë�T���¡�‹�¡�m���6�É���ê�½�¡���ƒ�¡�%�‹�ë���¡�%�‹�¡�m�}���ë�}��� �}�¡�Ž���Ž� �m�ë�%�Ì���‹�à�ë�}���‹�¡�}�‹�s���þ�à�¡�����¡�T�}� �m�¡���¡�%�‹���}�Ê�}�›
�‹�¡�����ë�}��� �}�¡�Ž���‹�6�����¡�T�}� �m�¡���‹�à�¡���Ž�ë�T���¡�‹�¡�m���6�É���‹�à�ë�}���ƒ�T�%���ë�%���½�T�m�ë�6� �}���ƒ�6�%�Ž�ë�‹�ë�6�%�}�s

�þ�¡�%�� ���¡�T�}� �m�¡���¡�%�‹�}�� �É�m�6���� �‹�à�¡�� �ƒ�T���¡�m�T�� �}�Ê�}�‹�¡���� �T�m�¡�� �m�¡�ƒ�6�m�Ž�¡�Ž
y1, ƒ, y 10 = 5 . 13, 5 . 07, 4 . 85, 5 . 00, 5 . 06, 4 . 93, 5 . 03, 5 . 01, 5 . 00, 4 . 98�s�� �z�%�� �6�m�Ž�¡�m�� �‹�6

�T�}�}�¡�}�}���‹�à�¡���i� �T�
�ë�‹�Ê���6�É���‹�à�ë�}���}�Ê�}�‹�¡���l���Á�¡���ƒ�6���b� �‹�¡���‹�à�¡���Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�ƒ�¡���•�m�¡�}�ë�Ž� �T�
�}�•���y�¡�‹�Á�¡�¡�%���‹�à�¡�}�¡
���¡�T�}� �m�¡���¡�%�‹�}�� �T�%�Ž�� �‹�à�¡�� ���%�6�Á�%�� �‹�m� �¡�� �½�T�
� �¡�� �6�É��y = 5 �s�� �þ�6�� �b�¡�%�T�
�ë�Ö�¡�� �
�T�m�Ì�¡�m�� �m�¡�}�ë�Ž� �T�
�}�� ���6�m�¡
�‹�à�T�%�� �}���T�
�
�¡�m�� �m�¡�}�ë�Ž� �T�
�}�l�� �Á�¡�� �ƒ�6���b� �‹�¡�� �‹�à�¡�� �}�i� �T�m�¡�}�� �6�É�� �‹�à�¡�� �m�¡�}�ë�Ž� �T�
�}�k��y ˆ yi

2�s�� �b�ë�%�T�
�
�Ê�l�� �Á�¡
�}� ���� �‹�à�¡�}�¡�� �}�i� �T�m�¡�Ž�� �m�¡�}�ë�Ž� �T�
�}�� �‹�6�� �Ì�¡�‹�� �T�� ���¡�T�}� �m�¡�� �6�É�� �‹�à�¡�� �i� �T�
�ë�‹�Ê�� �6�É�� �‹�à�¡�� �ƒ�T���¡�m�T�›�y�T�}�¡�Ž
���¡�T�}� �m�¡���¡�%�‹���}�Ê�}�‹�¡���s���þ�à�¡���ƒ�6���b� �‹�T�‹�ë�6�%�}���T�m�¡���}�à�6�Á�%���ë�%���‹�à�¡���‹�T�y�
�¡���y�¡�
�6�Á�s

�¶�y�}�¡�m�½�¡�Ž���¡�¡�T�}� �m�¡���¡�%�‹�}�l���è�¡�}�ë�Ž� �T�
�}�l���T�%�Ž���ò�i� �T�m�¡�Ž�›�è�¡�}�ë�Ž� �T�
�}

yi y ‘ y i (y ‘ y i)2

���s���� �˜�ÿ�s���� �ÿ�s�ÿ������

���s�ÿ�� �˜�ÿ�s�ÿ�� �ÿ�s�ÿ�ÿ����

���s���� �ÿ�s���� �ÿ�s�ÿ������

���s�ÿ�ÿ �ÿ�s�ÿ�ÿ �ÿ�s�ÿ�ÿ�ÿ�ÿ

���s�ÿ�� �˜�ÿ�s�ÿ�� �ÿ�s�ÿ�ÿ����

���s���� �ÿ�s�ÿ�� �ÿ�s�ÿ�ÿ����

���s�ÿ�� �˜�ÿ�s�ÿ�� �ÿ�s�ÿ�ÿ�ÿ��

���s�ÿ�� �˜�ÿ�s�ÿ�� �ÿ�s�ÿ�ÿ�ÿ��

�á�6�ë�%�‹���F�}�‹�ë���T�‹�ë�6�%

�����
�%�ë�‹����

�Á�Á�Á�s�ë� �y�à�s�Ž�¡



�¶�y�}�¡�m�½�¡�Ž���¡�¡�T�}� �m�¡���¡�%�‹�}�l���è�¡�}�ë�Ž� �T�
�}�l���T�%�Ž���ò�i� �T�m�¡�Ž�›�è�¡�}�ë�Ž� �T�
�}

���s�ÿ�ÿ �ÿ�s�ÿ�ÿ �ÿ�s�ÿ�ÿ�ÿ�ÿ

���s���� �ÿ�s�ÿ�� �ÿ�s�ÿ�ÿ�ÿ��

�þ�à�¡�� �}� ���� �6�É�� �}�i� �T�m�¡�Ž�� �m�¡�}�ë�Ž� �T�
�}�� �ë�}��„ i = 1
10 y ˆ yi

2
= 0 . 0542�s�� �z�%�� �‹�à�¡�� ���¡�‹�à�6�Ž�� �6�É�� �6�m�Ž�ë�%�T�m�Ê

�
�¡�T�}�‹�� �}�i� �T�m�¡�}�l�� �6� �m�� �T�ë���� �‹�6�� �ë�}�� �‹�Á�¡�T���� �‹�à�¡�� ���6�Ž�¡�
�� �6�½�¡�m�� �T�%�Ž�� �6�½�¡�m�� �T�Ì�T�ë�%�l�� � �%�‹�ë�
��yi�w�}�� �Ì�ë�½�¡�� � �}�� �T
�
�6�Á�¡�}�‹���}� ���›�6�É�›�}�i� �T�m�¡�}�s���z�%���b�m�T�ƒ�‹�ë�ƒ�¡�l���‹�à�¡�����6�Ž�¡�
���ë�}���y�T�}�¡�Ž���6�%���b�T�m�T���¡�‹�¡�m�}���‹�à�T�‹���Á�¡���%�¡�¡�Ž���‹�6
�¡�}�‹�ë���T�‹�¡�s�� �þ�à�¡�� �Á�T�Ê�� �Á�¡�� �‹�Á�¡�T���� �6� �m�� ���6�Ž�¡�
�� �ë�}�� �‹�6�� �T�Ž�ÿ� �}�‹�� �‹�à�¡�� �b�T�m�T���¡�‹�¡�m�}�� �ë�%�� �T�� �Á�T�Ê�� �‹�à�T�‹
�m�¡�Ž� �ƒ�¡�}���‹�à�¡���}� ���›�6�É�›�}�i� �T�m�¡�}���6�É���‹�à�¡���m�¡�}�ë�Ž� �T�
�}�s

�•�¡�‹�w�}���}�T�Ê���‹�à�T�‹���É�6�m���6� �m���ƒ�T���¡�m�T���¡�É�T���b�
�¡���Á�¡���‹�Á�¡�T�����}�6���¡���6�É���‹�à�¡�}�¡���b�T�m�T���¡�‹�¡�m�}���T�%�Ž���Ì�¡�‹���%�¡�Á
���¡�T�}� �m�¡���¡�%�‹�}y1

(new), ƒ, y n
(new) = 5 . 095 . 054 . 895 . 5 . 044 . 955 . 025 . 015 . 4 . 99�s�� �z�É�� �Á�¡

�m�¡�b�¡�T�‹�� �‹�à�¡�� �ƒ�6���b� �‹�T�‹�ë�6�%�}�� �Á�ë�‹�à�� �‹�à�ë�}�� �%�¡�Á�� �}�¡�‹�� �6�É�� ���¡�T�}� �m�¡���¡�%�‹�}�l�� �Á�¡�� �Ì�¡�‹

„ i = 1
10 y ˆ yi

(new) 2
= 0 . 0274�s�� �ò�ë�%�ƒ�¡�� �‹�à�¡�� �%�¡�Á�� �}� ���� �6�É�� �}�i� �T�m�¡�}�� �ë�}�� �
�6�Á�¡�m�� �‹�à�T�%�� �‹�à�¡�� �6�m�ë�Ì�ë�%�T�


�6�%�¡�l�� �Á�¡�� �à�T�½�¡�� �ë���b�m�6�½�¡�Ž�� �6� �m�����6�Ž�¡�
�s�� �z�É�� �‹�à�ë�}�� �ë�}�� �‹�à�¡�� �y�¡�}�‹�� �‹�à�ë�}�� ���6�Ž�¡�
�� �ƒ�T�%���T�ƒ�à�ë�¡�½�¡�l�� �ë�%���6�‹�à�¡�m
�Á�6�m�Ž�}�l�� �ë�É�� �T�%�Ê�� �ƒ�à�T�%�Ì�¡�� �‹�6�� �‹�à�¡�� ���6�Ž�¡�
�w�}�� �b�T�m�T���¡�‹�¡�m�}�� �Á�ë�
�
�� �T�
�Á�T�Ê�}�� �m�¡�}� �
�‹�� �ë�%�� �T�� �à�ë�Ì�à�¡�m�� �}� ���›�6�É�›
�}�i� �T�m�¡�}�l���‹�à�¡�%���‹�à�ë�}�����6�Ž�¡�
���ë�}���}�T�ë�Ž���‹�6���y�¡���‹�à�¡���
�¡�T�}�‹�›�}�i� �T�m�¡�}���}�6�
� �‹�ë�6�%�s

�F�É�b�
�6�m�¡���‹�à�¡���‹�à�¡���‹�Á�6���ê�Ì� �m�¡�}���y�¡�
�6�Á���Á�à�ë�ƒ�à���}�à�6�Á���‹�à�¡�����¡�T�}� �m�¡���¡�%�‹�}���T�%�Ž���}�i� �T�m�¡�Ž�›�m�¡�}�ë�Ž� �›
�T�
�}�l���m�¡�}�b�¡�ƒ�‹�ë�½�¡�
�Ê�s���z�%���‹�à�¡���É�6�m���¡�m���ê�Ì� �m�¡�l���¡�T�ƒ�à���b�6�ë�%�‹���m�¡�b�m�¡�}�¡�%�‹�}���T���b�m�¡�Ž�ë�ƒ�‹�ë�6�%���•�¡�}�‹�ë���T�‹�¡�•���É�6�m
�‹�à�¡���Ž�ë�T���¡�‹�¡�m���6�É���‹�à�¡���Ž�¡�‹�¡�ƒ�‹�¡�Ž���ƒ�T�%�s���þ�à�¡���½�T�
� �¡�}���6�É���‹�à�¡���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}���T�m�¡���6�%���‹�à�¡���½�¡�m�‹�ë�ƒ�T�
���T�É�ë�}�s
�F�}�‹�ë���T�‹�¡�}���T�m�¡���b�
�6�‹�}���ë�%���‹�Á�6���Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�‹���ƒ�6�
�6�m�}�l���Á�à�¡�m�¡���¡�T�ƒ�à���ƒ�6�
�6�m���ë�}���T���Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�‹�����6�Ž�¡�
�s���¥�6�‹�ë�ƒ�¡
�‹�à�T�‹���‹�à�¡���©�%�¡�Á�ª�����6�Ž�¡�
���à�T�}���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}���‹�à�T�‹���T�m�¡���
�¡�}�}���}�ƒ�T�‹�‹�¡�m�¡�Ž���T�m�6� �%�Ž���‹�à�¡���‹�T�m�Ì�¡�‹���½�T�
� �¡���6�É
5.0���ƒ�6���b�T�m�¡�Ž���‹�6���‹�à�¡���6�‹�à�¡�m�����6�Ž�¡�
�s���z�%���‹�à�¡���
�T�‹�‹�¡�m���ê�Ì� �m�¡�l���¡�T�ƒ�à���b�6�ë�%�‹���É�m�6�����‹�à�¡���Ì�m�T�b�à�}���m�¡�b�m�¡�›
�}�¡�%�‹�}���T���b�m�¡�Ž�ë�ƒ�‹�ë�6�%���Á�à�¡�m�¡���‹�à�¡���½�¡�m�‹�ë�ƒ�T�
���T�É�ë�}�����¡�T�}� �m�¡�}���‹�à�¡���}�i� �T�m�¡�Ž���m�¡�}�ë�Ž� �T�
���T�%�Ž���‹�à�¡���à�6�m�ë�›
�Ö�6�%�‹�T�
���T�É�ë�}���‹�à�¡���b�m�¡�Ž�ë�ƒ�‹�¡�Ž���½�T�
� �¡�s���þ�à�¡���©�%�¡�Á�ª�����6�Ž�¡�
���à�T�}���}���T�
�
�¡�m���}�i� �T�m�¡�Ž���m�¡�}�ë�Ž� �T�
�}�l���‹�ë�Ì�à�‹�
�Ê
�ƒ�
� �}�‹�¡�m�¡�Ž���%�¡�T�m���Ö�¡�m�6�l���ƒ�6���b�T�m�¡�Ž���‹�6���‹�à�¡���6�‹�à�¡�m�����6�Ž�¡�
�s

���� �
�%�ë�‹����

�Á�Á�Á�s�ë� �y�à�s�Ž�¡



�á�6�ë�%�‹���F�}�‹�ë���T�‹�ë�6�%

�����
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�¥�6�Á�� �}� �b�b�6�}�¡�� �‹�à�T�‹�� �Á�¡�� �à�T�½�¡�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž��x1, y1 , ƒ, xn, yn �s�� ���}�}� ���¡�� �‹�à�T�‹�� �T�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�T�

�Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�ƒ�¡���y�¡�‹�Á�¡�¡�%��xi���T�%�Ž��yi���¡�É�ë�}�‹�}���}� �ƒ�à���‹�à�T�‹��yi = f xi ‡ �l���Á�à�¡�m�¡��‡���ë�}�y�T�m�¡���‹�à�¡���b�T�m�T���¡�›
�‹�¡�m�•�}�•���‹�à�T�‹���ƒ�6���b�
�¡�‹�¡�
�Ê���Ž�¡�‹�¡�m���ë�%�¡�}���‹�à�ë�}���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�s���þ�à�¡���
�¡�T�}�‹�›�}�i� �T�m�¡�}���¡�}�‹�ë���T�‹�¡��‡

(OLS)�����ë�%�ë�›
���ë�Ö�¡�}���‹�à�¡���}� ���›�6�É�›�}�i� �T�m�¡���m�¡�}�ë�Ž� �T�
�}�k

C ‡ = „
i = 1

n
yi ˆ f xi ‡

2

�z�%���6�‹�à�¡�m���Á�6�m�Ž�}�l��‡
(OLS)

= min‡C ‡ �s���þ�à�¡���¶�•�ò�����¡�‹�à�6�Ž���Á�ë�
�
���b�m�6�Ž� �ƒ�¡���T���Ì�6�6�Ž���m�¡�}� �
�‹���T�}�}� ���›
�ë�%�Ì���‹�à�T�‹�� �‹�à�¡�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�T�
�� �Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�ƒ�¡�� �6�m�� �‹�à�¡�� ���6�Ž�¡�
�� �y�¡�ë�%�Ì�� � �}�¡�Ž�� �ë�}�� �T�b�b�m�6�b�m�ë�T�‹�¡�� �É�6�m�� �‹�à�¡
�Ž�T�‹�T�s���z�É���}�6�l���‹�à�¡�%���‹�à�¡���¶�•�ò���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���6�É���‹�à�¡���b�T�m�T���¡�‹�¡�m�l���Á�à�ë�ƒ�à���Ž�¡�‹�¡�m���ë�%�¡�}���‹�à�¡���y�¡�}�‹���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%
�6�m���‹�à�¡���y�¡�}�‹�����6�Ž�¡�
�l���Á�6� �
�Ž���}�¡�m�½�¡���‹�à�¡���b� �m�b�6�}�¡�}���Á�¡�
�
�s���q�6�Á�¡�½�¡�m�l���ë�É���‹�à�¡���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�T�
���6�m�����6�Ž�¡�

�Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�ƒ�¡�� �ë�}�� �Á�m�6�%�Ì�� �‹�6�� �y�¡�Ì�ë�%�� �Á�ë�‹�à�l�� �‹�à�¡�%�� �¡�½�¡�%�� �‹�à�¡�� �¶�•�ò�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �É�6�m�� �‹�à�¡�� �b�T�m�T���¡�‹�¡�m�}
�Á�6� �
�Ž�� �b�m�6�Ž� �ƒ�¡�� �T�� � �}�¡�
�¡�}�}�� �m�¡�}� �
�‹�s�� �þ�à�¡���ê�Ì� �m�¡�� �¡�%�‹�ë�‹�
�¡�Ž�� �©�¶�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �%�ë�›�*�T�m�ë�T�‹�¡�� �7�T�‹�T�ª�� �}�à�6�Á�}
�T�%���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���Ž�T�‹�T�}�¡�‹���6�É�����ÿ�ÿ���b�6�ë�%�‹�}�s���þ�à�¡���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���Ž�T�‹�T���à�T�}���‹�Á�6���½�T�m�ë�T�y�
�¡�}�l��x���T�%�Ž��y�l���b�
�6�‹�›
�‹�¡�Ž���6�%���‹�à�¡�� �Ì�m�T�b�à���T�}�� �‹�à�¡�� �à�6�m�ë�Ö�6�%�‹�T�
�� �T�%�Ž���½�¡�m�‹�ë�ƒ�T�
�� �½�T�
� �¡�}�� �m�¡�}�b�¡�ƒ�‹�ë�½�¡�
�Ê�s���þ�à�¡�� �Ì�6�T�
�� �ë�}�� �‹�6���ê�‹�� �T
�ƒ� �m�½�¡���‹�6���‹�à�ë�}���Ž�T�‹�T�s���z�%���‹�à�¡���ê�Ì� �m�¡���¡�%�‹�ë�‹�
�¡�Ž���©�-�6�}�‹���b� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}���É�6�m���þ�Á�6���¡�6�Ž�¡�
�}�l�ª���Á�¡���}�à�6�Á���‹�Á�6
�Ì�m�T�b�à�}���É�m�6�����‹�Á�6���ƒ�6�}�‹���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}�l���6�%�¡���É�m�6�����T���Ì�6�6�Ž�����6�Ž�¡�
���T�}�}� ���b�‹�ë�6�%���T�%�Ž���‹�à�¡���6�‹�à�¡�m���É�m�6��
�T���y�T�Ž�����6�Ž�¡�
���T�}�}� ���b�‹�ë�6�%�s���¥�6�‹�ë�ƒ�¡���‹�à�T�‹���‹�à�¡���ƒ�6�}�‹���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���É�m�6�����‹�à�¡���Ì�6�6�Ž�����6�Ž�¡�
���T�}�}� ���b�›
�‹�ë�6�%���à�T�}���½�T�
� �¡�}���
�6�Á�¡�m���‹�à�T�%���‹�à�¡���
�6�Á�¡�}�‹���ƒ�6�}�‹���½�T�
� �¡���É�m�6�����‹�à�¡���y�T�Ž�����6�Ž�¡�
���T�}�}� ���b�‹�ë�6�%�s���þ�à�¡
�¶�•�ò���ê�‹���É�6�m���¡�T�ƒ�à���6�É���‹�à�¡�}�¡�����6�Ž�¡�
�}���ƒ�6���¡�}���É�m�6�����ê�%�Ž�ë�%�Ì���‹�à�¡���½�T�
� �¡���6�É���‹�à�¡���b�T�m�T���¡�‹�¡�m��‡�� �•�6�%
�‹�à�¡���à�6�m�ë�Ö�6�%�‹�T�
���T�É�ë�}�•�l���Á�à�ë�ƒ�à�����ë�%�ë���ë�Ö�¡�}���‹�à�¡���ƒ�6�}�‹��C ‡ ���•�6�%���‹�à�¡���½�¡�m�‹�ë�ƒ�T�
���T�É�ë�}�•�s���b�ë�%�T�
�
�Ê�l���ë�%���‹�à�¡
�ê�Ì� �m�¡�� �¡�%�‹�ë�‹�
�¡�Ž�� �©�b�ë�‹�‹�¡�Ž�� �-� �m�½�¡�}�� �É�6�m�� �%�ë�›�*�T�m�ë�T�‹�¡�� �7�T�‹�T�l�ª�� �Á�¡�� �}�à�6�Á�� �‹�à�m�¡�¡�� �ƒ� �m�½�¡�}���ê�‹�‹�¡�Ž�� �‹�6�� �‹�à�¡
�Ž�T�‹�T�s���þ�à�¡���y�¡�}�‹���ê�‹�‹�¡�Ž���ƒ� �m�½�¡���ƒ�6���¡�}���É�m�6�����T���Ì�6�6�Ž�����6�Ž�¡�
���T�}�}� ���b�‹�ë�6�%���T�%�Ž���‹�à�¡���¶�•�ò���¡�}�‹�ë���T�‹�¡
�6�É��‡�s���þ�à�¡���}�¡�ƒ�6�%�Ž���y�¡�}�‹�����6�Ž�¡�
���ƒ�6���¡�}���É�m�6�����‹�à�¡���Ì�6�6�Ž�����6�Ž�¡�
���T�%�Ž���}�6���¡���6�‹�à�¡�m���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���6�É��‡
�•�%�6�‹���‹�à�¡���¶�•�ò�•�s���þ�à�¡���Á�6�m�}�‹���ê�‹�‹�¡�Ž���ƒ� �m�½�¡���ƒ�6���¡�}���É�m�6�����T���y�T�Ž�����6�Ž�¡�
���T�}�}� ���b�‹�ë�6�%�l���¡�½�¡�%���‹�à�6� �Ì�à
�Á�¡���ƒ�à�6�}�¡���‹�à�¡���¶�•�ò���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���É�6�m��‡�s���þ�à�¡�m�¡�É�6�m�¡�l�����6�Ž�¡�
���T�}�}� ���b�‹�ë�6�%���ë�}���½�¡�m�Ê���ë���b�6�m�‹�T�%�‹���Á�à�¡�%
�ƒ�à�6�6�}�ë�%�Ì���‹�6��� �}�¡���¶�•�ò���‹�6���ê�%�Ž���‹�à�¡���b�6�ë�%�‹���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}���6�É��� �%���%�6�Á�%���b�T�m�T���¡�‹�¡�m�}�s
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���s�����s�� �è�¡�›�ò�T���b�
�ë�%�Ì���þ�¡�ƒ�à�%�ë�i� �¡�}

�z�%�� �T�
�
�� �6�É�� �‹�à�¡�� �b�m�¡�½�ë�6� �}�� �}�¡�ƒ�‹�ë�6�%�}�l�� �Á�¡�� �
�¡�T�m�%�¡�Ž�� �T�y�6� �‹�� �Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�‹�� �Á�T�Ê�}�� �‹�6�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �T�%
� �%���%�6�Á�%���b�T�m�T���¡�‹�¡�m�� �6�É�� �‹�à�¡�� �b�6�b� �
�T�‹�ë�6�%�� � �}�ë�%�Ì�� �T�%�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �}�T���b�
�¡�s�� �-�à�¡�%�� �‹�à�¡�� �}�T���b�
�¡
�}�ë�Ö�¡���ë�}���
�T�m�Ì�¡�l���‹�à�¡���ƒ�¡�%�‹�m�T�
���
�ë���ë�‹���‹�à�¡�6�m�¡�����b�m�6�½�ë�Ž�¡�}���T���Á�T�Ê���‹�6�����¡�T�}� �m�¡���‹�à�¡��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�Ê���T�}�}�6�›
�ƒ�ë�T�‹�¡�Ž���Á�ë�‹�à���T���b�T�m�T���¡�‹�¡�m���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�s���z�É���‹�à�¡���}�T���b�
�¡���}�ë�Ö�¡���ë�}���%�6�‹���
�T�m�Ì�¡�l���y� �‹���‹�à�¡���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���6�É
�‹�à�¡�� �b�6�b� �
�T�‹�ë�6�%�� �É�m�6���� �Á�à�ë�ƒ�à�� �‹�à�¡�� �}�T���b�
�¡�� �Á�T�}�� �Ž�m�T�Á�%�� �ë�}�� ���%�6�Á�%�� �•�¡�É�ƒ�¡�b�‹�� �É�6�m�� �‹�à�¡�� � �%���%�6�Á�%
�b�T�m�T���¡�‹�¡�m�•�l���‹�à�¡�%���Á�¡���ƒ�T�%��� �}�¡���b�m�6�b�¡�m�‹�ë�¡�}���6�É���‹�à�T�‹���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���‹�6�����¡�T�}� �m�¡���‹�à�¡��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�Ê
�T�}�}�6�ƒ�ë�T�‹�¡�Ž���Á�ë�‹�à���6� �m���b�6�ë�%�‹���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�s���%� �‹���Á�à�T�‹���ë�É���‹�à�¡���}�T���b�
�¡���}�ë�Ö�¡���ë�}���‹�6�6���}���T�
�
���‹�6���T�b�b�
�Ê���‹�à�¡
�ƒ�¡�%�‹�m�T�
���
�ë���ë�‹���‹�à�¡�6�m�¡���l���T�%�Ž���Á�¡���à�T�½�¡���%�6���ë�Ž�¡�T���T�y�6� �‹���‹�à�¡���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���É�T���ë�
�Ê���6�É���‹�à�¡���b�T�m�¡�%�‹
�b�6�b� �
�T�‹�ë�6�%�t���è�¡�›�}�T���b�
�ë�%�Ì���‹�¡�ƒ�à�%�ë�i� �¡�}���Á�¡�m�¡���ë�%�‹�m�6�Ž� �ƒ�¡�Ž���‹�6���T�Ž�Ž�m�¡�}�}���‹�à�ë�}���}�ƒ�¡�%�T�m�ë�6�s

�è�¡�›�}�T���b�
�ë�%�Ì���‹�¡�ƒ�à�%�ë�i� �¡�}���T�m�¡���b�T�m�T���¡�‹�¡�m���¡�}�‹�ë���T�‹�ë�6�%���‹�¡�ƒ�à�%�ë�i� �¡�}���‹�à�T�‹��� �}�¡���}� �y�›�}�T���b�
�¡�}���6�É
�T�%���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���}�T���b�
�¡�s���z�%���‹�à�ë�}���}�¡�ƒ�‹�ë�6�%�l���Á�¡���Á�ë�
�
���Ž�ë�}�ƒ� �}�}���‹�à�¡���y�6�6�‹�}�‹�m�T�b���T�%�Ž���ÿ�T�ƒ�����%�ë�É�¡�����¡�‹�à�›
�6�Ž�}���ë�%���}�6���¡���Ž�¡�‹�T�ë�
�s��
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�þ�à�¡���%�6�6�‹�}�‹�m�T�b

�7�¡�%�6�‹�¡�� �T�%�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �}�T���b�
�¡�� �y�Ê��° = x1, ƒ, x n �s�� �þ�à�¡�� �y�6�6�‹�}�‹�m�T�b�� �m�¡�›�}�T���b�
�ë�%�Ì�� �b�m�6�ƒ�¡�Ž� �m�¡
�ƒ�à�6�6�}�¡�}��n���%� ���y�¡�m�}���É�6�m���‹�à�¡���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���}�T���b�
�¡���6�%�¡���T�É�‹�¡�m���‹�à�¡���6�‹�à�¡�m���T�%�Ž���Á�ë�‹�à���m�¡�b�
�T�ƒ�¡���¡�%�‹�s
�b�6�m���¡�É�T���b�
�¡�l���ë�É���‹�à�¡���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���}�T���b�
�¡���ë�}��1, 2, 3, 4, 5 �l���‹�à�¡�%���T���y�6�6�‹�}�‹�m�T�b���}�T���b�
�¡���ƒ�6� �
�Ž���y�¡
5, 1, 1, 3, 2 �s�� �þ�à�ë�}�� �b�m�6�ƒ�¡�Ž� �m�¡�� �ë�}�� �m�¡�b�¡�T�‹�¡�Ž�� �T���ê�É�¡�Ž�� �%� ���y�¡�m�� �6�É�� �‹�ë���¡�}�l�� �Á�à�ë�ƒ�à�� �ë�}�� �}�¡�‹�� �ë�%

�T�Ž�½�T�%�ƒ�¡�s�� �þ�à�¡�� �‹�T�y�
�¡�� �y�¡�
�6�Á�� �}�à�6�Á�}�� �T�%�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �}�T���b�
�¡�� �T�
�6�%�Ì�� �Á�ë�‹�à�� �‹�¡�%�� �y�6�6�‹�}�‹�m�T�b�� �}�T���›
�b�
�¡�}�s����

�����è�T�%�Ž�6�����ò�T���b�
�¡���6�É���b�ë�½�¡���¥� ���y�¡�m�}���T�%�Ž���þ�¡�%���%�6�6�‹�}�‹�m�T�b���ò�T���b�
�¡�}

° ���s�ÿ ���s�� ���s�� ���s�� ���s��

° 1 ���s�� ���s�� ���s�� ���s�� ���s��

° 2 ���s�� ���s�� ���s�� ���s�� ���s�ÿ

° 3 ���s�� ���s�� ���s�ÿ ���s�ÿ ���s��

° 4 ���s�� ���s�� ���s�ÿ ���s�ÿ ���s��

° 5 ���s�� ���s�� ���s�� ���s�� ���s��

° 6 ���s�� ���s�ÿ ���s�ÿ ���s�� ���s��

° 7 ���s�� ���s�� ���s�� ���s�� ���s��

° 8 ���s�� ���s�� ���s�� ���s�ÿ ���s��

° 9 ���s�� ���s�ÿ ���s�� ���s�� ���s��

° 10 ���s�� ���s�� ���s�� ���s�� ���s��

�ò�T�Ê�� �Á�¡�� �Á�T�%�‹�� �‹�6�� �ƒ�6���b� �‹�¡�� �‹�à�¡�� ���¡�T�%�� �6�É�� �‹�à�¡�� �b�6�b� �
�T�‹�ë�6�%�� �É�m�6���� �Á�à�ë�ƒ�à�� �‹�à�¡�� �Ž�T�‹�T�� �Á�¡�m�¡
�6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�s���¶�%�¡���b�6�ë�%�‹���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���Á�6� �
�Ž���y�¡���‹�à�¡���}�T���b�
�¡�����¡�T�%��� �}�ë�%�Ì���‹�à�¡���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���}�T���b�
�¡

x =
7.0+2.9 + 2.3 + 5.5 + 7.2

5
= 4.98
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�¶�m�Ž�¡�m�¡�Ž���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�}

�þ�à�ë�}���ë�}���T�%���6�m�Ž�¡�m�ë�%�Ì���6�É
�m�T�%�Ž�6�����½�T�m�ë�T�y�
�¡�}���ë�%
�%�6�%�›�Ž�¡�}�ƒ�¡�%�Ž�ë�%�Ì
�6�m�Ž�¡�m�s

�þ�6�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� � �}�ë�%�Ì�� �‹�à�¡�� �y�6�6�‹�}�‹�m�T�b�� ���¡�‹�à�6�Ž�l�� �Á�¡�� �Á�6� �
�Ž�� �ƒ�6���b� �‹�¡�� �‹�à�¡�� ���¡�T�%�� �6�É�� �¡�T�ƒ�à�� �6�É�� �‹�à�¡
�y�6�6�‹�}�‹�m�T�b���}�T���b�
�¡�}���•�m�¡�}� �
�‹�}���}�à�6�Á�%���ë�%���‹�T�y�
�¡���y�¡�
�6�Á�•���T�%�Ž���‹�à�¡�%���ƒ�6���b� �‹�¡���‹�à�¡�����¡�T�%���6�É���‹�à�¡�}�¡
���¡�T�%�}�s

x(boot =
1
10 „

b = 1

10
x b =

4.04+4.12 + …+ 4.56
10

= 4.886

�ò�T���b�
�¡���¡�¡�T�%�}���6�É���‹�à�¡���%�6�6�‹�}�‹�m�T�b���ò�T���b�
�¡�}���É�m�6�����‹�à�¡���á�m�¡�½�ë�6� �}���þ�T�y�
�¡

x 1 x 2 x 3 x 4 x 5 x 6 x 7 x 8 x 9 x 10

���s�ÿ�� ���s���� ���s���� ���s���� ���s�ÿ�� ���s���� ���s�ÿ�ÿ ���s���� ���s���� ���s����

�þ�à�¡���y�¡�%�¡�ê�‹���6�É�� �à�T�½�ë�%�Ì�� �‹�à�¡�}�¡�� �•�‹�¡�%�•�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}�l�� �ë�}�� �‹�à�T�‹�� �Á�¡�� �ƒ�T�%��� �}�¡�� �‹�à�¡���� �‹�6���ê�Ì� �m�¡�� �6� �‹�� �‹�à�¡
� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�Ê�� �T�}�}�6�ƒ�ë�T�‹�¡�Ž�� �Á�ë�‹�à�� �‹�à�¡���ê�%�T�
�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡��x(boot) �s�� �z�%�� �6� �m�� �ƒ�T�}�¡�l�� �Á�¡�� �ƒ�6���b� �‹�¡�� �‹�à�¡
�}�i� �T�m�¡�Ž���}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž���¡�m�m�6�m���6�É���‹�à�¡���y�6�6�‹�}�‹�m�T�b���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���T�}���É�6�
�
�6�Á�}�k

SE x boot
2 =

1
10 „

b = 1

10
x b ˆ x

2

=
4.04ˆ 4.98 2 + 4.12ˆ 4.98 2 + … 4.56ˆ 4.98 2

10
= = 0.925

�¡�i� �ë�½�T�
�¡�%�‹�
�Ê�l���Á�¡���à�T�½�¡��SE x boot = 0.925 = 0.9618�s

�q�¡�m�¡�� �ë�}�� �T�� �}� �����T�m�Ê�� �6�É�� �‹�à�¡�� �Ì�¡�%�¡�m�T�
�� �T�b�b�m�6�T�ƒ�à�� � �}�ë�%�Ì�� �T�%�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �}�T���b�
�¡�� �Ì�ë�½�¡�%�� �y�Ê
° = x1, ƒ, x n ��� �}�ë�%�Ì��B���y�6�6�‹�}�‹�m�T�b���}�T���b�
�¡�}�s���b�ë�m�}�‹�l���ƒ�6���b� �‹�¡���‹�à�¡���b�6�ë�%�‹���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���6�É���‹�à�¡���‹�T�m�›
�Ì�¡�‹���b�T�m�T���¡�‹�¡�m��‡���T�%�Ž���Ž�¡�%�6�‹�¡���ë�‹���y�Ê��‡�s���¥�¡�É�‹�l���É�6�m���¡�T�ƒ�à��b���É�m�6����1���‹�6��B�l���ƒ�6���b� �‹�¡���‹�à�¡���y�6�6�‹�}�‹�m�T�b
�b�6�ë�%�‹���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}��‡

b ���É�m�6����° b = xi1
, xi2

, ƒ, x in ���Á�à�¡�m�¡��i j���T�m�¡���Ž�m�T�Á�%���É�m�6����1, ƒ, n ���Á�ë�‹�à
�¡�i� �T�
�� �b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê�� �T�%�Ž�� �Á�ë�‹�à�� �m�¡�b�
�T�ƒ�¡���¡�%�‹�s�� �¥�¡�É�‹�l�� �ƒ�6���b� �‹�¡�� �‹�à�¡�� � �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�Ê�� �6�É�� �‹�à�¡�� �6�m�ë�Ì�ë�%�T�

�b�6�ë�%�‹���¡�}�‹�ë���T�‹�¡��� �}�ë�%�Ì���‹�à�¡���y�6�6�‹�}�‹�m�T�b���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}���T�}���‹�à�¡���}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž���¡�m�m�6�m��� �}�ë�%�Ì���‹�à�¡���É�6�m��� �
�T

SE ‡ boot =
1
B „

b = 1

B
‡

b
ˆ ‡

2

�b�6�m�� �T�� �m�T�%�Ž�6���� �}�T���b�
�¡�� �6�É��X1, ƒ, X 10�l�� �‹�à�¡���6�m�Ž�¡�m�¡�Ž�� �}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�}�� �T�m�¡�� �Ì�ë�½�¡�%�� �y�Ê��X 1 , ƒ, X 10
�Á�à�¡�m�¡��X 1 µ X 2 µ … µ X 10 �s�� �þ�à�¡�� ���T�É�ë��� ���� �ë�}�� �‹�à� �}�l��Xmax = X 10 �l�� �T�%�Ž�� �‹�à�¡�� ���ë�%�ë��� ��
�ë�}��Xmin = X 1 �s
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�7�¡�
�¡�‹�¡�›�����ÿ�T�ƒ�����%�ë�É�¡
�m�¡�b�
�ë�ƒ�T�‹�¡

�þ�à�ë�}���}� �y�›�}�T���b�
�¡���ë�}
�6�y�‹�T�ë�%�¡�Ž���y�Ê

�m�¡���6�½�¡�Ž���6�%�¡���½�T�
� �¡
�É�m�6�����T���Ì�ë�½�¡�%���}�T���b�
�¡�s

�F�É�T���b�
�¡�����s���s��
�
 �}�¡���‹�à�¡���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���}�T���b�
�¡���‹�6�Ì�¡�‹�à�¡�m���Á�ë�‹�à���‹�à�¡���‹�¡�%���y�6�6�‹�}�‹�m�T�b���}�T���b�
�¡�}���‹�6���ê�%�Ž���‹�à�¡���y�6�6�‹�}�‹�m�T�b
�¡�}�‹�ë���T�‹�¡���6�É���‹�à�¡�����T�É�ë��� ���l��Xmax = X 5 �s

�ò�6�
� �‹�ë�6�%
�b�ë�m�}�‹�� �Á�¡�� �ƒ�6���b� �‹�¡�� �‹�à�¡�� �b�6�ë�%�‹�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �É�m�6���� �‹�à�¡�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �}�T���b�
�¡�k��xmax = 7 . 2�s�� �¥�¡�É�‹�l�� �Á�¡
�ƒ�6���b� �‹�¡���‹�à�¡���b�6�ë�%�‹���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}���É�m�6�����‹�à�¡���‹�¡�%���y�6�6�‹�}�‹�m�T�b���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}�s���þ�à�¡�}�¡���T�m�¡���ÿ� �}�‹���‹�à�¡�����T�É�›
�ë��� ���}���É�m�6�����¡�T�ƒ�à���6�É���‹�à�¡���}�T���b�
�¡�}���•�}�¡�¡���‹�T�y�
�¡���y�¡�
�6�Á�•�s

�ò�T���b�
�¡���¡�T�É���6�É���‹�à�¡���%�6�6�‹�}�‹�m�T�b���ò�T���b�
�¡�}

���s���ÿ ���s�ÿ�ÿ ���s�ÿ�ÿ ���s���ÿ ���s���ÿ ���s���ÿ ���s���ÿ ���s���ÿ ���s�ÿ�ÿ ���s���ÿ

�þ�à�¡���}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž���¡�m�m�6�m���½�ë�T���y�6�6�‹�}�‹�m�T�b���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê���‹�à�¡���¡�i� �T�‹�ë�6�%���y�¡�
�6�Á�k

SE xmax boot =
1
10 „

b = 1

10
xmax

b ˆ xmax
2

=
1
10

7.20ˆ 7.20 2 + 7.00ˆ 7.20 2 + …+ 7.20ˆ 7.20 2

=0.7733

�z�%�� �b�m�T�ƒ�‹�ë�ƒ�¡�l��B = 10 �� �y�6�6�‹�}�‹�m�T�b�� �}�T���b�
�¡�}�� ���ë�Ì�à�‹�� �%�6�‹�� �y�¡���}� �É�ê�ƒ�ë�¡�%�‹�s�� �¶�%�� �‹�à�¡�� �6�‹�à�¡�m�� �à�T�%�Ž�l�� �T
�}�T���b�
�¡���6�É���}�ë�Ö�¡��12���Á�6� �
�Ž���à�T�½�¡���T���‹�6�‹�T�
���6�É���T�y�6� �‹�����s�������ë�
�
�ë�6�%���y�6�6�‹�}�‹�m�T�b���}� �y�›�}�T���b�
�¡�}���Á�à�ë�ƒ�à
���T���¡�}�� � �}�ë�%�Ì�� �T�
�
�� �b�6�}�}�ë�y�
�¡�� �y�6�6�‹�}�‹�m�T�b�� �}�T���b�
�¡�}�� �ƒ�6���b� �‹�T�‹�ë�6�%�T�
�
�Ê�� �ë�%�É�¡�T�}�ë�y�
�¡�s�� �
�}� �T�
�
�Ê�l
�y�¡�‹�Á�¡�¡�%��B = 30���‹�6��B = 100���}� �É�ê�ƒ�¡���É�6�m���b�m�T�ƒ�‹�ë�ƒ�T�
���T�b�b�
�ë�ƒ�T�‹�ë�6�%�}�s

�þ�à�¡���•�T�ƒ�����%�ë�É�¡

�e�ë�½�¡�%���T�%���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���}�T���b�
�¡��° = x1, x2, ƒ, x n �l���‹�à�¡���Ž�¡�
�¡�‹�¡�›�����ÿ�T�ƒ�����%�ë�É�¡���m�¡�b�
�ë�ƒ�T�‹�¡���ë�}���T���}� �y�›
�}�T���b�
�¡�� �6�É�� �‹�à�¡�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �Ž�T�‹�T�� �Á�ë�‹�à�� �6�%�¡�� �Ž�T�‹�T�� �b�6�ë�%�‹�� �Ž�¡�
�¡�‹�¡�Ž�s�� �b�6�m�� �¡�É�T���b�
�¡�l
° ˆ 1 = x2, ƒ, x n ���ë�}���6�%�¡���6�É���‹�à�¡�}�¡���ÿ�T�ƒ�����%�ë�É�¡���m�¡�b�
�ë�ƒ�T�‹�¡�}���T�%�Ž��° ˆ 3 = x1, x2, x4, ƒ, x n ���ë�}
�T�%�6�‹�à�¡�m���6�%�¡�s���þ�à�¡�m�¡���T�m�¡���T���‹�6�‹�T�
���6�É��n���ÿ�T�ƒ�����%�ë�É�¡���m�¡�b�
�ë�ƒ�T�‹�¡�}�k

° ˆ i = x1, ƒ, x i ˆ 1, xi + 1 , ƒ, x n , “for“i = 1, ƒ, n

�ò� �b�b�6�}�¡���‹�à�T�‹��g: ” n ” ���ë�}���T���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���‹�à�T�‹���ƒ�6���b� �‹�¡�}���T���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ��‡ = g ° = g x1, ƒ, x n ���‹�6
�¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �T�%�� �T�%�� � �%���%�6�Á�%�� �b�T�m�T���¡�‹�¡�m��‡�s�� �þ�à�¡�� �ƒ�6�m�m�¡�}�b�6�%�Ž�ë�%�Ì�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%��g: ” n ˆ 1 ” �� �ƒ�6���›
�b� �‹�¡�}�� �T�%�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡��‡ ˆ i �� �y�Ê�� �T�b�b�
�Ê�ë�%�Ì��g�� �‹�6�� �T�� �ÿ�T�ƒ�����%�ë�É�¡�� �m�¡�b�
�ë�ƒ�T�‹�¡��° ˆ i �x
‡ ˆ i = g ° ˆ i = g x1, ƒ, x i ˆ 1, xi + 1 , ƒ, x n �s

�ò� �b�b�6�}�¡���‹�à�T�‹��g • �� �ƒ�6���b� �‹�¡�}�� �‹�à�¡�� �}�T���b�
�¡�� ���¡�T�%�l�� �‹�à�¡�%��‡ = 1
n x1 + ƒ, x n �s�� �þ�à�¡�� �ƒ�6�m�m�¡�›

�}�b�6�%�Ž�ë�%�Ì���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%��g • �� �ƒ�6���b� �‹�¡�}�� �‹�à�¡�� �}�T���b�
�¡�� ���¡�T�%�� �6�%�� �‹�à�¡��n ˆ 1�� �b�6�ë�%�‹�}�� �É�m�6���� �T�� �ÿ�T�ƒ���›
���%�ë�É�¡�� �m�¡�b�
�ë�ƒ�T�‹�¡�k��‡ ˆ 1 = g ° ˆ 1 = 1

n ˆ 1 x2 + ƒ, x n �s�� �þ�à�¡�� �ÿ�T�ƒ�����%�ë�É�¡�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �6�É��‡�� �ë�}�� �‹�à�¡
�}�T���b�
�¡�����¡�T�%���6�É���T�
�
���‹�à�¡���ÿ�T�ƒ�����%�ë�É�¡���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}�k

���� �
�%�ë�‹����

�Á�Á�Á�s�ë� �y�à�s�Ž�¡



‡ • =
1
n „

i = 1

n
‡ ˆ i

�F�É�T���b�
�¡�����s���s��
�e�ë�½�¡�%���‹�à�¡���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���Ž�T�‹�T��3, 7, 1, 0, 4 ���É�m�6����X1, ƒ, X 5���ë�ë�Ž���ƒ�6�b�ë�¡�}���6�É��X, �¡�}�‹�ë���T�‹�¡��‡ = ‚ X2

�Á�ë�‹�à���‹�à�¡���ÿ�T�ƒ�����%�ë�É�¡�����¡�‹�à�6�Ž�s

�ò�6�
� �‹�ë�6�%
�ò�¡�‹��° = 3, 7, 1, 0, 4 ���s���þ�à�¡���}�T���b�
�¡�����6���¡�%�‹���½�ë�T���‹�à�ë�}���}�T���b�
�¡���Ì�ë�½�¡�}���T�%���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���6�É��‡�k

‡ =
1
5

32 + 72 + 1 2 + 0 2 + 4 2 = 15

�þ�à�¡���ê�½�¡���ÿ�T�ƒ�����%�ë�É�¡���m�¡�b�
�ë�ƒ�T�‹�¡�}���T�%�Ž���‹�à�¡�ë�m���ƒ�6�m�m�¡�}�b�6�%�Ž�ë�%�Ì���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}���T�m�¡

° ˆ 1 = 7, 1, 0, 4 ‡ ˆ 1 =
1
4

72 + 12 + 0 2 + 4 2 = 13.2

° ˆ 2 = 3, 1, 0, 4 ‡ ˆ 2 =
1
4

32 + 12 + 0 2 + 4 2 = 5.2

° ˆ 3 = 3, 7, 0, 4 ‡ ˆ 3 =
1
4

32 + 72 + 0 2 + 4 2 = 14.8

° ˆ 4 = 3, 7, 1, 4 ‡ ˆ 4 =
1
4

32 + 72 + 1 2 + 4 2 = 15

° ˆ 5 = 3, 7, 1, 0 ‡ ˆ 5 =
1
4

32 + 72 + 1 2 + 0 2 = 11.8

�b�ë�%�T�
�
�Ê�l���‹�à�¡���ÿ�T�ƒ�����%�ë�É�¡���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

‡ • =
1
5

‡ ˆ 1 + ƒ + ‡ ˆ 5

=
1
5

13.2+5.2 + 14.8 + 15 + 11.8 = 12

�þ�à�¡���y�¡�%�¡�ê�‹���6�É���‹�à�¡���ÿ�T�ƒ�����%�ë�É�¡���m�¡�›�}�T���b�
�ë�%�Ì�����¡�‹�à�6�Ž���ë�}���‹�à�T�‹���Á�¡���T�m�¡���T�y�
�¡���‹�6���6�y�‹�T�ë�%���T�%���¡�}�‹�ë�›
���T�‹�¡���6�É���‹�à�¡��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�Ê���6�É���‹�à�¡���ÿ�T�ƒ�����%�ë�É�¡���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�l���}�6���¡�‹�à�ë�%�Ì���Á�¡���T�m�¡�%�w�‹���T�y�
�¡���‹�6���Ž�6���Á�ë�‹�à�›
�6� �‹�����6�m�¡�����%�6�Á�
�¡�Ž�Ì�¡���6�É���‹�à�¡���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���É�m�6�����Á�à�ë�ƒ�à���‹�à�¡���Ž�T�‹�T���Á�T�}���}�T���b�
�¡�Ž�s���-�¡�����¡�T�}� �m�¡
�‹�à�¡��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�Ê���T�}�}�6�ƒ�ë�T�‹�¡�Ž���Á�ë�‹�à���‹�à�¡���ÿ�T�ƒ�����%�ë�É�¡���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�l��‡ cot ��� �}�ë�%�Ì���‹�à�¡���ÿ�T�ƒ�����%�ë�É�¡���}�‹�T�%�Ž�›
�T�m�Ž���¡�m�m�6�m���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

SE ‡ jack =
n ˆ 1

n „
i = 1

n
‡ ˆ i ˆ ‡ •

2

�F�É�T���b�
�¡�����s���s��
�
 �}�¡���‹�à�¡���É�6�m��� �
�T���T�y�6�½�¡���É�6�m���‹�à�¡���ÿ�T�ƒ�����%�ë�É�¡���}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž���¡�m�m�6�m���‹�6���ƒ�6���b� �‹�¡���‹�à�¡���}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž���¡�m�m�6�m
�6�É���‹�à�¡���ÿ�T�ƒ�����%�ë�É�¡���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���É�6� �%�Ž���ë�%���¡�É�T���b�
�¡�����s���s���s

�á�6�ë�%�‹���F�}�‹�ë���T�‹�ë�6�%

�����
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�ò�6�
� �‹�ë�6�%
�q�¡�m�¡�� �Á�¡�� �à�T�½�¡��n = 5 �l��‡ ˆ 1 = 13.2, ‡ ˆ 2 = 5.2, ‡ ˆ 3 = 14.8, ‡ ˆ 4 = 15, ‡ ˆ 5 = 11.8�l
�T�%�Ž��‡ • = 12�k

SE ‡ jack =
4
5

13 . 2ˆ 12 2 + …+ 11 . 8ˆ 12 2

�Á�¡���Ì�ë�½�¡��SE ‡ jack = 7.187

�ò� �����T�m�Ê

�z�%���‹�à�ë�}��� �%�ë�‹���Á�¡���ë�%�‹�m�6�Ž� �ƒ�¡�Ž���Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�‹�����¡�‹�à�6�Ž�}���É�6�m���¡�}�‹�ë���T�‹�ë�%�Ì���b�T�m�T���¡�‹�¡�m�}�k�����¡�‹�à�6�Ž���6�É
���6���¡�%�‹�}�l�����¡�‹�à�6�Ž���6�É�����T�É�ë��� �����
�ë���¡�
�ë�à�6�6�Ž�l���6�m�Ž�ë�%�T�m�Ê���
�¡�T�}�‹���}�i� �T�m�¡�}���•�¶�•�ò�•�l���T�%�Ž���m�¡�›
�}�T���b�
�ë�%�Ì�����¡�‹�à�6�Ž�}�s���þ�à�¡�����¡�‹�à�6�Ž���6�É�����6���¡�%�‹�}�����¡�‹�à�6�Ž���m�¡�
�T�‹�¡�}���‹�à�¡�����6���¡�%�‹�}���6�É���T���Ž�ë�}�›
�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���Á�ë�‹�à���‹�à�¡���b�T�m�T���¡�‹�¡�m���6�É���ë�%�‹�¡�m�¡�}�‹���T�%�Ž���‹�à�¡�%��� �}�¡�}���‹�à�¡���}�T���b�
�¡�����6���¡�%�‹�}���‹�6���ê�%�Ž
�T�%���¡�}�‹�ë���T�‹�6�m�s���è�¡�ƒ�T�
�
���‹�à�T�‹���‹�à�¡��kth �����6���¡�%�‹���6�É���T���m�T�%�Ž�6�����½�T�m�ë�T�y�
�¡��X���ë�}��• k = ‚ Xk ���T�%�Ž
�Á�à�¡�%���Á�¡���à�T�½�¡���T���}�¡�i� �¡�%�ƒ�¡���6�É���ƒ�6�b�ë�¡�}�l��X1, ƒ, X n�l���‹�à�¡���}�T���b�
�¡�����6���¡�%�‹���¡�}�‹�ë���T�‹�6�m���ë�}
m k = 1

n „ i = 1
n X i

k�s���þ�à�¡���ƒ�6�m�m�¡�}�b�6�%�Ž�ë�%�Ì���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���Á�ë�‹�à���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���Ž�T�‹�T��x1, ƒ, x n���ë�}
m k = 1

n „ i = 1
n xi

k�s���ò� �b�b�6�}�¡���‹�à�T�‹���Á�¡���Á�T�%�‹���‹�6���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���T�%��� �%���%�6�Á�%���b�T�m�T���¡�‹�¡�m��‡
� �}�ë�%�Ì���‹�à�¡�����¡�‹�à�6�Ž���6�É�����6���¡�%�‹�}�s���-�¡���ê�%�Ž���T���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%��f���Á�à�ë�ƒ�à���m�¡�
�T�‹�¡�}���‹�à�¡�����6���¡�%�‹�}��• k

�‹�6��‡�l��‡ = f • 1 , • 2 , ƒ, • K ���T�%�Ž���‹�à�¡�%���‹�à�¡���¡�}�‹�ë���T�‹�6�m���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê
‡ = f m 1 , m 2 , ƒ, m K �s���b�ë�%�T�
�
�Ê�l���‹�à�¡���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���y�T�}�¡�Ž���6�%���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���Ž�T�‹�T���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê
‡ = f m 1 , m 2 , ƒ, m K �s

�¶�%�¡���ë���b�6�m�‹�T�%�‹���b�m�6�b�¡�m�‹�Ê���6�É���T�%�Ê���b�6�ë�%�‹���¡�}�‹�ë���T�‹�6�m���ë�}���Á�à�¡�‹�à�¡�m���6�m���%�6�‹���ë�‹���ë�}��� �%�y�ë�T�}�¡�Ž�k
‚ ‡ = ‡ �s���-�¡���}�à�6�Á�¡�Ž���‹�à�T�‹���}�6���¡�����¡�‹�à�6�Ž���6�É�����6���¡�%�‹���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}���T�m�¡��� �%�y�ë�T�}�¡�Ž���Á�à�ë�
�¡
�6�‹�à�¡�m�}���T�m�¡�%�w�‹�s���b�6�m���¡�É�T���b�
�¡�l���‹�à�¡���}�T���b�
�¡�����¡�T�%���¡�}�‹�ë���T�‹�6�m��X ���ë�}���T�%��� �%�y�ë�T�}�¡�Ž���¡�}�‹�ë���T�‹�6�m
�É�6�m���‹�à�¡�����¡�T�%���•• �•���6�É���T���e�T� �}�}�ë�T�%���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�s���%� �‹�l���‹�à�¡�����¡�‹�à�6�Ž���6�É�����6���¡�%�‹�}���¡�}�‹�ë���T�‹�6�m
�É�6�m���‹�à�¡���½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡��• 2���6�É���T���e�T� �}�}�ë�T�%���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���ë�}���%�6�‹��� �%�y�ë�T�}�¡�Ž���Á�à�¡�%���‹�à�¡���‹�à�¡�����¡�T�%���ë�}
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1
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i = 1

n ˆ 1
xi ˆ x

2
= 0.000633333

�þ�à�¡�� � �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�Ê�� �ë�}�� �T�y�6� �‹��0 . 0006�� �}�i� �T�m�¡�Ž�›�Ì�m�T���}�s�� �þ�à�¡�� �}�T���b�
�¡�� �}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž�� �Ž�¡�½�ë�T�‹�ë�6�%�� �ë�}�� �T�%
�¡�i� �ë�½�T�
�¡�%�‹�����¡�T�}� �m�¡�l���y� �‹���ë�%���‹�à�¡���}�T���¡��� �%�ë�‹�}���T�}���‹�à�¡�����¡�T�}� �m�¡���¡�%�‹�}���•�Ž�T�‹�T�•

�
�%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}

�����
�%�ë�‹����

�Á�Á�Á�s�ë� �y�à�s�Ž�¡



�ò�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
��� �%�ƒ�¡�m�›
�‹�T�ë�%�‹�Ê

�þ�à�ë�}���‹�Ê�b�¡���6�É��� �%�ƒ�¡�m�›
�‹�T�ë�%�‹�Ê���ë�}���T�}�}�6�ƒ�ë�T�‹�¡�Ž
�Á�ë�‹�à���‹�à�¡��� �%�Ž�¡�m�
�Ê�ë�%�Ì
�m�T�%�Ž�6���%�¡�}�}���ë�%���‹�à�¡

���¡�T�}� �m�¡���¡�%�‹���b�m�6�ƒ�›
�¡�}�}���6�m���‹�à�¡���i� �T�%�‹�ë�‹�Ê
�y�¡�ë�%�Ì�����¡�T�}� �m�¡�Ž�s���z�‹

�ƒ�T�%���y�¡���m�¡�Ž� �ƒ�¡���y�Ê
�ƒ�6�
�
�¡�ƒ�‹�ë�%�Ì�����6�m�¡���Ž�T�‹�T�s

s = s2 =
1

n ˆ 1 „
i = 1

n
xi ˆ x

2
= 0.0251661“
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�m�T�%�Ž�6���%�¡�}�}�� �T�}�}�6�ƒ�ë�T�‹�¡�Ž�� �Á�ë�‹�à�� �‹�à�¡�� �m�ë�%�Ì�� �6�m�� �‹�à�¡�� �}�ƒ�T�
�¡�s�� �á�¡�m�à�T�b�}�� �}���T�
�
�� �b�T�m�‹�ë�ƒ�
�¡�}�� �‹�à�T�‹�� �à�T�½�¡
�}�6���¡���Á�¡�ë�Ì�à�‹���T�m�¡���6�%���‹�6�b���6�É���‹�à�¡���}�ƒ�T�
�¡���6�m���T�‹�‹�T�ƒ�à�¡�Ž���‹�6���‹�à�¡���m�ë�%�Ì�s���
�%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}���Ž� �¡���‹�6���ë�%�à�¡�m�›
�¡�%�‹���m�T�%�Ž�6���%�¡�}�}���ë�%���‹�à�¡���Ž�T�‹�T���ë�‹�}�¡�
�É���ë�}���ƒ�T�
�
�¡�Ž���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�Ê�s

�z�É�� �‹�à�¡�� �Ž�ë�Ì�ë�‹�T�
�� �}�ƒ�T�
�¡�� �Á�T�}�� �%�6�‹�� �b�m�6�b�¡�m�
�Ê�� �ƒ�T�
�ë�y�m�T�‹�¡�Ž�l�� �‹�à�¡�%�� �‹�à�¡�� �¡�É�b�¡�m�ë���¡�%�‹�� �6�É�� �m�¡�b�¡�T�‹�¡�Ž�
�Ê
���¡�T�}� �m�ë�%�Ì���‹�à�¡���m�ë�%�Ì���Á�6� �
�Ž���y�¡���}� �y�ÿ�¡�ƒ�‹���‹�6���y�6�‹�à���}�Ê�}�‹�¡���T�‹�ë�ƒ���T�%�Ž���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}�s���z�%
�‹�à�ë�}���ƒ�T�}�¡�l���Á�¡���ƒ�6� �
�Ž���}� �����T�m�ë�Ö�¡���6� �m���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���T�}���É�6�
�
�6�Á�}�k

estimate  statistical uncertainty +   systematic uncertainty
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�l���}�Ê�}�‹�¡���T�‹�ë�ƒ��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}���ƒ�T�%���y�¡���m�¡�Ž� �ƒ�¡�Ž���y�Ê���T�ƒ�i� �ë�m�ë�%�Ì�����6�m�¡�����%�6�Á�
�¡�Ž�Ì�¡���T�%�Ž
�ë�%�ƒ�6�m�b�6�m�T�‹�ë�%�Ì���‹�à�ë�}�����%�6�Á�
�¡�Ž�Ì�¡���ë�%���‹�à�¡�����¡�T�}� �m�¡���¡�%�‹���b�m�6�ƒ�¡�}�}�s���ò�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}���ƒ�T�%
�y�¡���m�¡�Ž� �ƒ�¡�Ž���y�Ê���T�ƒ�i� �ë�m�ë�%�Ì�����6�m�¡���Ž�T�‹�T�s��

�ò�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}���T�m�¡���Ž�¡�ê�%�¡�Ž���y�Ê���‹�à�¡���½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡���•�T�%�Ž���}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž���Ž�¡�½�ë�T�‹�ë�6�%�•�s���•�¡�‹��X���y�¡
�T���m�T�%�Ž�6�����½�T�m�ë�T�y�
�¡�l���ë�‹�}���½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡���T�%�Ž���}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž���Ž�¡�½�ë�T�‹�ë�6�%���T�m�¡���Ž�¡�ê�%�¡�Ž���y�Ê

Š X : = ‚ X ˆ ‚ X 2 = ‚ X2 ˆ ‚ X 2

SD X : = = Š X
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�¡�}���‹�à�T�‹���T�m�¡���y�T�}�¡�Ž���6�%
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�Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�ƒ�¡���6�É���‹�Á�6���m�T�%�Ž�6�����½�T�m�ë�T�y�
�¡�}���ë�}���y�Ê���‹�à�¡�ë�m���ƒ�6�½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡�s���•�¡�‹��X1���T�%�Ž��X2���y�¡���‹�Á�6���m�T�%�›
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Cov X1, X2 : = ‚ X1 ˆ ‚ X1 X2 ˆ ‚ X2 = Cov X2, X1
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Š a1X1 + a2X2 = a 1
2• 1

2 + a2
2• 2
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�e�ë�½�¡�%���m�T�%�Ž�6�����½�T�m�ë�T�y�
�¡�}��X1���T�%�Ž��X2���Á�ë�‹�à��• 1

2 = 2 �l��• 2
2 = 3 �l���T�%�Ž��• 12 = ˆ 1�l���ƒ�6���b� �‹�¡���‹�à�¡���É�6�
�›
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���s Š X1 + X2
���s Š 10X1
���s Š 2X1 ˆ 3X2
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�}�ë�%�Ì���T���É�6�m��� �
�T���É�m�6�����T�y�6�½�¡�l���Á�¡���Ì�¡�‹��Š 10X1 = 102• 1
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Š 2X1 ˆ 3X2 = Š 2X1 + ˆ 3 X2 = 2 2• 1
2 + ˆ 3 2• 2

2 + 2 ˆ 3 • 12 = 4 • 2 + 9 • 3 + ˆ 6

ˆ 1 = 29
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• 2 =
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n2 • n• 2 =

• 2

n

�è�¡�ƒ�T�
�
�� �‹�à�T�‹�� �‹�à�¡�� �}�T���b�
�¡�� ���¡�T�%��X �� �ë�}�� �T�%�� � �%�y�ë�T�}�¡�Ž�� �¡�}�‹�ë���T�‹�6�m�� �6�É�� �‹�à�¡�� �b�6�b� �
�T�‹�ë�6�%�� ���¡�T�%
• 1 = • �s���-�à�¡�%���½�ë�¡�Á�¡�Ž���T�}���T�%���¡�}�‹�ë���T�‹�6�m�l���‹�à�¡���}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž���Ž�¡�½�ë�T�‹�ë�6�%���6�É��X ���ë�}���ƒ�T�
�
�¡�Ž���‹�à�¡���}�‹�T�%�Ž�›
�T�m�Ž�� �¡�m�m�6�m�� �6�É�� �‹�à�¡�� �}�T���b�
�¡�� ���¡�T�%�s�� �
�}�ë�%�Ì�� �‹�à�¡�� �m�¡�}� �
�‹�� �É�m�6���� �¡�i� �T�‹�ë�6�%�� �½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡�� �6�É�� �‹�à�¡�� �}�T���b�
�¡
���¡�T�%���¡�}�‹�ë���T�‹�6�m�l���Á�¡���à�T�½�¡

SE X =
• 2

n
=

•
n

�þ�à�¡�� �}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž�� �¡�m�m�6�m�� �6�É�� �T�%�� �¡�}�‹�ë���T�‹�6�m�� �ë�}�� �‹�à�¡�� �}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž�� �Á�T�Ê�� �6�É�� �m�¡�b�6�m�‹�ë�%�Ì�� �‹�à�¡�� � �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�Ê
�T�}�}�6�ƒ�ë�T�‹�¡�Ž�� �Á�ë�‹�à�� �ë�‹�s�� �-�à�¡�%�� �‹�à�¡�� �b�6�b� �
�T�‹�ë�6�%�� �}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž�� �Ž�¡�½�ë�T�‹�ë�6�%�� �•• �•�� �ë�}�� � �%���%�6�Á�%�l�� �Á�¡�� �ƒ�T�%
�m�¡�b�
�T�ƒ�¡��• 2���Á�ë�‹�à��sn

2�l���‹�à�¡���}�T���b�
�¡���½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡

SE X ‰SE X =
sn

n

�¥�6�%�
�ë�%�¡�T�m���b� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}

�ò�6���É�T�m�l���Á�¡���à�T�½�¡���Á�6�m���¡�Ž���Á�ë�‹�à���m�T�%�Ž�6�����½�T�m�ë�T�y�
�¡�}��X1, ƒ, X n�l���É�6�m���Á�à�ë�ƒ�à���‹�à�¡��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}���T�m�¡
���%�6�Á�%���T�%�Ž�� �ƒ�6���b� �‹�¡�Ž�� �‹�à�¡�� � �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}�� �6�É�� �
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A = 2 3

�¥�¡�É�‹�l��� �}�ë�%�Ì���‹�à�¡���É�6�m��� �
�T�l���Á�¡���Ì�¡�‹

Š Y = 2 3
3 2
2 4

2
3

= 2 3
12
16

= 72

�ò�6���¡�‹�ë���¡�}�l���Á�¡���à�T�½�¡�����6�m�¡���‹�à�T�%���6�%�¡�����¡�T�}� �m�¡���¡�%�‹���É�6�m���Á�à�ë�ƒ�à���Á�¡���%�¡�¡�Ž���‹�6���ê�%�Ž��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�›
�‹�ë�¡�}�s���b�6�m���¡�É�T���b�
�¡�l���ë�É���Á�¡���à�T�½�¡��Ñ = Y1, ƒ, Y m ���T�%�Ž��m�����¡�T�}� �m�¡���¡�%�‹�}�l���¡�T�ƒ�à���6�É���Á�à�ë�ƒ�à���T�m�¡
�
�ë�%�¡�T�m���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}���6�É���‹�à�¡��X i�w�}�l���}�T�Ê

Y1 = a11X1 + a 12X2 + …+ a 1nXn
Y2 = a 21X1 + a 22X2 + …+ a 2nXn
É
Ym = a m1X1 + a m2X2 + …+ a mnXn

�‹�à�¡�%�l���Á�¡���ƒ�T�%���Ž�¡�ê�%�¡���‹�à�¡�����T�‹�m�ë�É��A���y�Ê

�
�%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}

�����
�%�ë�‹����

�Á�Á�Á�s�ë� �y�à�s�Ž�¡



A =

a11 a12 … a1n

a21 a22 … a2n

É
am1 am2 … amn

�T�%�Ž���Á�m�ë�‹�¡���‹�à�¡���m�¡�
�T�‹�ë�6�%���T�}��Ñ = AÀ �s���þ�à�¡��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}���ƒ�6�%�‹�T�ë�%�¡�Ž���ë�%��Y���ƒ�T�%���‹�à�¡�%���y�¡���}� ���›
���T�m�ë�Ö�¡�� �y�Ê�� �ë�‹�}�� �6�Á�%�� �½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡�� �ƒ�6�½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡�� ���T�‹�m�ë�É�kŠ Ñ = V Ñ = AV À AT �s�� ���
�‹�à�6� �Ì�à�� �‹�à�¡�� �É�6�m�›
��� �
 �T�� �
�6�6���}�� �‹�à�¡�� �}�T���¡�� �T�}�� �y�¡�É�6�m�¡�l�� �‹�à�¡�� �m�¡�}� �
�‹�� �ë�}�� �%�6�‹�� �T�� �%� ���y�¡�m�� �y� �‹�� �T�� ���T�‹�m�ë�É�� �Á�ë�‹�à��m�� �m�6�Á�}
�T�%�Ž��m���ƒ�6�
� ���%�}�s

�F�É�T���b�
�¡�����s���s���ÿ
�•�¡�‹��Y1 = X1 + 2X 2�� �T�%�Ž��Y2 = 2X1 + X 2�l�� �Á�ë�‹�à��À = X1, X2 �� �à�T�½�ë�%�Ì�� �‹�à�¡�� �½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡�›�ƒ�6�½�T�›
�m�ë�T�%�ƒ�¡�����T�‹�m�ë�É

VÀ =
10 4
4 2

�
�}�¡���‹�à�¡�����T�‹�m�ë�É���‹�6���ƒ�6���b� �‹�¡��VÑ = Š Y ���É�6�m��Ñ = Y1, Y2 �s

�ò�6�
� �‹�ë�6�%
���}���y�¡�É�6�m�¡�l���Á�¡���Ž�¡�ê�%�¡���‹�à�¡�����T�‹�m�ë�É��A

1 2
2 1

�¥�¡�É�‹�l���Á�¡���T�b�b�
�Ê���‹�à�¡���É�6�m��� �
�T

VÑ =
1 2
2 1

10 4
4 2

1 2
2 1

=
1 2
2 1

2 16
0 ˆ 6

=
2 4
4 26

�z�%�� �‹�à�¡�� �¡�É�T���b�
�¡�� �T�y�6�½�¡�l�� �‹�à�¡�� �É�6�m��� �
�T�� �b�m�6�Ž� �ƒ�¡�Ž�� �T�
�
�� �‹�à�¡�� � �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}�� �Á�¡�� ���ë�Ì�à�‹�� �Á�T�%�‹�� �‹�6
���%�6�Á���T�y�6� �‹��Ñ �s���b�6�m���ë�%�}�‹�T�%�ƒ�¡�l��Š Y1 = 2 �l��Š Y2 = 26�l���T�%�Ž��Cov Y1, Y2 = 4 �s

�•�ë�%�¡�T�m�ë�Ö�T�‹�ë�6�%���6�É���¥�6�%�
�ë�%�¡�T�m���b� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}

�z�%���‹�à�¡�����6�}�‹���Ì�¡�%�¡�m�T�
���ƒ�T�}�¡�l���¡�T�ƒ�à���6�É���‹�à�¡���m�T�%�Ž�6�����½�T�m�ë�T�y�
�¡�}���ë�%��Ñ = Y1, ƒ, Y m ���T�m�¡���•�b�6�}�}�ë�›
�y�
�Ê�•���%�6�%�
�ë�%�¡�T�m���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}���ë�%��À = X1, ƒ, X n �s���z�%���‹�à�ë�}���ƒ�T�}�¡�l���Á�¡���Á�6� �
�Ž��� �}�¡���‹�à�¡���
�ë�%�¡�T�m���•�ê�m�}�‹�›
�6�m�Ž�¡�m�•���þ�T�Ê�
�6�m���T�b�b�m�6�É�ë���T�‹�ë�6�%�}���ƒ�¡�%�‹�¡�m�¡�Ž���T�‹���‹�à�¡�����¡�T�%�}��Ò= • 1, ƒ, • n ���6�É���‹�à�¡���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���ë�%��Ñ
�‹�6���6�y�‹�T�ë�%���‹�à�¡�����T�‹�m�ë�É

B =

¾11 ¾12 ¾13 … ¾1n

¾21 ¾22 ¾23 … ¾2n

É Ì
¾m1 ¾m2 ¾m3 … ¾mn

���� �
�%�ë�‹����

�Á�Á�Á�s�ë� �y�à�s�Ž�¡



�Á�à�¡�m�¡��¾ij : =
¾Yi
¾Xj Ò

�� �É�6�m��i = 1, ƒ, m �� �T�%�Ž��j = 1, ƒ, n �s�� �þ�à�¡�%�l�� �Á�¡�� �ƒ�T�%�� �T�b�b�m�6�É�ë���T�‹�¡�� �‹�à�¡�� �½�T�m�›
�ë�T�%�ƒ�¡�›�ƒ�6�½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡�����T�‹�m�ë�É��VÑ ���Á�ë�‹�à

VÑ ‰BVÀ BT

�F�É�T���b�
�¡�����s���s����
�•�¡�‹��Ñ = X1X2, X1/X 2 �s�� �e�ë�½�¡�%�� �‹�à�T�‹��VÀ =

20 ˆ 10
ˆ 10 10

�x�� �T�%�Ž��Ò= 1, 2 �� �É�6�m��À = X1, X2 �l
� �}�¡���‹�à�¡���T�b�b�m�6�É�ë���T�‹�ë�6�%���É�m�6�����‹�à�¡���É�6�m��� �
�T���T�y�6�½�¡���‹�6���T�b�b�m�6�É�ë���T�‹�¡��VÑ �s

�ò�6�
� �‹�ë�6�%
�b�ë�m�}�‹�l���Á�¡���ƒ�6���b� �‹�¡���‹�à�¡���¡�
�¡���¡�%�‹�}���ë�%��B�k��¾11 = • 2 = 2 �l��¾12 = • 1 = 1 �l��¾21 = 1/• 2 = 1/2 �l���T�%�Ž
¾22 = ˆ 1/4 �s���¥�¡�É�‹�l���Á�¡��� �}�¡���‹�à�¡���T�b�b�m�6�É�ë���T�‹�ë�6�%���É�6�m��� �
�T

VÑ ‰
2 1
1
2

ˆ
1
4

20 ˆ 10
ˆ 10 10

2
1
2

1 ˆ
1
4

=
2 1
1
2

ˆ
1
4

30
25
2

ˆ 10 ˆ
15
2

=
50

35
2

35
2

65
8

�ò� �����T�m�Ê

�z�%���‹�à�ë�}��� �%�ë�‹�l���Á�¡���Ž�¡�ê�%�¡�Ž���T�%�Ž���Ž�ë�}�ƒ� �}�}�¡�Ž���‹�Á�6���b�m�ë���T�m�Ê���‹�Ê�b�¡�}���6�É��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}�k���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�

�T�%�Ž���}�Ê�}�‹�¡���T�‹�ë�ƒ�s���-�¡���
�¡�T�m�%�¡�Ž���‹�à�T�‹���}�Ê�}�‹�¡���T�‹�ë�ƒ��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}���T�m�ë�}�¡���É�m�6����� �%�ƒ�6�m�m�¡�ƒ�‹�¡�Ž
�¡�m�m�6�m�}���Á�à�¡�%���6�y�‹�T�ë�%�ë�%�Ì�����¡�T�}� �m�¡���¡�%�‹�}���T�%�Ž���ƒ�T�%�%�6�‹���y�Ê���m�¡�Ž� �ƒ�¡�Ž���y�Ê���ƒ�6�
�
�¡�ƒ�‹�ë�%�Ì�����6�m�¡
�Ž�T�‹�T�s���ò�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}���T�m�ë�}�¡���É�m�6�����‹�à�¡���ë�%�à�¡�m�¡�%�‹���m�T�%�Ž�6���%�¡�}�}���T�}�}�6�ƒ�ë�T�‹�¡�Ž���Á�ë�‹�à
�‹�à�¡�����¡�T�}� �m�¡�Ž���i� �T�%�‹�ë�‹�Ê���T�%�Ž���ƒ�T�%���y�¡���m�¡�Ž� �ƒ�¡�Ž���y�Ê���ƒ�6�
�
�¡�ƒ�‹�ë�%�Ì�����6�m�¡���Ž�T�‹�T���•���T���ë�%�Ì�����6�m�¡
���¡�T�}� �m�¡���¡�%�‹�}�•�s��

�
�%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}���T�m�¡���i� �T�%�‹�ë�ê�¡�Ž��� �}�ë�%�Ì���½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡���•�6�m���}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž���Ž�¡�½�ë�T�‹�ë�6�%�•���T�%�Ž���m�¡�
�T�‹�ë�6�%�›
�}�à�ë�b�}���y�¡�‹�Á�¡�¡�%���‹�Á�6���½�T�m�ë�T�y�
�¡�}�l���i� �T�%�‹�ë�ê�¡�Ž���y�Ê���‹�à�¡�ë�m���ƒ�6�½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡�l���T�
�}�6���b�
�T�Ê�}���T���b�T�m�‹�s���z�É��X
�ë�}���T���m�T�%�Ž�6�����½�T�m�ë�T�y�
�¡�l���‹�à�¡�%���ë�‹�}���½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡���T�%�Ž���}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž���Ž�¡�½�ë�T�‹�ë�6�%���T�m�¡���Ž�¡�ê�%�¡�Ž���y�Ê

Š X = ‚ X ˆ ‚ X 2 = ‚ X2 ˆ ‚ X 2 . SD X = Š X

�b�6�m���‹�Á�6���m�T�%�Ž�6�����½�T�m�ë�T�y�
�¡�}��X1���T�%�Ž��X2�l���‹�à�¡���ƒ�6�½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡��Cov X1, X2 ���ë�}���Ž�¡�ê�%�¡�Ž���y�Ê

Cov X1, X2 = ‚ X1 ˆ ‚ X1 X2 ˆ ‚ X2

�
�%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�Ê���b�m�6�b�T�Ì�T�‹�ë�6�%���ë�}���6�É���ƒ�m� �ƒ�ë�T�
���ë���b�6�m�‹�T�%�ƒ�¡���ë�%���}�‹� �Ž�Ê�ë�%�Ì��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}�s���-�¡���T�m�¡���6�É�‹�¡�%
�ë�%�‹�¡�m�¡�}�‹�¡�Ž�� �ë�%�� �T�� �‹�m�T�%�}�É�6�m���¡�Ž�� �•�T�Ì�Ì�m�¡�Ì�T�‹�¡�•�� �i� �T�%�‹�ë�‹�Ê�� �y�T�}�¡�Ž�� �6�%�� ���¡�T�}� �m�T�y�
�¡�� �i� �T�%�‹�ë�‹�ë�¡�}�s�� �-�¡
�ƒ�T�%�� ���¡�T�}� �m�¡�� �‹�à�¡�� � �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}�� �T�}�}�6�ƒ�ë�T�‹�¡�Ž�� �Á�ë�‹�à�� �‹�à�¡�� ���¡�T�}� �m�¡�Ž�� �i� �T�%�‹�ë�‹�ë�¡�}�� �y� �‹�� �%�6�‹�� �‹�à�¡
� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�Ê���6�É���‹�à�¡���i� �T�%�‹�ë�‹�Ê���6�É���ë�%�‹�¡�m�¡�}�‹�s

�
�%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}

�����
�%�ë�‹����

�Á�Á�Á�s�ë� �y�à�s�Ž�¡



�z�%�� �}�¡�ƒ�‹�ë�6�%�� ���s���l�� �Á�¡�� �Ž�ë�}�ƒ� �}�}�¡�Ž�� �}�6���¡�� �É�6�m��� �
�T�}�� �‹�à�T�‹�� �ƒ�6���b� �‹�¡�� �à�6�Á�� � �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}�� �ë�%�� �‹�à�¡
�i� �T�%�‹�ë�‹�ë�¡�}���6�É�� �ë�%�‹�¡�m�¡�}�‹�� �•�‹�m�T�%�}�É�6�m���¡�Ž�� �i� �T�%�‹�ë�‹�ë�¡�}�•�� �T�m�¡�� �y�T�}�¡�Ž�� �6�%�� �‹�à�¡�� � �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}�� �6�É�� �‹�à�¡
� �%�Ž�¡�m�
�Ê�ë�%�Ì�����¡�T�}� �m�¡�Ž���i� �T�%�‹�ë�‹�ë�¡�}�s���z�%���‹�à�¡���ƒ�T�}�¡���Á�à�¡�m�¡���‹�à�¡���i� �T�%�‹�ë�‹�Ê���6�É���ë�%�‹�¡�m�¡�}�‹���Á�T�}���T���
�ë�%�¡�T�m
�‹�m�T�%�}�É�6�m���T�‹�ë�6�%���6�É���‹�à�¡��� �%�Ž�¡�m�
�ë�%�Ì���i� �T�%�‹�ë�‹�ë�¡�}�l���Á�¡���Ì�T�½�¡���¡�É�T�ƒ�‹���É�6�m��� �
�T�}���É�6�m���‹�à�¡��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�Ê
�6�É���‹�à�¡���i� �T�%�‹�ë�‹�Ê���6�É���ë�%�‹�¡�m�¡�}�‹�s���z�%���‹�à�¡���ƒ�T�}�¡���Á�à�¡�m�¡���‹�à�¡���‹�m�T�%�}�É�6�m���T�‹�ë�6�%���Á�T�}���%�6�%�
�ë�%�¡�T�m�l���Á�¡���Ì�T�½�¡
�T�� �}�ë���ë�
�T�m�� �É�6�m��� �
�T�� �‹�à�T�‹�� �T�b�b�m�6�É�ë���T�‹�¡�}�� �‹�à�¡�� � �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�Ê�� �6�É�� �‹�à�¡�� �i� �T�%�‹�ë�‹�Ê�� �6�É�� �ë�%�‹�¡�m�¡�}�‹�s�� �•�¡�‹
X1, ƒ, X n “�y�¡��n���m�T�%�Ž�6�����½�T�m�ë�T�y�
�¡�}�s���-�¡���}� �����T�m�ë�Ö�¡���‹�à�¡�ë�m��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}���T�%�Ž���Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�ƒ�ë�¡�}
�½�ë�T�� �‹�à�¡�� �½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡�›�ƒ�6�½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡�� ���T�‹�m�ë�É��VX�l�� �Á�à�¡�m�¡��À = X1, ƒ, X n �s�� �þ�à�ë�}�� ���T�‹�m�ë�É�� �ë�}��n ™ n
�Á�à�6�}�¡�� �Ž�ë�T�Ì�6�%�T�
�� �¡�
�¡���¡�%�‹�}�� �T�m�¡�� �‹�à�¡�� �½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡�}�� �6�É�� �‹�à�¡�� �m�T�%�Ž�6���� �½�T�m�ë�T�y�
�¡�}�� �T�%�Ž�� �6�É�É�� �Ž�ë�T�Ì�6�%�T�

�¡�%�‹�m�ë�¡�}���ƒ�6�%�‹�T�ë�%���‹�à�¡���ƒ�6�½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡���6�É���‹�à�¡���m�¡�}�b�¡�ƒ�‹�ë�½�¡���b�T�ë�m���•�m�6�Á�y�ƒ�6�
� ���%���%� ���y�¡�m�•���6�É���‹�à�¡���m�T�%�›
�Ž�6���� �½�T�m�ë�T�y�
�¡�}�s�� �b�6�m�� �T�%�Ê��m ™ n�� ���T�‹�m�ë�É��A�l�� �‹�à�¡�� �½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡�›�ƒ�6�½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡�� ���T�‹�m�ë�É�� �6�É��Y = AX �l
�Á�à�ë�ƒ�à���}� �����T�m�ë�Ö�¡�}���‹�à�¡��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�ë�¡�}���T�%�Ž���Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�ƒ�ë�¡�}���6�É���‹�à�¡���i� �T�%�‹�ë�‹�ë�¡�}���6�É���ë�%�‹�¡�m�¡�}�‹���ë�%
�‹�à�¡���m�T�%�Ž�6�����½�¡�ƒ�‹�6�m��Ñ = Y1, ƒ, Y m �l���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

VÑ = AV À AT

�þ�à�ë�}���ë�}���‹�à�¡���É�6�m��� �
�T���É�6�m���T���
�ë�%�¡�T�m���‹�m�T�%�}�É�6�m���T�‹�ë�6�%�s���z�É��Ñ = ÓÀ ���Á�à�¡�m�¡��f : ” n ” m���ë�}���T���•�b�6�}�›
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Ô ‡ = 0.2 G

=
Ô G ‡ = 0.2 Ô ‡ = 0.2

Ô G ‡ = 0.2 Ô ‡ = 0.2 + Ô G ‡ = 0.5 Ô ‡ = 0.5 + Ô G ‡ = 0.7 Ô ‡ = 0.7
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10
18

• 0.8 ‰0.4844
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Ô G ‡ = 0.5 =
2
10

• 0.5 +
10
18

• 0.5 ‰0.3778

Ô G ‡ = 0.7 =
2
10

• 0.7 +
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• 0.3 ‰0.3067
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Ô ‡ = 0.2 G =
0.4844 • 1/3

0.4844• 1/3 + 0.3778 • 1/3 + 0.3067 • 1 . 3
‰0.4144

�ò�ë���ë�
�T�m�
�Ê�l���Á�¡���ƒ�T�%���ƒ�6���b� �‹�¡���‹�à�¡���É�6�
�
�6�Á�ë�%�Ì�k

Ô ‡ = 0.5 G ‰0.3232
Ô ‡ = 0.7 G ‰0.2624
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Ô D ‡ = t = 0 . 4t + 0 . 7 1 ˆ t 4 0 . 6t + 0 . 3 1 ˆ t 6
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evidence = Ø
0

1
likelihood ™ prior

= Ø
0

1
Ô D ‡ = t • 1dt

= Ø
0

1
0.4t + 0.7 1 ˆ t 4 0.6t + 0.3 1 ˆ t 6 • 1dt

‰ 0.000737597
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post‡ t = Ô ‡ = t D

=
likelihood™prior

evidence

=
0.4t + 0.7 1 ˆ t 4 0.6t + 0.3 1 ˆ t 6
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�ë�Ö�ë�%�Ì���ƒ�6�%�›
�}�‹�T�%�‹�� �‹�6�� ���T���¡�� �}� �m�¡�� �‹�à�T�‹�� �‹�à�¡�� �b�6�}�‹�¡�m�ë�6�m���ë�}�� �T�� �½�T�
�ë�Ž�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�s�� ���}�� �}� �ƒ�à�l�� �ë�%���6� �m���ƒ�6���b� �‹�T�›
�‹�ë�6�%�}�l���Á�¡���ÿ� �}�‹���Á�T�%�‹���‹�6���ê�%�Ž���‹�à�¡���É�6�m�����6�É���‹�à�¡���b�6�}�‹�¡�m�ë�6�m���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���T�%�Ž���‹�à�¡�m�¡�É�6�m�¡���Á�¡���ƒ�T�%
�ë�Ì�%�6�m�¡�� �‹�à�¡�� �¡�½�ë�Ž�¡�%�ƒ�¡�� �‹�¡�m���� �T�%�Ž�� �6�%�
�Ê�� �ƒ�6�%�}�ë�Ž�¡�m�� �i� �T�%�‹�ë�‹�ë�¡�}�� �‹�à�T�‹�� �ë�%�½�6�
�½�¡�� �‹�à�¡�� �b�T�m�T���¡�‹�¡�m�� �6�É
�ë�%�‹�¡�m�¡�}�‹�s���F�i� �T�
�ë�‹�Ê���ë�}���m�¡�b�
�T�ƒ�¡�Ž���y�Ê���b�m�6�b�6�m�‹�ë�6�%�T�
�ë�‹�Ê�l���}�6���Á�¡���à�T�½�¡

post Ú € • ‡ • prior ‡

posterior Ú likelihood • prior

�¶�%�ƒ�¡�� �Á�¡�� �à�T�½�¡�� �‹�à�¡�� �É�6�m���� �6�É�� �‹�à�¡�� �b�6�}�‹�¡�m�ë�6�m�l�� �Á�¡�� �ƒ�T�%�� �ƒ�à�6�6�}�¡�� �‹�à�¡�� �ƒ�6�%�}�‹�T�%�‹�� �‹�à�T�‹�� ���T���¡�}�� �‹�à�¡
�b�6�}�‹�¡�m�ë�6�m���T���½�T�
�ë�Ž���á�¡�b���•�á�7�b�•�s���-�¡���Á�ë�
�
���%�¡�¡�Ž���‹�6��� �}�¡���‹�à�¡���%�¡�‹�T���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���ë�%���‹�à�¡���%�¡�É�‹���¡�É�T���›
�b�
�¡�s���è�¡�ƒ�T�
�
���‹�à�T�‹���ë�É��X Beta Û, Ü ���‹�à�¡�%���ë�‹�}���á�7�b���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

fX x =
Ý Û + Ü
Ý Û Ý Ü

xÛ ˆ 1 1 ˆ x Üˆ 1, 0 µ x µ 1

0, otherwise

�þ�à�¡�����¡�T�%���6�É���‹�à�¡���%�¡�‹�T���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê��Û
Û + Ü

�s

�F�É�T���b�
�¡�����s���s��
�¶� �m���Ì�6�T�
���ë�%���‹�à�ë�}���¡�É�T���b�
�¡���ë�}���‹�6���ê�%�Ž���T�%���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���É�6�m���‹�à�¡���b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê���6�É���à�¡�T�Ž�}�l��‡�l���6�É���T���•�b�6�}�›
�}�ë�y�
�Ê�� �y�ë�T�}�¡�Ž�•�� �ƒ�6�ë�%�s�� �-�¡�� �‹�6�}�}�� �T�� �ƒ�6�ë�%���ê�½�¡�� �‹�ë���¡�}�� �T�%�Ž�� �6�y�}�¡�m�½�¡��{H,��H,��T,��H,��T}�s�� ���}�}� ���¡�� �T
�b�m�ë�6�m���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���6�%��‡���‹�6���y�¡��‡ Beta 2, 2 �s���b�ë�%�Ž���‹�à�¡���b�6�}�‹�¡�m�ë�6�m���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���T�%�Ž���‹�à�¡���%�T�Ê�¡�}
�•���¡�T�%�•���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�l��‡Bayes�s

�ò�6�
� �‹�ë�6�%
�-�¡���}�‹�T�m�‹���y�Ê���Á�m�ë�‹�ë�%�Ì���Ž�6�Á�%���‹�à�¡���
�ë���¡�
�ë�à�6�6�Ž�s���-�¡���ƒ�T�%���¡�%�ƒ�6�Ž�¡���‹�à�¡���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���Ž�T�‹�T���T�}��X = 1 ���É�6�m
�à�¡�T�Ž�}���T�%�Ž��X = 0���É�6�m���‹�T�ë�
�}�s�����}���}� �ƒ�à�l��X Bernoulli ‡ ���T�%�Ž���ë�‹�}���á�¡�b���ë�}��fX x = ‡ x 1 ˆ ‡ 1 ˆ x�l
�É�6�m��x = 0, 1�� �T�%�Ž�� �Ö�¡�m�6�� �6�‹�à�¡�m�Á�ë�}�¡�s�� �þ�à�¡�m�¡�É�6�m�¡�l�� �6� �m�� �Ž�T�‹�T�� �ë�}��• = x1, ƒ, x 5 = 1, 1, 0, 1, 0
�T�%�Ž���‹�à�¡���
�ë���¡�
�ë�à�6�6�Ž���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

�%�T�Ê�¡�}�ë�T�%���z�%�É�¡�m�¡�%�ƒ�¡���T�%�Ž���¥�6�%�›�á�T�m�T���¡�‹�m�ë�ƒ���þ�¡�ƒ�à�%�ë�i� �¡�}

�����
�%�ë�‹����
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€ • ‡ = –
i = 1

5
f xi ‡

= –
i = 1

5
‡xi 1 ˆ ‡ 1 ˆ xi

= ‡„ i xi 1 ˆ ‡ 1 ˆ „ i xi

= ‡3 1 ˆ ‡ 2

�¥�¡�É�‹�l���Á�¡�����%�6�Á���‹�à�T�‹��‡ Beta 2, 2 �l���‹�à�¡�m�¡�É�6�m�¡���‹�à�¡���b�m�ë�6�m���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

prior ‡ Ú
‡ 1 ˆ ‡ , 0 µ ‡ µ 1
0, otherwise

�þ�à�¡���b�6�}�‹�¡�m�ë�6�m���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

post ‡ Ú ‡3 1 ˆ ‡ 2 • ‡ 1 ˆ ‡ = ‡4 1 ˆ ‡ 3

�¥�6�‹�ë�ƒ�¡���‹�à�T�‹���‹�à�¡���b�6�}�‹�¡�m�ë�6�m���‹�T���¡�}���‹�à�¡���É�6�m�����6�É���T���%�¡�‹�T���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�s���-�¡���ƒ�T�%���ë�%�É�¡�m���‹�à�¡���b�T�m�T���›
�¡�‹�¡�m�}���½�ë�T���b�T�‹�‹�¡�m�%�����T�ƒ�à�ë�%�¡��‡5 ˆ 1 1 ˆ ‡ 4 ˆ 1���‹�6���}�¡�¡���‹�à�T�‹���‹�à�¡���b�6�}�‹�¡�m�ë�6�m���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���6�É��‡���ë�}
Beta(5,��4)�s���F�É�b�
�6�m�¡���‹�à�¡���ê�Ì� �m�¡���y�¡�
�6�Á���É�6�m���‹�à�¡���
�ë���¡�
�ë�à�6�6�Ž�l���‹�à�¡���b�m�ë�6�m�l���T�%�Ž���‹�à�¡���b�6�}�‹�¡�m�ë�6�m���Ž�ë�}�›
�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�}�s���¥�6�Á�l��� �}�ë�%�Ì���‹�à�ë�}���b�6�}�‹�¡�m�ë�6�m�l���Á�¡���ƒ�T�%���Á�m�ë�‹�¡���‹�à�¡���%�T�Ê�¡�}�w�����¡�T�%���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���T�}

‡Bayes=
Û

Û + Ü
=

5
9

‰0.5556
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�b�6�m���‹�à�¡���¡�É�T���b�
�¡���T�y�6�½�¡�l���‹�à�¡���É�m�¡�i� �¡�%�‹�ë�}�‹���T�b�b�m�6�T�ƒ�à���Á�6� �
�Ž���à�T�½�¡���y�¡�¡�%���‹�6���¡�}�‹�ë���T�‹�¡��‡���½�ë�T���‹�à�¡
�¡�•�F�l���Á�à�ë�ƒ�à���ë�}��‡MLE = 3

5 = 0.6�s���þ�à�¡���b�m�ë�6�m���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���ë�}���‹�à�¡�����¡�T�%���6�É���‹�à�¡���b�m�ë�6�m���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%
�Á�à�ë�ƒ�à���ë�}��‡prior = 2

2 + 2 = 1
2 = 0.5�s�� �¥�6�‹�ë�ƒ�¡�� �‹�à�T�‹�� �‹�à�¡�� �%�T�Ê�¡�}�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �ë�}�� �y�¡�‹�Á�¡�¡�%�� �‹�à�¡�}�¡�� �‹�Á�6

�¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}�s���z�%���É�T�ƒ�‹�l���ë�‹���ë�}���‹�à�¡�ë�m���Á�¡�ë�Ì�à�‹�¡�Ž���T�½�¡�m�T�Ì�¡�k

‡Bayes=
5
9

=
5
9

•
3
5

+
4
9

•
1
2

=
5
9

‡MLE +
4
9

‡prior

�þ�à�ë�}�� �ë�}�� �%�6�‹�� �T�� �ƒ�6�ë�%�ƒ�ë�Ž�¡�%�ƒ�¡�s�� �-�6�m���ë�%�Ì�� �6� �‹�� �¡�É�T���b�
�¡�� ���s���s���� �ë�%���T�� ���6�m�¡�� �Ì�¡�%�¡�m�T�
�� �}�¡�‹�‹�ë�%�Ì�l�� �}�T�Ê�� �6� �m
�6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���Ž�T�‹�T�}�¡�‹���ë�}

• = 1, ƒ, 1
h times

, 0, ƒ, 0
n ˆ h “times

�T�%�Ž���‹�à�¡���b�m�ë�6�m���6�%��‡���ë�}��Beta Û, Ü �s���þ�à�¡���
�ë���¡�
�ë�à�6�6�Ž���ë�}

€ • ‡ = ‡h 1 ˆ ‡ n ˆ H

�T�%�Ž���‹�à�¡���b�m�ë�6�m���ë�}

�%�T�Ê�¡�}�ë�T�%���z�%�É�¡�m�¡�%�ƒ�¡���T�%�Ž���¥�6�%�›�á�T�m�T���¡�‹�m�ë�ƒ���þ�¡�ƒ�à�%�ë�i� �¡�}
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prior ‡ Ú ‡Û ˆ 1 1 ˆ ‡ Üˆ 1, 0 µ ‡ µ 1
0, otherwise

�þ�à�¡�m�¡�É�6�m�¡�l�� �T�}�� �¡�É�b�¡�ƒ�‹�¡�Ž�l�� �‹�à�¡�� �b�6�}�‹�¡�m�ë�6�m�� �É�6�
�
�6�Á�}��Beta h + Û, n ˆ h + Ü �s�� �þ�à�¡�� �%�T�Ê�¡�}�� �•���¡�T�%�•
�¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �ë�}��‡Bayes= h + Û

n + Û + Ü
�s���þ�à�¡�� �¡�•�F���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �ë�}��‡MLE = h

n
�l�� �T�%�Ž���‹�à�¡�� �b�m�ë�6�m���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �ë�}

‡prior = Û
Û + Ü

�s�� �b�ë�%�T�
�
�Ê�l�� �Á�¡�� �ƒ�T�%�� �Á�m�ë�‹�¡�� �‹�à�¡�� �%�T�Ê�¡�}�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �T�}�� �T�� �Á�¡�ë�Ì�à�‹�¡�Ž�� �}� ���� �6�É�� �‹�à�¡�� �¡�•�F
�T�%�Ž���b�m�ë�6�m���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}�k

‡Bayes=
n

n + Û + Ü
€

•
h
n

+
Û + Ü

n + Û + Ü
1 ˆ €

•
Û

Û + Ü
= €‡ MLE + 1 ˆ € ‡prior

�b�6�m��Û,��Ü,��n > 0�l���Á�¡�� �à�T�½�¡��0 < €, 1 ˆ € < 1 �s�� �þ�à�¡�m�¡�É�6�m�¡�l�� �ë�%�Ž�¡�¡�Ž�� �‹�à�¡�� �%�T�Ê�¡�}�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �ë�}
�y�¡�‹�Á�¡�¡�%���‹�à�¡���¡�•�F���T�%�Ž���b�m�ë�6�m���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}�s���þ�à�ë�}���ë�
�
� ���ë�%�T�‹�¡�}���T�%�Ž���ë���b�6�m�‹�T�%�‹���ƒ�à�T�m�T�ƒ�‹�¡�m�ë�}�‹�ë�ƒ�s���z�É��n
�ë�}�� �
�T�m�Ì�¡�� �•�Á�¡�� �à�T�½�¡�� �T�� �
�6�‹�� �6�É�� �Ž�T�‹�T�•�l�� �‹�à�¡�%��€�� �ë�}�� �ƒ�
�6�}�¡�� �‹�6��1�� �T�%�Ž��1 ‘ €�� �ë�}�� �ƒ�
�6�}�¡�� �‹�6�� �Ö�¡�m�6�l�� �}�6�� �‹�à�¡
�%�T�Ê�¡�}���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���ë�}���ƒ�
�6�}�¡���‹�6���‹�à�¡���¡�•�F�s���¶�%���‹�à�¡���6�‹�à�¡�m���à�T�%�Ž�l���ë�É���Á�¡���Ž�6�%�w�‹���à�T�½�¡����� �ƒ�à���Ž�T�‹�T���•n���ë�}
�}���T�
�
���m�¡�
�T�‹�ë�½�¡���‹�6��Û + ��Ü�•�l���‹�à�¡�%��€���ë�}���}���T�
�
�l���T�%�Ž��1 ‘ €���ë�}���ƒ�
�6�}�¡���‹�6��1,���T�%�Ž���‹�à�¡���%�T�Ê�¡�}���¡�}�‹�ë���T�‹�¡
�ë�}���ƒ�
�6�}�¡���‹�6���‹�à�¡���b�m�ë�6�m�s���þ�à�¡���ê�Ì� �m�¡���y�¡�
�6�Á���}�à�6�Á�}���‹�à�¡���¡�•�F���T�%�Ž���b�m�ë�6�m���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}���‹�6�Ì�¡�‹�à�¡�m���Á�ë�‹�à
�‹�à�¡���%�T�Ê�¡�}���•���¡�T�%�•���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���É�6�m���½�T�m�ë�6� �}���}�T���b�
�¡���}�ë�Ö�¡�}�s���þ�à�¡���ƒ�6���b� �‹�¡�Ž���½�T�
� �¡���É�m�6�����¡�É�T���b�
�¡
���s���s�����ë�}���}�à�6�Á�%���T�}���Á�¡�
�
�s

�¶�%�¡���‹�à�¡���6�‹�à�¡�m���à�T�%�Ž�l���É�6�m���T���ê�É�¡�Ž���}�T���b�
�¡���}�ë�Ö�¡�l���‹�à�¡���b�T�m�T���¡�‹�¡�m�}���6�É���‹�à�¡���b�m�ë�6�m���T�
�}�6���T�É�É�¡�ƒ�‹���‹�à�¡
�%�T�Ê�¡�}���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�s���þ�à�¡���ê�Ì� �m�¡���y�¡�
�6�Á���}�à�6�Á�}���‹�à�¡���%�T�Ê�¡�}���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���½�¡�m�}� �}��Û + Ü���Á�ë�‹�à��Û = Ü���É�6�m
�T���ê�É�¡�Ž���}�T���b�
�¡���6�É���}�ë�Ö�¡��n = 5���T�%�Ž���}� �����6�É���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���½�T�
� �¡�}��„ xi = 3�l���T�}���ë�%���¡�É�T���b�
�¡�����s���s
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�þ�à�ë�}���Ž�¡�ƒ�6���b�6�}�ë�‹�ë�6�%���6�É���‹�à�¡���%�T�Ê�¡�}���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���ë�}���%�6�‹��� �%�ë�i� �¡���‹�6���‹�à�¡���%�¡�m�%�6� �
�
�ë�›�%�¡�‹�T���ƒ�6���y�ë�%�T�›
�‹�ë�6�%�s���ò� �b�b�6�}�¡��• = x1, ƒ, x n �� �ë�}�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �É�m�6���� �T�� �e�T� �}�}�ë�T�%�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%��Œ •, • �� �Á�ë�‹�à
� �%���%�6�Á�%��• ���T�%�Ž�����%�6�Á�%��Ž�s���%�T�}�¡�Ž���6�%���6� �m���y�¡�
�ë�¡�É�}�l���Á�¡���}�¡�‹���‹�à�¡���b�m�ë�6�m���É�6�m��• Œ • 0, 1 �s���þ�à�¡���b�6�}�›
�‹�¡�m�ë�6�m�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�� �6�É��• �� �ë�}�� �T�
�}�6�� �e�T� �}�}�ë�T�%�� �Á�ë�‹�à��• • Œ

nx + • 0• 2

n + • 2 , • 2 1 + • 2/ n �s�� �þ�à�¡�m�¡�›
�É�6�m�¡�l�� �‹�à�¡�� �%�T�Ê�¡�}�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �ë�}��• Bayes=

nx + • 0• 2

n + • 2
�s�� �þ�à�¡�� �¡�•�F�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �É�6�m��• �� �ë�}�� �‹�à�¡�� �}�T���b�
�¡

���¡�T�%�l��• MLE = x�� �T�%�Ž�� �‹�à�¡�� �b�m�ë�6�m�� ���¡�T�%�� �ë�}��• prior = • 0�s�� ���}�� �y�¡�É�6�m�¡�l�� �Á�¡�� �ƒ�T�%�� �Á�m�ë�‹�¡�� �‹�à�¡�� �%�T�Ê�¡�}
�¡�}�‹�ë���T�‹�¡���T�}���T���Á�¡�ë�Ì�à�‹�¡�Ž���}� �����6�É���‹�à�¡���¡�•�F���T�%�Ž���‹�à�¡���b�m�ë�6�m���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}�k

• Bayes=
nx + • 0•

2

n + • 2 =
n

n + • 2

€

• x +
• 2

n + • 2

1 ˆ €

• • 0 = €• MLE + 1 ˆ € • prior
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‡MAP = arg “ max “
‡

post ‡

�þ�à�¡�� ���T�É�ë���ë�Ö�¡�m�� �6�É��Beta ‡ Û, Ü �� �ë�}��Û ˆ 1
Û + Ü ˆ 2

�� �É�6�m��Û, Ü > 1�s���þ�à�¡�� �b�6�}�‹�¡�m�ë�6�m�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�� �ë�%
�¡�É�T���b�
�¡�� ���s���s���� �Á�T�}��Beta(5, 4)�s�� �þ�à�¡�m�¡�É�6�m�¡�l�� �‹�à�¡�� �¡���á�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �É�6�m�� �‹�à�T�‹�� �¡�É�T���b�
�¡�� �ë�}
‡MAP = 4
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�ë�à�6�6�Ž �þ�T�m�Ì�¡�‹���b�T�m�T���¡�‹�¡�m �-�6�%�ÿ� �Ì�T�‹�¡���b�m�ë�6�m

Bernoulli “ ˜ ˜ ���•�b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê�• �%�¡�‹�T

Binomial n, ˜ ˜ ���•�b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê�• �%�¡�‹�T

Poisson€ €���•�m�T�‹�¡�• �e�T�����T

Geometric ˜ ˜ ���•�b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê�• �%�¡�‹�T

Œ •, • • ���•���¡�T�%�• �e�T� �}�}�ë�T�%

Exponential € €���•�m�T�‹�¡�• �e�T�����T

Gamma Û, Ü Ü���•�m�T�‹�¡�• �e�T�����T
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�Ê�� �¡�%�É�6�m�ƒ�¡�� �Ž�6���T�ë�%�� �m�¡�}�‹�m�ë�ƒ�‹�ë�6�%�}�� �6�%�� �‹�à�¡�� �‹�T�m�Ì�¡�‹�� �b�T�m�T���¡�‹�¡�m�s�� �-�6�%�}�ë�Ž�¡�m�� �T
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�ë���¡�
�ë�à�6�6�Ž�� �É�6�
�
�6�Á�ë�%�Ì��Bernoulli ˜ �s�� ���%�� �6�y�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�½�¡�� �b�m�ë�6�m�� �ë�}�� �Ì�ë�½�¡�%�� �y�Ê��prior ˜ † 0, 1 �l�� �‹�à�¡
� �%�ë�É�6�m�����Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���6�%���‹�à�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
��0, 1 �s���þ�à�ë�}���b�m�ë�6�m���É�6�m�ƒ�¡�}���‹�à�¡���b�T�m�T���¡�‹�¡�m���‹�6���
�ë�¡���y�¡�‹�Á�¡�¡�%
�ÿ���T�%�Ž�����x���Á�à�ë�ƒ�à���ë�}�� �m�¡�i� �ë�m�¡�Ž���É�6�m���T���b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê���b�T�m�T���¡�‹�¡�m���}� �ƒ�à���T�}��˜ �s������ �Á�¡�T���
�Ê���ë�%�É�6�m���T�‹�ë�½�¡
�b�m�ë�6�m�� �ë�}�� �Ì�ë�½�¡�%�� �y�Ê��prior ˜ = Beta ˜ 1/2, 1/2 Ú 1

˜ 1 ˆ ˜
�s�� �þ�à�ë�}�� �b�m�ë�6�m�� �É�6�m�ƒ�¡�}��˜ �� �‹�6�� �
�ë�½�¡

�y�¡�‹�Á�¡�¡�%���ÿ���T�%�Ž�������¡�É�ƒ�
� �}�ë�½�¡�
�Ê���T�%�Ž���}�
�ë�Ì�à�‹�
�Ê���É�T�½�6�m�}���¡�É�‹�m�¡���¡���½�T�
� �¡�}���•�%�¡�T�m���ÿ���6�m�����•���T�%�Ž���ë�}���6�‹�à�›
�¡�m�Á�ë�}�¡�� �T�
���6�}�‹�� � �%�ë�É�6�m���s�� ���%�� �¡�É�T���b�
�¡�� �6�É�� �T�� �}� �y�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�½�¡�� �b�m�ë�6�m�� ���ë�Ì�à�‹�� �y�¡

prior ˜ = Beta ˜ 10, 10 Ú ˜ 9 1 ˆ ˜
9�s�� �þ�à�ë�}�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�� �à�ë�Ì�à�
�Ê�� �É�T�½�6�m�}�� �½�T�
� �¡�}�� �%�¡�T�m��1/2 �s
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�Ž�¡�m���‹�à�¡���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}���6�y�‹�T�ë�%�¡�Ž��� �}�¡�
�¡�}�}�s���e�¡�%�¡�m�T�
�
�Ê�l���‹�à�¡�m�¡���T�m�¡���‹�Á�6���}�ƒ�à�6�6�
�}���6�É���‹�à�6� �Ì�à�‹���m�¡�Ì�T�m�Ž�›
�ë�%�Ì���‹�à�¡���ƒ�à�6�ë�ƒ�¡���6�É���b�m�ë�6�m�}�k���}� �y�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�½�¡���%�T�Ê�¡�}�ë�T�%�}���T�%�Ž���6�y�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�½�¡���%�T�Ê�¡�}�ë�T�%�}�s���ò� �y�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�½�¡���%�T�Ê�¡�›
�}�ë�T�%�}�� �}� �y�}�ƒ�m�ë�y�¡�� �‹�6�� �‹�à�¡�� �6�b�ë�%�ë�6�%�� �‹�à�T�‹�� �‹�à�¡�� �b�m�ë�6�m�� �}�à�6� �
�Ž�� �¡�%�ƒ�6�Ž�¡�� �T�
�
�� �T�½�T�ë�
�T�y�
�¡�� �ë�%�É�6�m���T�‹�ë�6�%
�•�¡�s�Ì�s�l�� �b�m�ë�6�m�� �¡�É�b�¡�m�ë�¡�%�ƒ�¡�•�s�� �¶�y�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�½�¡�� �%�T�Ê�¡�}�ë�T�%�}�� �T�m�Ì� �¡�� �‹�à�T�‹���}�ƒ�ë�¡�%�‹�ë�ê�ƒ�� �‹�à�6� �Ì�à�‹�� ��� �}�‹�� �y�¡�� �T�}
�6�y�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�½�¡�� �T�}�� �b�6�}�}�ë�y�
�¡�l�� �T�%�Ž�� �ë�%�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�%�Ì�� �ë�%�É�6�m���T�‹�ë�6�%�� �ë�%�‹�6�� �‹�à�¡�� ���6�Ž�¡�
�� �6�‹�à�¡�m�� �‹�à�T�%�� �‹�à�¡�� �Ì�ë�½�¡�%
�Ž�T�‹�T�� �½�ë�6�
�T�‹�¡�}�� �‹�à�ë�}�� �6�y�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�½�ë�‹�Ê�s�� ���}�� �T�� �ƒ�6�%�ƒ�m�¡�‹�¡�� �¡�É�T���b�
�¡�l�� �‹�à�¡�� �b�m�ë�6�m��Beta 10, 10 �� �}�‹�m�6�%�Ì�
�Ê
�É�T�½�6�m�}���½�T�
� �¡�}���%�¡�T�m��0 . 5���T�%�Ž���ë�}��� �}�¡�Ž���‹�6���¡�É�b�m�¡�}�}���‹�à�¡���y�¡�
�ë�¡�É���‹�à�T�‹���‹�à�¡���b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê���b�T�m�T���¡�‹�¡�m
�ë�}�� �%�¡�T�m�� �‹�à�T�‹�� �½�T�
� �¡�s�� �z�%�� �‹�à�¡�� �m�¡�T�
�� �Á�6�m�
�Ž�l�� �‹�à�ë�}�� ���ë�Ì�à�‹�� ���¡�T�%�� �‹�à�T�‹�� �‹�à�¡�� �m�¡�}�¡�T�m�ƒ�à�¡�m�� �à�T�}�� �T�
���6�}�‹
�T�
�Á�T�Ê�}�� �¡�%�ƒ�6� �%�‹�¡�m�¡�Ž�� � �%�y�ë�T�}�¡�Ž�� �ƒ�6�ë�%�}�� �T�%�Ž�� �Á�T�%�‹�}�� �‹�6�� � �}�¡�� �‹�à�ë�}�� ���%�6�Á�
�¡�Ž�Ì�¡�� �ë�%�� �‹�à�¡�ë�m�� ���6�Ž�¡�
�s

���� �
�%�ë�‹����

�Á�Á�Á�s�ë� �y�à�s�Ž�¡



�þ�à�¡���ê�Ì� �m�¡���y�¡�
�6�Á���}�à�6�Á�}�� �T���Ì�m�T�b�à���6�É���‹�à�¡�� �%�T�Ê�¡�}�� �•���¡�T�%�•���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �½�¡�m�}� �}�� �}�T���b�
�¡�� �}�ë�Ö�¡�}�� �É�6�m
�‹�à�¡���Á�¡�T���
�Ê�›�ë�%�É�6�m���T�‹�ë�½�¡���b�m�ë�6�m���•Beta 1/2, 1/2 �•�l���T���}� �y�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�½�¡���b�m�ë�6�m���•Beta 10, 10 �•�l���T�%�Ž���‹�à�¡�ë�m
�m�¡�
�T�‹�ë�½�¡���m�¡�
�T�‹�ë�6�%���‹�6���6�%�¡���T�%�6�‹�à�¡�m���T�%�Ž���‹�6���‹�à�¡���¡�•�F���T�%�Ž���T�%�Ž���á�m�ë�6�m�����¡�T�%�s

�þ�à�¡���i� �¡�}�‹�ë�6�%���m�¡���T�ë�%�}�l���à�6�Á�¡�½�¡�m�l���à�6�Á���Ž�6�¡�}���6�%�¡���ƒ�à�6�6�}�¡���T�%���6�y�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�½�¡���b�m�ë�6�m�t���z�%�‹� �ë�‹�ë�½�¡�
�Ê�l���ë�‹
�}�¡�¡���}���‹�à�T�‹�� �‹�à�¡�� ���6�}�‹�� �6�y�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�½�¡�� �ƒ�à�6�ë�ƒ�¡�� �Á�6� �
�Ž�� �y�¡�� �‹�6�� �ƒ�à�6�6�}�¡�� �T�� �ƒ�6�%�}�‹�T�%�‹�� �b�m�ë�6�m�s�� �b�6�m���¡�É�T���›
�b�
�¡�l�� �ë�%���‹�à�¡�� �ƒ�T�}�¡�� �6�É���T���b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê���b�T�m�T���¡�‹�¡�m�l�� �‹�à�¡�� � �%�ë�É�6�m���� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���6�%��0, 1 �x���y�T�}�ë�ƒ�T�
�
�Ê�l
prior Ú c�l���T���ƒ�6�%�}�‹�T�%�‹�s���¥�6�Á���ƒ�6�%�}�ë�Ž�¡�m���‹�à�T�‹���Á�¡���Á�T�%�‹���‹�6���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���‹�à�¡�����¡�T�%��• ���6�É���T���e�T� �}�}�ë�T�%
Œ •, • ���Á�ë�‹�à�����%�6�Á�%��• �s���-�¡�� �Á�T�%�‹���‹�6���ƒ�à�6�6�}�¡�� �T���b�m�ë�6�m���6�%��• �� �‹�à�T�‹�� �ë�}�� �6�y�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�½�¡�s���b�6�
�
�6�Á�ë�%�Ì���‹�à�¡
�}�T���¡���m�¡�T�}�6�%�ë�%�Ì�l���Á�¡���ƒ�à�6�6�}�¡��post • Ú c�s���q�6�Á�¡�½�¡�m�l��Ø0

Ù = Ù �l���T�%�Ž���}�6���‹�à�ë�}���ë�}���%�6�‹���T���½�T�
�ë�Ž
�Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê�s���ò� �ƒ�à���b�m�ë�6�m�}���T�m�¡���ƒ�T�
�
�¡�Ž���ë���b�m�6�b�¡�m���b�m�ë�6�m�}�s���z�‹�����T�Ê���y�¡���‹�à�¡���ƒ�T�}�¡���‹�à�T�‹���¡�½�¡�%���ë�É���‹�à�¡���b�m�ë�6�m
�ë�}���ë���b�m�6�b�¡�m�l���‹�à�¡���b�6�}�‹�¡�m�ë�6�m���ë�}���}�‹�ë�
�
���T���½�T�
�ë�Ž���Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê�s

�e�ë�½�¡�%�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �Ž�T�‹�T��• = x1, ƒ, x n �� �É�m�6����Œ •, • �� �Á�ë�‹�à�� ���%�6�Á�%��• �� �T�%�Ž�� � �%���%�6�Á�%��• �s�� �þ�à�¡
�
�ë���¡�
�ë�à�6�6�Ž�l

€ • ‡ Ú exp ˆ
1

2 •
n

2 x ˆ • 2

�-�à�6�6�}�ë�%�Ì���T��� �%�ë�É�6�m�����b�m�ë�6�m���6�%��• �l��prior • = 1 �l���‹�à�¡���b�6�}�‹�¡�m�ë�6�m���ë�}

�%�T�Ê�¡�}�ë�T�%���z�%�É�¡�m�¡�%�ƒ�¡���T�%�Ž���¥�6�%�›�á�T�m�T���¡�‹�m�ë�ƒ���þ�¡�ƒ�à�%�ë�i� �¡�}

�����
�%�ë�‹����

�Á�Á�Á�s�ë� �y�à�s�Ž�¡



post • Ú exp ˆ
1

2 •
n

2 x ˆ • 2

�þ�à�¡�m�¡�É�6�m�¡�l��post ‡ = Œ • x, •
n

�s���z�%���6�‹�à�¡�m���Á�6�m�Ž�}�l���‹�à�¡���b�6�}�‹�¡�m�ë�6�m���ë�}���e�T� �}�}�ë�T�%���Á�ë�‹�à�����¡�T�%��x
�T�%�Ž�� �½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡��• 2/n �x�� �T�� �½�T�
�ë�Ž�� �Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê�o�� �þ�à�¡�� �%�T�Ê�¡�}�� �•���¡�T�%�•�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �ë�}��• Bayes= x�l�� �Á�à�ë�ƒ�à�� �ë�}
�‹�à�¡���}�T���¡�� �T�}�� �‹�à�¡�� �¡�•�F���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�s�� �
�}�ë�%�Ì�� �T��� �%�ë�É�6�m���� �•�6�y�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�½�¡�•�� �b�m�ë�6�m���m�¡�}� �
�‹�¡�Ž���ë�%���‹�à�¡�� �%�T�Ê�¡�}
�¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �T�Ì�m�¡�¡�ë�%�Ì�� �Á�ë�‹�à�� �‹�à�¡�� �É�m�¡�i� �¡�%�‹�ë�}�‹�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�s�� �þ�à�ë�}�� �}�à�6� �
�Ž�%�w�‹�� �}� �m�b�m�ë�}�¡�� � �}�s�� �þ�à�¡�� �6�%�
�Ê
�}�6� �m�ƒ�¡���6�É���ë�%�É�6�m���T�‹�ë�6�%���Á�ë�‹�à���T��� �%�ë�É�6�m�����b�m�ë�6�m���ë�}���‹�à�¡���Ž�T�‹�T�s

�F�½�¡�m�Ê�‹�à�ë�%�Ì���Á�6�m���¡�Ž���6� �‹���ê�%�¡���Á�ë�‹�à���‹�à�¡��� �%�ë�É�6�m�����b�m�ë�6�m���É�6�m���‹�à�¡�����¡�T�%���ë�%���‹�à�¡���e�T� �}�}�ë�T�%�����6�Ž�¡�
�s
�%� �‹���‹�à�ë�%�Ì�}�����ë�Ì�à�‹���Ì�6���Á�m�6�%�Ì�s���•�¡�‹�w�}���m�¡�‹� �m�%���‹�6���‹�à�¡��Þßàâäåææç̃ ���Á�ë�‹�à��� �%���%�6�Á�%��˜ �s���z�É���Á�¡��� �}�¡���T
� �%�ë�É�6�m�����b�m�ë�6�m���6�%��˜ �l���Á�¡���Ì�¡�‹��post ˜ = Beta ˜ „ xi + 1, n + 1 ���T�%�Ž���‹�à�¡���%�T�Ê�¡�}���•���¡�T�%�•���¡�}�‹�ë�›
���T�‹�¡�� �ë�}��˜ Bayes=

„ xi
+ 1

n + 1
�l�� �%�6�‹�� �‹�6�6�� �Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�‹�� �É�m�6���� �‹�à�¡�� �¡�•�F�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�l��˜ MLE =

„ xi
n

�l�� �6�É�� �‹�à�¡
�É�m�¡�i� �¡�%�‹�ë�}�‹���T�b�b�m�6�T�ƒ�à�s��

�����ƒ�
�6�}�¡�
�Ê���m�¡�
�T�‹�¡�Ž���i� �T�%�‹�ë�‹�Ê���T�}�}�6�ƒ�ë�T�‹�¡�Ž���Á�ë�‹�à���T���b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê��˜ ���T�m�¡���‹�à�¡���6�Ž�Ž�}�k��˜
1 ˆ ˜

�s���þ�à�ë�}���ƒ�6���›
�b�T�m�¡�}���‹�à�¡���b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê���6�É���}� �ƒ�ƒ�¡�}�}���m�¡�
�T�‹�ë�½�¡���‹�6���‹�à�¡���b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê���6�É���É�T�ë�
� �m�¡�s���þ�à�¡���
�6�Ì�›�6�Ž�Ž�}���ë�}���‹�à�¡
�%�T�‹� �m�T�
���
�6�Ì�T�m�ë�‹�à�����6�É���‹�à�ë�}���i� �T�%�‹�ë�É�Ê�k��log ˜

1 ˆ ˜
�s���¥�6�‹�¡���‹�à�T�‹���‹�à�¡���‹�m�T�%�}�É�6�m���T�‹�ë�6�%��› = log ˜

1 ˆ ˜
�ë�}�� �6�%�¡�›�‹�6�›�6�%�¡�s�� �z�É�� �Á�¡�� �Á�T�%�‹�� �‹�6�� �y�¡�� �6�y�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�½�¡�� �T�y�6� �‹��˜ �l�� �‹�à�¡�%�� �Á�¡�� �}�à�6� �
�Ž�� �T�
�}�6�� �y�¡�� �6�y�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�½�¡
�T�y�6� �‹���‹�à�¡���
�6�Ì�›�6�Ž�Ž�}���b�T�m�T���¡�‹�¡�m��› �s���q�6�Á�¡�½�¡�m�l��� �}�ë�%�Ì���T���ë�T�‹���b�m�ë�6�m�l��prior ˜ = 1 �l�����T���¡�}���m�¡�}� �
�‹�}
�ë�%���T���Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê���É�6�m��› ���‹�à�T�‹���ë�}���%�6�‹���ë�T�‹�k����

prior › =
e›

1 + e› 2

�þ�à�ë�}���ë�}���T���ƒ�6�%�‹�m�T�Ž�ë�ƒ�‹�ë�6�%�o���z�É���Á�¡���T�}�}� ���¡���‹�à�T�‹���Á�¡���à�T�½�¡���%�6���ë�%�É�6�m���T�‹�ë�6�%���T�y�6� �‹���‹�à�¡���b�T�m�T���¡�‹�¡�m
�6�É���ë�%�‹�¡�m�¡�}�‹���T�%�Ž���ƒ�à�6�6�}�¡���T���ë�T�‹���b�m�ë�6�m�l���‹�à�¡�%���T�%�Ê���‹�m�T�%�}�É�6�m���T�‹�ë�6�%���6�É���‹�à�T�‹���b�T�m�T���¡�‹�¡�m����� �}�‹���T�
�}�6
�à�T�½�¡���T���ë�T�‹���b�m�ë�6�m�s���¶�‹�à�¡�m�Á�ë�}�¡�l���‹�à�¡���‹�m�T�%�}�É�6�m���T�‹�ë�6�%���¡�m�m�6�%�¡�6� �}�
�Ê���¡�%�ƒ�6�Ž�¡�}���}�6���¡���ë�%�É�6�m���T�‹�ë�6�%�s
�ò�T�ë�Ž���T�%�6�‹�à�¡�m���Á�T�Ê�l���ë�É���Á�¡���ƒ�à�6�6�}�¡���T���b�m�ë�6�m���É�6�m���T���b�T�m�T���¡�‹�¡�m���‹�à�T�‹���à�T�}���}�6���¡���Ž�¡�Ì�m�¡�¡���6�É���6�y�ÿ�¡�ƒ�›
�‹�ë�½�ë�‹�Ê�l���‹�à�¡�%���Á�¡���Á�6� �
�Ž���
�ë���¡���T�%�Ê���‹�m�T�%�}�É�6�m���¡�Ž���b�T�m�T���¡�‹�¡�m���‹�6���à�T�½�¡���‹�à�¡���}�T���¡���Ž�¡�Ì�m�¡�¡���6�É���6�y�ÿ�¡�ƒ�›
�‹�ë�½�ë�‹�Ê�l���ë�s�¡�s�l���‹�à�¡���}�T���¡���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�s���þ�à�ë�}���b�m�6�b�¡�m�‹�Ê���ë�}���ƒ�T�
�
�¡�Ž���‹�m�T�%�}�É�6�m���T�‹�ë�6�%���ë�%�½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡�s���q�T�m�›
�6�
�Ž�� �•�¡�É�É�m�¡�Ê�� �ƒ�T���¡�� � �b�� �Á�ë�‹�à�� �T�� �m� �
�¡�� �‹�à�T�‹�� �b�m�6�Ž� �ƒ�¡�}�� �Á�¡�T���
�Ê�� �ë�%�É�6�m���T�‹�ë�½�¡�� �•�T�
���6�}�‹�� �6�y�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�½�¡�•
�b�m�ë�6�m�}���‹�à�T�‹���T�m�¡���‹�m�T�%�}�É�6�m���T�‹�ë�6�%���ë�%�½�T�m�ë�T�%�‹�s���þ�à�ë�}���m� �
�¡���ë�}���y�T�}�¡�Ž���6�%���‹�à�¡���b�ë�}�à�¡�m���ë�%�É�6�m���T�‹�ë�6�%�l���T
�Á�T�Ê���‹�6���i� �T�%�‹�ë�É�Ê���‹�à�¡���ë�%�É�6�m���T�‹�ë�6�%���T���m�T�%�Ž�6�����½�T�m�ë�T�y�
�¡���b�m�6�½�ë�Ž�¡�}���T�y�6� �‹���T���b�T�m�T���¡�‹�¡�m���6�É���ë�%�‹�¡�m�›
�¡�}�‹�s���b�6�m���T�
�
�Ê�l���‹�à�¡���b�ë�}�à�¡�m���ë�%�É�6�m���T�‹�ë�6�%���6�É���T���b�T�m�T���¡�‹�¡�m�l��‡�l���ë�}���Ž�¡�%�6�‹�¡�Ž���y�Ê��I ‡ ���T�%�Ž���ë�}���Ž�¡�ê�%�¡�Ž
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€€ X ˜ = X “ log “ ì + 1 ˆ X log 1 ˆ ˜
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�T�m�Ì� ���¡�%�‹�� �6�É�� �‹�à�¡�� �
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�¡�l�� �‹�à�¡�%�� �ë�‹�}
�Ž�¡�m�ë�½�T�‹�ë�½�¡�� �ë�}��d

du log g u = gš u
g u

�s�� �
�}�ë�%�Ì�� �‹�à�ë�}�� �É�T�ƒ�‹�l�� �Á�¡�� �à�T�½�¡
d

d˜ 1 ˆ X log 1 ˆ ˜ = 1 ˆ X
1 ˆ ˜ • ˆ 1 �s���
�}�ë�%�Ì���‹�à�¡�}�¡���m�¡�}� �
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1 ˆ X
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€€Ÿ X ˜ = ˆ
X
˜ 2 ˆ

1 ˆ X

1 ˆ ˜ 2

�þ�à�¡���b�ë�}�à�¡�m���ë�%�É�6�m���T�‹�ë�6�%���ë�}

I ˜ = ˆ ‚ ˆ
X
˜ 2 ˆ

1 ˆ X

1 ˆ ˜ 2 ˜

= ˆ ˆ
˜
˜ 2 ˆ

1 ˆ ˜

1 ˆ ˜ 2

=
1
˜

+
1

1 ˆ ˜

=
1

˜ 1 ˆ ˜
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�%�ë�% �-�6� �% �á�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê �7�¡�%�}�ë�‹�Ê

[0,2) 2 1/7 2/14

[2,4) 3 3/7 3/14

[4,6) 1 1/7 1/14

[6,8) 1 1/7 1/14
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�þ�à�¡���á�T�m�Ö�¡�%���Á�ë�%�Ž�6�Á�����¡�‹�à�6�Ž���ƒ�T�%���y�¡���‹�à�6� �Ì�à�‹���6�É���T�}���T���Á�T�Ê���‹�6���ƒ�6�%�}�‹�m� �ƒ�‹���T���ª�}���6�6�‹�à�ª���à�ë�}�‹�6�›
�Ì�m�T���s���þ�à�¡���ê�Ì� �m�¡���y�¡�
�6�Á���}�à�6�Á�}���‹�à�¡���à�ë�}�‹�6�Ì�m�T�����Á�¡���ƒ�6���b� �‹�¡�Ž���‹�6�Ì�¡�‹�à�¡�m���Á�ë�‹�à���T���Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê���¡�}�‹�ë�›
���T�‹�¡��� �}�ë�%�Ì���‹�à�¡���á�T�m�Ö�¡�%���Á�ë�%�Ž�6�Á���•���¡�m�%�¡�
���Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�•�s

�þ�à�¡���á�T�m�Ö�¡�%���Á�ë�%�Ž�6�Á�����¡�‹�à�6�Ž���T�b�b�m�6�É�ë���T�‹�¡�}���‹�à�¡���Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê���6�É���‹�à�¡���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%��� �}�ë�%�Ì���T���ê�%�ë�‹�¡
�}�T���b�
�¡��x1, ƒ, x n ���y�Ê���‹�à�¡���É�6�m��� �
�T

f x =
1

nh „
i = 1

n
K

x ˆ xi
h

�Á�à�¡�m�¡��K • ���ë�}���T���%�6�%�›�%�¡�Ì�T�‹�ë�½�¡���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���ƒ�T�
�
�¡�Ž���‹�à�¡�����¡�m�%�¡�
���T�%�Ž��h > 0 ���ë�}���T���%� ���y�¡�m���ƒ�T�
�
�¡�Ž
�‹�à�¡���y�T�%�Ž�Á�ë�Ž�‹�à���6�m���Á�ë�%�Ž�6�Á�›�}�ë�Ö�¡�s���z�%���b�m�T�ƒ�‹�ë�ƒ�¡�l���‹�à�¡�����¡�m�%�¡�
���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%��K���ë�}���ƒ�à�6�}�¡�%���‹�6���y�¡���T���½�T�
�ë�Ž
�á�7�b�s�������ƒ�6�����6�%���ƒ�à�6�ë�ƒ�¡���ë�}���‹�à�¡���}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž���e�T� �}�}�ë�T�%���á�7�b�l��K = › ���Á�à�¡�m�¡

› x =
1
2˜

ê
x2

2

�-�ë�‹�à���‹�à�ë�}�����¡�m�%�¡�
�l���‹�à�¡���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���6�É���‹�à�¡���Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê���É�m�6�����‹�à�¡���}�T���b�
�¡���Ž�T�‹�T���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

f x =
1

nh „
i = 1

n
›

x ˆ xi
h

=
1

nh „
i = 1

n 1
2˜

ê
x ˆ xi

2

2h2

�%�T�Ê�¡�}�ë�T�%���z�%�É�¡�m�¡�%�ƒ�¡���T�%�Ž���¥�6�%�›�á�T�m�T���¡�‹�m�ë�ƒ���þ�¡�ƒ�à�%�ë�i� �¡�}
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�F�É�T���b�
�¡�����s���s��
�e�ë�½�¡�� �‹�à�¡�� ���¡�m�%�¡�
�� �Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �6�É�� �‹�à�¡�� �}�T���b�
�¡�� �Ž�T�‹�T��1, 1, 2, 2 . 5, 3, 4, 7 . 4�� � �}�ë�%�Ì�� �‹�à�¡
�e�T� �}�}�ë�T�%�����¡�m�%�¡�
���Á�ë�‹�à���Á�ë�%�Ž�6�Á���}�ë�Ö�¡��h = 1 �s

�ò�6�
� �‹�ë�6�%
�b�6�
�
�6�Á�ë�%�Ì���‹�à�¡���¡�i� �T�‹�ë�6�%���T�y�6�½�¡�l���Á�¡���à�T�½�¡

f x =
1

7 • 1„
i = 1

7 1
2˜

ê
x ˆ xi

2

2 • 12

=
1

7 2˜
ê

x ˆ 1 2

2 + ê
x ˆ 1 2

2 + ê
x ˆ 2 2

2 + ê
x ˆ 2. 5 2

2 + ê
x ˆ 3 2

2 +

““““ ““““ ê
x ˆ 4 2

2 + ê
x ˆ 7. 4 2

2

�þ�à�¡�� �©�7�¡�%�}�ë�‹�Ê�� �q�ë�}�‹�6�Ì�m�T���� �T�%�Ž�� �‘�¡�m�%�¡�
�� �7�¡�%�}�ë�‹�Ê�� �F�}�‹�ë���T�‹�¡�ª���ê�Ì� �m�¡�� �ƒ�6�%�‹�T�ë�%�}�� �‹�à�¡�� �Ì�m�T�b�à�� �6�É�� �‹�à�ë�}
�É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�s���
�}�ë�%�Ì�� �‹�à�ë�}�� ���¡�‹�à�6�Ž�l�� �Á�¡�� �Ì�¡�‹�� �T�%���T�b�b�m�6�É�ë���T�‹�¡�� �Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���É�m�6���� �‹�à�¡�� �}�T���b�
�¡
�Ž�T�‹�T�s���b� �m�‹�à�¡�m���6�m�¡�l���ë�É���‹�à�¡�����¡�m�%�¡�
��� �}�¡�Ž���ë�}���T���½�T�
�ë�Ž���á�7�b�l���‹�à�¡�%���‹�à�ë�}���Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���ë�}���T���½�T�
�ë�Ž
�á�7�b�l�� �ë�s�¡�s�l�� �ë�‹�� �ë�}�� �%�6�m���T�
�ë�Ö�¡�Ž�k��Ø” f x dx = 1 �s�� �¶�%�ƒ�¡�� �Á�¡�� �à�T�½�¡�� �‹�à�ë�}�� �T�b�b�m�6�É�ë���T�‹�¡�� �á�7�b�l�� �Á�¡�� �ƒ�T�%
�ƒ�6���b� �‹�¡�� �¡�½�¡�m�Ê�‹�à�ë�%�Ì�� �Á�¡�� �Á�6� �
�Ž�� �ƒ�6���b� �‹�¡�� �Á�ë�‹�à�� �T�%�Ê�� �6�‹�à�¡�m�� �á�7�b�s�� �b�6�m�� �ë�%�}�‹�T�%�ƒ�¡�� �Á�¡�� �ƒ�T�%���ƒ�6���›
�b� �‹�¡�� �b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�ë�¡�}�� �}� �ƒ�à�� �T�}��Ô X < 3 = Ø̂ Ù

3 f x dx�s�� �-�¡�� �ƒ�6� �
�Ž�� �T�
�}�6�� �ƒ�6���b� �‹�¡�� ���6���¡�%�‹�}�l
�É�6�m���¡�É�T���b�
�¡�l���‹�à�¡�����¡�T�%��‚ X = Ø” x f x dx�s

�þ�à�¡���Á�ë�%�Ž�6�Á�� �}�ë�Ö�¡�� �•�y�T�%�Ž�Á�ë�Ž�‹�à�•�l��h�l�� �T�É�É�¡�ƒ�‹�}�� �‹�à�¡�� �½�T�m�ë�T�y�ë�
�ë�‹�Ê�� �6�É�� �‹�à�¡�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�Ž�� �Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê�� �É� �%�ƒ�›
�‹�ë�6�%�s���-�à�¡�%��h���ë�}���}���T�
�
�l���‹�à�¡��f ���à�T�}�����6�m�¡���½�T�m�ë�T�y�ë�
�ë�‹�Ê�s���-�à�¡�%��h���ë�}���
�T�m�Ì�¡�l���‹�à�¡��f ���ë�}���}���6�6�‹�à�¡�m���T�%�Ž
�à�T�}���
�¡�}�}���½�T�m�ë�T�y�ë�
�ë�‹�Ê�s���F�É�b�
�6�m�¡���‹�à�¡���ê�Ì� �m�¡���y�¡�
�6�Á�l���Á�à�ë�ƒ�à���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}���‹�à�¡���Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%��� �}�ë�%�Ì
�T���e�T� �}�}�ë�T�%�����¡�m�%�¡�
���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���É�6�m���Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�‹���Á�ë�%�Ž�6�Á���}�ë�Ö�¡�}�s
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�þ�à�¡���e�T� �}�}�ë�T�%�����¡�m�%�¡�
���ë�}���6�%�
�Ê���6�%�¡���6�b�‹�ë�6�%���ë�%�����¡�m�%�¡�
���Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê���¡�}�‹�ë���T�‹�ë�6�%�s�����
�‹�à�6� �Ì�à���ë�‹���ë�}���i� �ë�‹�¡
�b�6�b� �
�T�m�l���‹�à�¡�m�¡���T�m�¡���6�‹�à�¡�m���ƒ�6�����6�%�
�Ê��� �}�¡�Ž�����¡�m�%�¡�
�}�s�������6�%�Ì���‹�à�¡�����T�m�¡���‹�à�¡���¡�É�b�6�%�¡�%�‹�ë�T�
�l���
�ë�%�›
�¡�T�m�l�� �T�%�Ž�� �ƒ�6�}�ë�%�¡�� ���¡�m�%�¡�
�}�s�� �z�%�ƒ�
� �Ž�ë�%�Ì�� �‹�à�¡�� �e�T� �}�}�ë�T�%�l�� �‹�à�¡�� �É�6� �m�� �T�m�¡�� �}� �����T�m�ë�Ö�¡�Ž�� �ë�%�� �‹�à�¡�� �‹�T�y�
�¡
�T�%�Ž���ê�Ì� �m�¡���y�¡�
�6�Á�s

�b�6� �m���‘�¡�m�%�¡�
�}

�¥�T���¡ �b� �%�ƒ�‹�ë�6�%

�e�T� �}�}�ë�T�% 1
2˜

ê
x2

2 , ˆ Ù < x < Ù

�F�É�b�6�%�¡�%�‹�ë�T�
 ê x, x œ0

�•�ë�%�¡�T�m 1 ˆ x , ˆ 1 µ x µ 1

�-�6�}�ë�%�¡ ˜
4cos ˜x

2 , ˆ 1 µ x µ 1

�%�T�Ê�¡�}�ë�T�%���z�%�É�¡�m�¡�%�ƒ�¡���T�%�Ž���¥�6�%�›�á�T�m�T���¡�‹�m�ë�ƒ���þ�¡�ƒ�à�%�ë�i� �¡�}
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�þ�Ê�b�ë�ƒ�T�
�
�Ê�l�� �‹�à�¡�� �ƒ�à�6�ë�ƒ�¡�� �6�É�� �‹�à�¡�� ���¡�m�%�¡�
�� �T�}�� �Á�¡�
�
�� �T�}�� �‹�à�¡�� �Á�ë�%�Ž�6�Á�� �}�ë�Ö�¡�� �‹�6�� � �}�¡�� �É�6�m�� �T�� �b�T�m�‹�ë�ƒ� �
�T�m
�b�m�6�y�
�¡�����Ž�¡�b�¡�%�Ž�}���6�%���‹�à�¡���Ž�T�‹�T���}�¡�‹�s���þ�à�¡���ê�Ì� �m�¡�}���y�¡�
�6�Á���}�à�6�Á���6� �m�����¡�m�%�¡�
���Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}
� �}�ë�%�Ì���‹�à�¡���É�6� �m���ƒ�6�����6�%�����¡�m�%�¡�
���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}�s
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���}���6� �m���ê�m�}�‹���ë�%�‹�m�6�Ž� �ƒ�‹�ë�6�%���‹�6���%�6�%�›�b�T�m�T���¡�‹�m�ë�ƒ���‹�¡�ƒ�à�%�ë�i� �¡�}�l���Á�¡���à�T�½�¡���Ž�ë�}�ƒ� �}�}�¡�Ž���á�T�m�Ö�¡�%���Á�ë�%�›
�Ž�6�Á�}�s���þ�à�ë�}���‹�¡�ƒ�à�%�ë�i� �¡�}���T�
�
�6�Á�}��� �}���‹�6���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���‹�à�¡���b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê���Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%��� �}�ë�%�Ì���6�%�
�Ê
�‹�à�¡���Ž�T�‹�T�s���þ�à�¡���i� �T�
�ë�‹�Ê���6�É���‹�à�¡���m�¡�}� �
�‹�ë�%�Ì���T�b�b�m�6�É�ë���T�‹�¡���b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê���Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê���ë�}���à�ë�Ì�à�
�Ê���Ž�¡�b�¡�%�Ž�›
�¡�%�‹���6�%���‹�à�¡���ƒ�à�6�ë�ƒ�¡���6�É�����¡�m�%�¡�
���•�
�ë�%�¡�T�m�l���¡�É�b�6�%�¡�%�‹�ë�T�
�l���e� �T�}�}�ë�T�%�l���¡�‹�ƒ�s�•���T�}���Á�¡�
�
���T�}���6�%���‹�à�¡���ƒ�à�6�ë�ƒ�¡
�6�É���‹�à�¡���Á�ë�%�Ž�6�Á���}�ë�Ö�¡�s

���s�����s�� �‘�›�¥�¡�T�m�¡�}�‹�›�¥�¡�ë�Ì�à�y�6�m�}

�‘�›�%�¡�T�m�¡�}�‹�� �%�¡�ë�Ì�à�y�6�m�}�� �•���›�¥�¥�•���à�T�}�� �‹�Á�6�� ���T�ë�%���T�b�b�
�ë�ƒ�T�‹�ë�6�%�}�s�� �z�%���‹�à�ë�}�� �}�¡�ƒ�‹�ë�6�%�l�� �Á�¡�� �Á�ë�
�
�� �Ž�ë�}�ƒ� �}�}
�y�6�‹�à�s�����}���T���b�m�¡�½�ë�¡�Á�l���‹�à�¡���ê�m�}�‹���T�b�b�
�ë�ƒ�T�‹�ë�6�%���ë�}���ë�%���ƒ�
�T�}�}�ë�ê�ƒ�T�‹�ë�6�%�s���þ�à�¡�����›�¥�¥���T�b�b�m�6�T�ƒ�à���‹�6���ƒ�
�T�}�›
�}�ë�É�Ê�� �T�� �%�¡�Á��� �%�ƒ�
�T�}�}�ë�ê�¡�Ž�� �Ž�T�‹�T�� �b�6�ë�%�‹�� �ë�}�� �‹�6���ê�%�Ž�� �‹�à�¡��k�� �ƒ�
�6�}�¡�}�‹�� �Ž�T�‹�T�� �b�6�ë�%�‹�}�� �É�m�6���� �‹�à�¡�� �}�¡�¡�%
�•�ƒ�
�T�}�}�ë�ê�¡�Ž�•�� �Ž�T�‹�T�� �•�‹�à�¡�� �%�¡�ë�Ì�à�y�6�m�}�•�� �T�%�Ž�� �‹�à�¡�%�� �ƒ�à�6�6�}�¡�� �‹�à�¡�� �ƒ�
�T�}�}�� �‹�à�T�‹�� �ë�}�� �‹�à�¡�� ���6�}�‹�� �b�6�b� �
�T�m�s

�%�T�Ê�¡�}�ë�T�%���z�%�É�¡�m�¡�%�ƒ�¡���T�%�Ž���¥�6�%�›�á�T�m�T���¡�‹�m�ë�ƒ���þ�¡�ƒ�à�%�ë�i� �¡�}
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�þ�à�¡�� �}�¡�ƒ�6�%�Ž�� �T�b�b�
�ë�ƒ�T�‹�ë�6�%�� �6�É�����›�¥�¥���ë�}�� �T�}�� �T�� �‹�6�6�
�� �‹�6�� �T�b�b�m�6�É�ë���T�‹�¡�� �‹�à�¡�� �b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê�� �Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê
�Ž�ë�m�¡�ƒ�‹�
�Ê���É�m�6�����‹�à�¡���Ž�T�‹�T�s�����}���}� �ƒ�à�l���ë�‹���ë�}���T���%�6�%�›�b�T�m�T���¡�‹�m�ë�ƒ���‹�¡�ƒ�à�%�ë�i� �¡���½�¡�m�Ê����� �ƒ�à���
�ë���¡���‹�à�¡���á�T�m�›
�Ö�¡�%���Á�ë�%�Ž�6�Á�}���É�m�6�����}�¡�ƒ�‹�ë�6�%�����s���s

�þ�à�¡���b�m�6�y�
�¡�����Á�¡���Á�ë�
�
���Ž�ë�}�ƒ� �}�}���ê�m�}�‹���ë�}���à�6�Á���‹�6���ƒ�
�T�}�}�ë�É�Ê���T���%�¡�Á���•� �%�}�¡�¡�%�•���Ž�T�‹�T���b�6�ë�%�‹�l���É�l���T�}���6�%�¡
�6�É���‹�Á�6���ƒ�
�T�}�}�¡�}�l��c1���6�m��c2�l���y�T�}�¡�Ž���6�%���6�‹�à�¡�m���Ž�T�‹�T���b�6�ë�%�‹�}���Á�à�6�}�¡���ƒ�
�T�}�}�¡�}���Á�¡���T�
�m�¡�T�Ž�Ê�����%�6�Á�s���þ�à�¡
�‹�T�y�
�¡���y�¡�
�6�Á���}�à�6�Á�}���‹�¡�%���Ž�T�‹�T���b�6�ë�%�‹�}���T�%�Ž���‹�à�¡�ë�m���m�¡�}�b�¡�ƒ�‹�ë�½�¡���ƒ�
�T�}�}�¡�}�s

�7�T�‹�T���á�6�ë�%�‹�}���T�%�Ž���-�
�T�}�}�¡�}

�á�6�ë�%�‹̂1.7 -0.7 -0.6 0.0 0.3 0.4 0.8 1.9 2.1 2.3

�-�
�T�}�} 1 1 2 1 2 2 2 1 2 1

�þ�à�¡���ê�Ì� �m�¡���y�¡�
�6�Á���}�à�6�Á�}���T���b�
�6�‹���6�É���‹�à�ë�}���Ž�T�‹�T�s���á�6�ë�%�‹�}���É�m�6�����Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�‹���ƒ�
�T�}�}�¡�}���à�T�½�¡���Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�‹
�ƒ�6�
�6�m�}�s

�ò� �b�b�6�}�¡���Á�¡���T�m�¡���Ì�ë�½�¡�%���T���%�¡�Á���Ž�T�‹�T���b�6�ë�%�‹�k��x = ˆ 1. 1�s���ò�à�6� �
�Ž���Á�¡���ƒ�
�T�}�}�ë�É�Ê���ë�‹���T�}���ƒ�
�T�}�}��1���6�m
�ƒ�
�T�}�}��2�t���¶�%�¡���Á�T�Ê���‹�6���Ž�6���‹�à�ë�}���ë�}���‹�6���
�6�6�����T�‹���ë�‹�}���©�ƒ�
�6�}�¡�}�‹���%�¡�ë�Ì�à�y�6�m�l�ª���ë�s�¡�s�l���‹�à�¡���b�6�ë�%�‹���ë�%���‹�à�¡���Ž�T�‹�T
�}�¡�‹�� �‹�à�T�‹�� �ë�}�� �ƒ�
�6�}�¡�}�‹�� �‹�6�� �ë�‹�s�� �z�É�� �Á�¡�� �ƒ�T�
�ƒ� �
�T�‹�¡�� �‹�à�¡�� �Ž�ë�}�‹�T�%�ƒ�¡�� �É�m�6����x = ˆ 1. 1�� �‹�6�� �¡�½�¡�m�Ê�� �b�6�ë�%�‹�� �ë�%
�‹�à�¡���Ž�T�‹�T�� �}�¡�‹�l�� �‹�à�¡�� �6�%�¡�� �Á�ë�‹�à�� �‹�à�¡�� �}���T�
�
�¡�}�‹�� �Ž�ë�}�‹�T�%�ƒ�¡�� �•�‹�à�¡�� �b�6�ë�%�‹�� �ƒ�
�6�}�¡�}�‹�� �‹�6��x = ˆ 1. 1�•�� �ë�}
ˆ 1 . 7�� �T�%�Ž�� �y�¡�
�6�%�Ì�}�� �‹�6�� �ƒ�
�T�}�}��1�s�� �þ�à�¡�m�¡�É�6�m�¡�l�� �y�T�}�¡�Ž�� �6�%�� �‹�à�ë�}�� ���� �ƒ�
�6�}�¡�}�‹�� �%�¡�ë�Ì�à�y�6�m�l�� �Á�¡�� �ƒ�
�T�}�}�ë�É�Ê
�6� �m���b�6�ë�%�‹���T�}���ƒ�
�T�}�}��1�s���¥�6�Á���ƒ�6�%�}�ë�Ž�¡�m���T���Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�‹���b�6�ë�%�‹�l��x = 1 �l���‹�à�¡���ƒ�
�6�}�¡�}�‹���%�¡�ë�Ì�à�y�6�m���‹�6���‹�à�ë�}
�b�6�ë�%�‹�� �ë�}��0.3�l�� �T�%�Ž�� �‹�à�ë�}�� �b�6�ë�%�‹�� �y�¡�
�6�%�Ì�}�� �‹�6�� �ƒ�
�T�}�}��2�x�� �‹�à� �}�l�� �Á�¡�� �Á�6� �
�Ž�� �T�}�}�ë�Ì�%�� �‹�à�¡�� �%�¡�Á�� �b�6�ë�%�‹
x = 1 �� �‹�6���ƒ�
�T�}�}��2�s���ò�ë���ë�
�T�m�
�Ê�l�� �Á�¡�� �Á�6� �
�Ž���T�}�}�ë�Ì�%��x = 0 . 14���‹�6���ƒ�
�T�}�}��2�x���ë�‹�}�� �ƒ�
�6�}�¡�}�‹�� �%�¡�ë�Ì�à�y�6�m�l��0�l
�y�¡�
�6�%�Ì�}���‹�6���ƒ�
�T�}�}��2�s���-�à�T�‹���Á�¡���à�T�½�¡���ÿ� �}�‹���Ž�¡�}�ƒ�m�ë�y�¡�Ž���ë�}���‹�à�¡�����¡�‹�à�6�Ž���6�É���ƒ�
�T�}�}�ë�ê�ƒ�T�‹�ë�6�%��� �}�ë�%�Ì�����›
�¥�¥�l�� �6�%�¡�›�%�¡�T�m�¡�}�‹�›�%�¡�ë�Ì�à�y�6�m�s�� �þ�à�¡���ê�Ì� �m�¡�� �y�¡�
�6�Á�� �}�à�6�Á�}�� �‹�à�m�¡�¡�� �b�
�6�‹�}�l�� �¡�T�ƒ�à�� �6�É�� �Á�à�ë�ƒ�à�� �ƒ�6�%�‹�T�ë�%
�6� �m�� �Ž�T�‹�T�� �}�¡�‹�� �T�
�6�%�Ì�� �Á�ë�‹�à�� �‹�à�¡�� �‹�à�m�¡�¡�� �©�‹�¡�}�‹�ª�� �b�6�ë�%�‹�}�� �Á�¡�� �Á�T�%�‹�¡�Ž�� �‹�6�� �ƒ�
�T�}�}�ë�É�Ê�s�� �þ�à�¡�� �ƒ�ë�m�ƒ�
�¡�Ž�� �Ž�T�‹�T
�b�6�ë�%�‹���ë�}���‹�à�¡���6�%�¡���ƒ�
�6�}�¡�}�‹���‹�6���‹�à�¡���‹�¡�}�‹���b�6�ë�%�‹�s
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�z�%�}�‹�¡�T�Ž���6�É��� �}�ë�%�Ì���6�%�
�Ê���6�%�¡���ƒ�
�6�}�¡�}�‹���%�¡�ë�Ì�à�y�6�m�l���
�¡�‹�w�}���%�6�Á��� �}�¡���‹�à�¡���‹�à�m�¡�¡���ƒ�
�6�}�¡�}�‹���%�¡�ë�Ì�à�y�6�m�}�l�����›
�¥�¥�s���þ�à�¡�� �‹�à�m�¡�¡�� �ƒ�
�6�}�¡�}�‹�� �b�6�ë�%�‹�}�� �É�6�m��x = ˆ 1. 1�� �T�m�¡��ˆ . 7, ˆ 0 . 6, ˆ 1 . 7 �� �T�%�Ž�� �T�
�
�� �‹�à�¡�}�¡
�b�6�ë�%�‹�}���y�¡�
�6�%�Ì���‹�6���ƒ�
�T�}�}��1�l���}�6���ë�É���Á�¡���‹�T���¡���‹�à�¡�}�¡�������%�¡�ë�Ì�à�y�6�m�}���ë�%�‹�6���T�ƒ�ƒ�6� �%�‹���‹�à�¡�Ê���T�
�
���©�½�6�‹�¡�ª���É�6�m
�ƒ�
�T�}�}��1�l�� �T�%�Ž���Á�¡���Á�6� �
�Ž���ƒ�
�T�}�}�ë�É�Ê���6� �m���‹�¡�}�‹���b�6�ë�%�‹���‹�6���‹�à�ë�}���ƒ�
�T�}�}�s���¥�¡�É�‹�l�� �
�¡�‹�w�}���ƒ�6�%�}�ë�Ž�¡�m���‹�à�¡���}�¡�ƒ�›
�6�%�Ž���‹�¡�}�‹���b�6�ë�%�‹�l��x = 1 �l���‹�à�¡���‹�à�m�¡�¡���ƒ�
�6�}�¡�}�‹���b�6�ë�%�‹�}���•�%�¡�ë�Ì�à�y�6�m�}�•���T�m�¡��0 . 4, 0 . 3, 0 . 8 �s���þ�à�¡���ê�m�}�‹
�‹�Á�6���Á�6� �
�Ž���©�½�6�‹�¡�ª���É�6�m���‹�à�¡�ë�m���ƒ�
�T�}�}�l���ƒ�
�T�}�}��2�l���T�%�Ž���‹�à�¡���
�T�}�‹���b�6�ë�%�‹���É�6�m���ƒ�
�T�}�}��1�s���z�É���Á�¡���ƒ�6�%�}�ë�Ž�¡�m���T
���T�ÿ�6�m�ë�‹�Ê���½�6�‹�¡�l���‹�à�¡�%���‹�à�ë�}���Ž�T�‹�T���b�6�ë�%�‹��x = 1 ���Á�6� �
�Ž���y�¡���ƒ�
�T�}�}�ë�ê�¡�Ž���T�}���ƒ�
�T�}�}��2�s���þ�à�¡���ê�Ì� �m�¡���y�¡�
�6�Á
�}�à�6�Á�}�� �‹�à�m�¡�¡�� �b�
�6�‹�}�l�� �¡�T�ƒ�à�� �6�É�� �Á�à�ë�ƒ�à�� �ƒ�6�%�‹�T�ë�%�}�� �6� �m�� �Ž�T�‹�T�� �}�¡�‹�� �T�
�6�%�Ì�� �Á�ë�‹�à�� �‹�à�¡�� �‹�à�m�¡�¡�� �©�‹�¡�}�‹�ª
�b�6�ë�%�‹�}���Á�¡���Á�T�%�‹�¡�Ž���‹�6���ƒ�
�T�}�}�ë�É�Ê�s���þ�à�¡���‹�à�m�¡�¡���ƒ�ë�m�ƒ�
�¡�Ž���Ž�T�‹�T���b�6�ë�%�‹�}���ë�%���¡�T�ƒ�à���Ì�m�T�b�à���T�m�¡���‹�à�¡���ƒ�
�6�}�¡�}�‹
�‹�6���‹�à�¡���‹�¡�}�‹���b�6�ë�%�‹�s

�z�%���T�%���¡�É�‹�m�¡���¡���ƒ�T�}�¡�l���Á�¡���ƒ�T�%���
�6�6�����T�‹���‹�à�¡�����ÿ�›�¥�¥���ƒ�
�T�}�}�ë�ê�¡�m�l���‹�à�¡���6�%�¡���‹�à�T�‹��� �}�¡�}���T�
�
���‹�à�¡���Ž�T�‹�T
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�6�%�Ì���‹�6���ƒ�
�T�}�}�����l���‹�à�¡�����ÿ�›�¥�¥���ƒ�
�T�}�}�ë�ê�¡�m���Á�6� �
�Ž���T�
�Á�T�Ê�}
�T�}�}�ë�Ì�%���¡�½�¡�m�Ê���%�¡�Á���‹�¡�}�‹���b�6�ë�%�‹���‹�6���ƒ�
�T�}�}�����s���-�¡���ƒ�6�%�}�ë�Ž�¡�m���‹�à�¡���6�‹�à�¡�m���¡�É�‹�m�¡���¡���ƒ�T�}�¡���6�É���‹�à�¡�����›�¥�¥
�ƒ�
�T�}�}�ë�ê�¡�m�s���þ�à�¡�}�¡���‹�Á�6���¡�É�‹�m�¡���¡�}���T�m�¡���%�6�‹���½�¡�m�Ê���Ì�6�6�Ž���ë�%���T�b�b�
�ë�ƒ�T�‹�ë�6�%�}�s���
�}�ë�%�Ì���‹�6�6�����T�%�Ê���%�¡�ë�Ì�à�›
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�6�É���
�6�ƒ�T�
�ë�Ö�¡�Ž�� �ë�%�É�6�m���T�‹�ë�6�%�s���¶�%���‹�à�¡�� �6�‹�à�¡�m���à�T�%�Ž�l�� � �}�ë�%�Ì�� �‹�6�6�� �É�¡�Á���%�¡�ë�Ì�à�y�6�m�}�� �ë�}�� �T�
�}�6�� �%�6�‹�� �ë�Ž�¡�T�
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�
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�‹�à�¡�m�¡�� �T�m�¡�� �}�6���¡�� �}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž���Á�T�Ê�}�� �6�É�� �ƒ�à�6�6�}�ë�%�Ì�� �‹�à�¡�� �ë�Ž�¡�T�
�� �%� ���y�¡�m���6�É�� �%�¡�ë�Ì�à�y�6�m�}�l�� �‹�à�¡������ �ë�%�����›
�¥�¥�s���-�¡���Á�ë�
�
���Ž�ë�}�ƒ� �}�}���6�%�¡���Á�T�Ê���6�É���Ž�6�ë�%�Ì���‹�à�ë�}�k���ƒ�m�6�}�}�›�½�T�
�ë�Ž�T�‹�ë�6�%�s���%�¡�É�6�m�¡���Ž�ë�}�ƒ� �}�}�ë�%�Ì���ƒ�m�6�}�}�›�½�T�
�›
�ë�Ž�T�‹�ë�6�%�l�� �
�¡�‹�w�}�� �ƒ�6�%�}�ë�Ž�¡�m���T���‹�Á�6�›�Ž�ë���¡�%�}�ë�6�%�T�
�� �Ž�T�‹�T���}�¡�‹�l�� �Á�à�¡�m�¡���¡�T�ƒ�à���b�6�ë�%�‹���ë�}�� �T���b�T�ë�m���6�É���%� ���›
�y�¡�m�}�l���¡�T�ƒ�à���b�T�ë�m���y�¡�
�6�%�Ì�ë�%�Ì���‹�6���6�%�¡���6�É���‹�Á�6���ƒ�
�T�}�}�¡�}�s���þ�à�¡���‹�T�y�
�¡���y�¡�
�6�Á���}�à�6�Á�}���‹�à�¡���Ž�T�‹�T���}�¡�‹���Á�¡
�Á�ë�
�
��� �}�¡�s

�þ�Á�6���7�ë���¡�%�}�ë�6�%�T�
���7�T�‹�T���ë�%���þ�Á�6���-�
�T�}�}�¡�}

�á�6�ë�%�‹ �-�
�T�}�}

x1 = ˆ 1. 7, ˆ 1 . 2 ��

x2 = ˆ 0. 7, ˆ 1 . 1 ��

x3 = ˆ 0. 6, ˆ 1 . 0 ��

x4 = 0 . 0, ˆ 0. 9 ��

x5 = 0 . 3, ˆ 0. 3 ��

x6 = 0 . 4, 2 . 0 ��

x7 = 0 . 8, 2 . 2 ��

x8 = 1 . 9, 2 . 3 ��

x9 = 2 . 1, 2 . 5 ��

x10 = 2 . 3, 2 . 5 ��
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�e�ë�½�¡�%�� �T�� �‹�¡�}�‹�� �b�6�ë�%�‹��x = ˆ 1, 1 �l�� �Á�¡�� �ƒ�6���b� �‹�¡�� �‹�à�¡�� �Ž�ë�}�‹�T�%�ƒ�¡�}�� �‹�6�� �T�
�
�� �‹�à�¡�� �Ž�T�‹�T�� �b�6�ë�%�‹�}�� �y�Ê
di = x ˆ xi �� �É�6�m��i = 1, ƒ, 10 �� �T�%�Ž�� �‹�à�¡�%�� �6�m�Ž�¡�m�� �É�m�6���� �
�¡�T�}�‹�� �‹�6�� �Ì�m�¡�T�‹�¡�}�‹�k
d 1 µ d 2 µ … µ d 10 �s�� �þ�à�¡�� ���›�¥�¥���ƒ�
�T�}�}�ë�ê�¡�m�� �Á�6� �
�Ž�� �ƒ�à�6�6�}�¡�� �‹�à�¡�� �ƒ�
�T�}�}�� �6�É��x 1 �s�� �þ�à�¡�� ���›�¥�¥
�ƒ�
�T�}�}�ë�ê�¡�m���Á�6� �
�Ž���ƒ�à�6�6�}�¡�� �‹�à�¡�����T�ÿ�6�m�ë�‹�Ê���6�É���‹�à�¡���ƒ�
�T�}�}�� �
�T�y�¡�
�}�� �T���6�%�Ì��x 1 , x 2 , x 3 �s���b�6�m���‹�à�¡
�Ì�ë�½�¡�%�� �‹�¡�}�‹�� �b�6�ë�%�‹�l�� �‹�à�¡�� �‹�à�m�¡�¡�� �ƒ�
�6�}�¡�}�‹�� �Ž�ë�}�‹�T�%�ƒ�¡�� �T�m�¡��d 1 = 1 . 72�� �ƒ�6�m�m�¡�}�b�6�%�Ž�ë�%�Ì�� �‹�6
x 1 = x 6 = 0 . 4, 2 �l�� d 2 = 1 . 84�� �ƒ�6�m�m�¡�}�b�6�%�Ž�ë�%�Ì�� �‹�6��x 2 = x 5 = 0 . 3, ˆ 0. 3 �l�� �T�%�Ž
d 3 = 2 . 04���ƒ�6�m�m�¡�}�b�6�%�Ž�ë�%�Ì���‹�6��x 3 = x 3 = ˆ 0. 6, ˆ 1 . 0 �s���þ�à�¡���‹�à�m�¡�¡���Ž�T�‹�T���b�6�ë�%�‹�}���y�¡�
�6�%�Ì
�‹�6�� �ƒ�
�T�}�}�� ���s�� �þ�à�¡�m�¡�É�6�m�¡�l�� �‹�à�¡�� ���›�¥�¥�� �•�T�%�Ž�����›�¥�¥�•�� �Á�6� �
�Ž�� �T�}�}�ë�Ì�%���‹�à�ë�}�� �Ž�T�‹�T�� �b�6�ë�%�‹�� �‹�6�� �ƒ�
�T�}�}�� ���s�� �þ�à�¡
�ê�Ì� �m�¡�� �y�¡�
�6�Á�� �}�à�6�Á�}�� �‹�à�m�¡�¡�� �Ì�m�T�b�à�}�� �¡�T�ƒ�à�� �ƒ�6�%�‹�T�ë�%�ë�%�Ì�� �‹�à�¡�� �Ž�T�‹�T�� �}�¡�‹�l�� �T�� �‹�¡�}�‹�� �b�6�ë�%�‹�l�� �T�%�Ž�� �‹�à�¡
�‹�à�m�¡�¡���ƒ�
�6�}�¡�}�‹���%�¡�ë�Ì�à�y�6�m�}�s

�¥�6�Á���‹�à�T�‹���Á�¡���à�T�½�¡���}�¡�¡�%���}�6���¡���}�ë���b�
�¡���¡�É�T���b�
�¡�}���6�É�����›�¥�¥�}�l���
�¡�‹�w�}���ë�%�‹�m�6�Ž� �ƒ�¡���}�6���¡���%�6�‹�T�‹�ë�6�%
�‹�6�� �É�6�m���T�
�ë�Ö�¡�� �6� �m�� �Ž�ë�}�ƒ� �}�}�ë�6�%�s�� �þ�à�¡�� �Ì�ë�½�¡�%�� �Ž�T�‹�T�� �}�¡�‹�� �Á�ë�
�
�� �y�¡�� �Ž�¡�%�6�‹�¡�Ž�� �y�Ê
• = x1, y1 ƒ, xn, yn �� �Á�à�¡�m�¡��xi í ” d�� �T�%�Ž��yi í 1, ƒ, C �� �É�6�m��i = 1, ƒn �s�� �z�%�� �‹�à�ë�}�� �}�¡�‹� �b�l
�¡�T�ƒ�à�� �Ž�T�‹�T�� �b�6�ë�%�‹�� �ë�}�� �T�� �b�T�ë�m�� �ƒ�6�%�}�ë�}�‹�ë�%�Ì�� �6�É�� �T�� �b�6�ë�%�‹�� �ë�%��d�›�Ž�ë���¡�%�}�ë�6�%�T�
�� �}�b�T�ƒ�¡�� �T�%�Ž�� �T�%�� �ë�%�‹�¡�Ì�¡�m
�Ž�¡�%�6�‹�ë�%�Ì�� �‹�à�¡�� �ƒ�
�T�}�}�� �6�É�� �‹�à�T�‹�� �Ž�T�‹�T�� �b�6�ë�%�‹�s�� �z�%�� �‹�à�¡�� ���6�}�‹�� �Ì�¡�%�¡�m�T�
�� �}�¡�‹�‹�ë�%�Ì�x�� �Á�¡�� �ƒ�6�%�}�ë�Ž�¡�m��C
�ƒ�
�T�}�}�¡�}�s���z�%���‹�à�¡���Ž�ë�}�ƒ� �}�}�ë�6�%���T�y�6�½�¡�l���Á�¡���Á�¡�m�¡���Á�6�m���ë�%�Ì���Á�ë�‹�à���T���y�ë�%�T�m�Ê���ƒ�
�T�}�}�ë�ê�ƒ�T�‹�ë�6�%���b�m�6�y�
�¡��
�Á�à�¡�m�¡��C = 2 �l�� �ë�%�� �Á�à�ë�ƒ�à�� �ƒ�T�}�¡��yi í 1, 2 �s�� �e�ë�½�¡�%�� �T�� �‹�¡�}�‹�� �b�6�ë�%�‹��x í ” d�l�� �‹�à�¡�����›�¥�¥���ƒ�
�T�}�}�ë�ê�¡�m
�T�}�}�ë�Ì�%�}���‹�à�¡�����6�}�‹���b�m�6�y�T�y�
�¡���•���T�ÿ�6�m�ë�‹�Ê���½�6�‹�¡�•���ƒ�
�T�}�}���T���6�%�Ì���‹�à�¡��k���ƒ�
�6�}�¡�}�‹���%�¡�ë�Ì�à�y�6�m�}���6�É��x�s���-�¡
�Á�ë�
�
�� �Ž�¡�%�6�‹�¡�� �‹�à�¡��k�� �ƒ�
�6�}�¡�}�‹�� �%�¡�ë�Ì�à�y�6�m�}�� �6�É��x�� �y�Ê��N x �s�� �¥�¡�É�‹�l�� �Á�¡�� �Ž�¡�%�6�‹�¡�� �y�Ê��N1 x �� �‹�à�¡�� �Ž�T�‹�T
�b�6�ë�%�‹�}���ë�%��N x ���Á�à�ë�ƒ�à���y�¡�
�6�%�Ì���‹�6���ƒ�
�T�}�}�������T�%�Ž��N2 x �l���‹�à�¡���Ž�T�‹�T���b�6�ë�%�‹�}���Á�à�ë�ƒ�à���y�¡�
�6�%�Ì���‹�6���ƒ�
�T�}�}
���s���
�}�ë�%�Ì���‹�à�ë�}���%�6�‹�T�‹�ë�6�%�l���‹�à�¡���ƒ�
�T�}�}���T�}�}�ë�Ì�%�¡�Ž���‹�6��x, y x ���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

y x “:=“argmax
c

Nc x
N x

= argmax
c

Nc x
k

�%�T�Ê�¡�}�ë�T�%���z�%�É�¡�m�¡�%�ƒ�¡���T�%�Ž���¥�6�%�›�á�T�m�T���¡�‹�m�ë�ƒ���þ�¡�ƒ�à�%�ë�i� �¡�}

�����
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�Á�à�¡�m�¡��Nc x ���ë�}���‹�à�¡���%� ���y�¡�m���6�É���¡�
�¡���¡�%�‹�}���ë�%���‹�à�¡���}�¡�‹��Nc x �s���z�%���6�‹�à�¡�m���Á�6�m�Ž�}�l��N1 x ���Ì�ë�½�¡�}
�‹�à�¡���%� ���y�¡�m���¡�
�¡���¡�%�‹�}���ë�%���‹�à�¡��k���ƒ�
�6�}�¡�}�‹���Ž�T�‹�T���b�6�ë�%�‹�}���‹�à�T�‹���T�m�¡���T�}�}�ë�Ì�%�¡�Ž���‹�6���ƒ�
�T�}�}�����s���þ�à�ë�}���Ž�¡�ê�›
�%�ë�‹�ë�6�%���6�É��y x ���ë�}���¡�É�T�ƒ�‹�
�Ê���‹�à�¡���}�T���¡���‹�à�ë�%�Ì���Á�¡���Ž�ë�Ž���É�6�m���‹�à�¡���%� ���¡�m�ë�ƒ�T�
���¡�É�T���b�
�¡�}���T�‹���‹�à�¡���y�¡�Ì�ë�%�›
�%�ë�%�Ì���6�É���‹�à�ë�}���}�¡�ƒ�‹�ë�6�%�s���þ�à�¡���ƒ�
�T�}�}���T�}�}�ë�Ì�%�¡�Ž���‹�6���T���Ž�T�‹�T���b�6�ë�%�‹��x���ë�}���‹�à�¡���6�%�¡���‹�à�T�‹���à�T�}���‹�à�¡���à�ë�Ì�à�¡�}�‹
�b�m�6�b�6�m�‹�ë�6�%���T���6�%�Ì���‹�à�¡���%�¡�ë�Ì�à�y�6�m�}���ƒ�6�%�}�ë�Ž�¡�m�¡�Ž�s

���%�6�‹�à�¡�m���T�b�b�
�ë�ƒ�T�‹�ë�6�%���6�É���‹�à�¡���ë�Ž�¡�T�}���b�m�¡�}�¡�%�‹�¡�Ž���à�¡�m�¡���ƒ�T�%���y�¡��� �}�¡�Ž���‹�6���T�b�b�m�6�É�ë���T�‹�¡���‹�à�¡���Ž�¡�%�›
�}�ë�‹�Ê���6�É���‹�à�¡���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���É�m�6�����Á�à�ë�ƒ�à���T���m�T�%�Ž�6�����}�T���b�
�¡���ë�}���Ž�m�T�Á�%�s���e�ë�½�¡�%���T���m�T�%�Ž�6�����}�T���b�
�¡
x1, ƒ, x n�� �6�É�� �}�ë�Ö�¡��n�l���Á�¡���Ž�¡�ê�%�¡�� �‹�à�¡�����›�¥�¥�� �m�T�Ž�ë� �}�l��rk x �� �6�É�� �T�� �b�6�ë�%�‹��x�� �‹�6�� �y�¡�� �‹�à�¡��kth �� �
�T�m�Ì�¡�}�‹
�Ž�ë�}�‹�T�%�ƒ�¡���T���6�%�Ì���‹�à�¡���Ž�ë�}�‹�T�%�ƒ�¡�}���y�¡�‹�Á�¡�¡�%��x���T�%�Ž���¡�T�ƒ�à���6�É���‹�à�¡���}�T���b�
�¡���b�6�ë�%�‹�}�s�����}���y�¡�É�6�m�¡�l���
�¡�‹
di = x ˆ xi �l�� �y�¡�� �‹�à�¡�� �Ž�ë�}�‹�T�%�ƒ�¡�� �y�¡�‹�Á�¡�¡�%��xi�� �T�%�Ž��x�� �É�6�m��i = 1, ƒ, n �s�� �¶�m�Ž�¡�m�� �‹�à�¡�}�¡�� �Ž�ë�}�‹�T�%�ƒ�¡�� �ë�%
�%�6�%�›�Ž�¡�ƒ�m�¡�T�}�ë�%�Ì�� �6�m�Ž�¡�m�k��d 1 µ d 2 µ … µ d n �s�� �-�ë�‹�à�� �‹�à�ë�}�� �%�6�‹�T�‹�ë�6�%�l�� �‹�à�¡�����›�¥�¥���m�T�Ž�ë� �}�� �ë�}
rk x = d k �s���þ�à�¡���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�Ž���Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê���6�É��x���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

f k x =
k

2nrk x

�þ�à�¡�� ���6�‹�ë�½�T�‹�ë�6�%�� �6�É�� �‹�à�ë�}�� �É�6�m��� �
�T�� �ë�}�� �‹�à�T�‹��2rk x �� �ë�}�� �‹�à�¡�� �½�6�
� ���¡�� �6�É�� �‹�à�¡�� ���›�Ž�ë���¡�%�}�ë�6�%�T�
�� �y�T�
�

�ƒ�¡�%�‹�¡�m�¡�Ž�� �T�‹��x�l�� �Á�ë�‹�à�� �m�T�Ž�ë� �}��rk x �s�� �þ�à�ë�}�� �y�T�
�
�� �ƒ�6�%�‹�T�ë�%�}��k���6� �‹�� �6�É�� �‹�à�¡��n�� �}�T���b�
�¡�� �b�6�ë�%�‹�}�l�� �‹�à� �}
�‹�à�¡���b�m�¡�}�¡�%�ƒ�¡���6�É���‹�à�¡���É�T�ƒ�‹�6�m��k/n �s���þ�à�¡���ê�Ì� �m�¡���y�¡�
�6�Á���}�à�6�Á�}���‹�à�¡���}�T���b�
�¡���Ž�T�‹�T���T�
�6�%�Ì���Á�ë�‹�à���‹�à�¡
�Ž�ë�}�‹�T�%�ƒ�¡�}���‹�6���‹�à�¡���b�6�ë�%�‹��x = 0 . 5�s

�ò�T���b�
�¡���7�T�‹�T���T�%�Ž���7�ë�}�‹�T�%�ƒ�¡���‹�6���T���e�ë�½�¡�%���á�6�ë�%�‹�k���ÿ�s��

�ò�T���b�
�¡-1.7 -0.7 -0.6 0.0 0.3 0.4 0.8 1.9 2.1 2.3

�7�ë�}�›
�‹�T�%�ƒ�¡�}

2.2 1.2 1.1 0.5 0.2 0.1 0.3 1.4 1.6 1.8

�z�É���Á�¡���6�m�Ž�¡�m���‹�à�¡���Ž�ë�}�‹�T�%�ƒ�¡�}�x���Á�¡���à�T�½�¡��0 . 1, 0 . 2, 0 . 3, 0 . 5, 1 . 1, 1 . 2, 1 . 4, 1 . 6, 1 . 8, 2 . 2�s���¥�6�Á�l
� �}�ë�%�Ì��k = 3 �l���Á�¡���à�T�½�¡��rk x = r 3 0 . 5 = 0 . 3�l���‹�à�¡���‹�à�ë�m�Ž���
�T�m�Ì�¡�}�‹���Ž�ë�}�‹�T�%�ƒ�¡�s�����}���}� �ƒ�à�l���‹�à�¡���¡�}�‹�ë�›
���T�‹�¡�� �É�6�m���‹�à�¡�� �Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê�� �ë�}�� �Ì�ë�½�¡�%���y�Ê��f k x = f 3 0 . 5 = 3

2 • 10 • 0 . 3= 0 . 5�s�� �¥�6�Á���
�¡�‹�w�}�� �}�¡�¡�� �Á�à�T�‹
�Á�¡���Ì�¡�‹�� �Á�ë�‹�à�� �T�� �Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�‹�� �½�T�
� �¡�� �6�É��k. �-�ë�‹�à��k = 5 �l�� �Á�¡�� �à�T�½�¡��r5 0 . 5 = 1 . 1�l�� �}�6
f 5 0 . 5 = 5

2 • 10 • 1 . 1‰0 . 227�s���z�%���‹�à�¡���ê�Ì� �m�¡���y�¡�
�6�Á�l���Á�¡���ë�
�
� �}�‹�m�T�‹�¡��rk x ���É�6�m���‹�à�ë�}���}�T���b�
�¡���Ž�T�‹�T
�Á�ë�‹�à��x = 0 . 5�� �T�%�Ž��k = 3, 5�s�� �þ�à�¡�� �}�¡���ë�›�‹�m�T�%�}�b�T�m�¡�%�‹�� �•�b�ë�%���•�� �}�6�
�ë�Ž�� �
�ë�%�¡�� �}�à�6�Á�}�� �‹�à�¡�� ���›�Ž�ë���¡�%�›
�}�ë�6�%�T�
�� �y�T�
�
�� �ƒ�¡�%�‹�¡�m�¡�Ž���T�‹��x���Á�ë�‹�à���m�T�Ž�ë� �}��rk x �s�� �þ�à�¡�� �m�T�Ž�ë� �}�� �ë�}�� �ë�
�
� �}�‹�m�T�‹�¡�Ž���T�}�� �‹�à�¡�� �Ž�T�}�à�¡�Ž���
�ë�%�¡
�ƒ�6�%�%�¡�ƒ�‹�ë�%�Ì���‹�à�¡���b�6�ë�%�‹��x���‹�6���‹�à�¡��kth ���É�T�m�‹�à�¡�}�‹���b�6�ë�%�‹�s���þ�à�¡���ƒ�ë�m�ƒ�
�¡�Ž���Ž�T�‹�T���b�6�ë�%�‹�}���É�T�
�
���ë�%���‹�à�¡���y�T�
�
�s

���� �
�%�ë�‹����
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�þ�à�¡���ê�Ì� �m�¡�� �y�¡�
�6�Á�� �}�à�6�Á�}�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}�� �6�É�� �‹�à�¡�� �Ž�¡�%�}�ë�‹�Ê�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�Ž�� � �}�ë�%�Ì�� �‹�à�¡�����›�¥�¥�� �T�b�b�m�6�T�ƒ�à
�Á�ë�‹�à���½�T�m�ë�6� �}���½�T�
� �¡�}���6�É��k���‹�6�Ì�¡�‹�à�¡�m���Á�ë�‹�à���‹�à�¡���à�ë�}�‹�6�Ì�m�T�����6�É���‹�à�¡���Ž�T�‹�T�s

�b�ë�%�T�
�
�Ê�l���Á�¡���Á�ë�
�
���}�à�6�Á���à�6�Á���‹�à�¡�����›�¥�¥���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}���6�É���‹�à�¡���á�7�b���Á�6�m�����Á�ë�‹�à���
�T�m�Ì�¡�m���}�T���b�
�¡�}�s���-�¡
�Ì�¡�%�¡�m�T�‹�¡��n = 1000�� �6�y�}�¡�m�½�T�‹�ë�6�%�}�� �É�m�6���� �T�� �}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž�� �e�T� �}�}�ë�T�%�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%��Œ 0, 1 �� �T�%�Ž
�ƒ�6���b� �‹�¡�� �‹�à�¡�� ���›�¥�¥�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡��f k x �� �É�6�m��ˆ 3 µ x µ 3�� �É�6�m��k = 10, 50,�� �T�%�Ž��100�s�� �þ�à�¡���ê�Ì� �m�¡
�y�¡�
�6�Á�� �}�à�6�Á�}�� �‹�à�¡�� �Ì�m�T�b�à�}�� �6�É�� �‹�à�¡�� �‹�m� �¡�� �á�7�b�l�� �T�� �à�ë�}�‹�6�Ì�m�T���� �6�É�� �‹�à�¡�� �Ž�T�‹�T�l�� �T�%�Ž�� �‹�à�¡�����›�¥�¥�� �¡�}�‹�ë�›
���T�‹�¡���É�6�m���‹�à�¡�}�¡���½�T�m�ë�6� �}�����s

�%�T�Ê�¡�}�ë�T�%���z�%�É�¡�m�¡�%�ƒ�¡���T�%�Ž���¥�6�%�›�á�T�m�T���¡�‹�m�ë�ƒ���þ�¡�ƒ�à�%�ë�i� �¡�}

�����
�%�ë�‹����
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�b�6�m�� �T�%�6�‹�à�¡�m�� �Ž�¡���6�%�}�‹�m�T�‹�ë�6�%�l�� �Á�¡�� �Ì�¡�%�¡�m�T�‹�¡��n = 5000�� �6�y�}�¡�m�½�T�‹�ë�6�%�}�� �É�m�6���� �T�%�� �¡�É�b�6�%�¡�%�‹�ë�T�

�Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���Á�ë�‹�à�� �m�T�‹�¡��€ = 1/3 �l�� �‹�à�T�‹�� �ë�}��Exponential 1/3 �s�� �þ�à�¡�����›�¥�¥���¡�}�‹�ë���T�‹�¡��f k x �� �T�m�¡
�ƒ�6���b� �‹�¡�Ž���É�6�m��0 µ x µ 10���É�6�m��k = 50, “ 250�l���T�%�Ž��500. �þ�à�¡���ê�Ì� �m�¡���y�¡�
�6�Á���}�à�6�Á�}���‹�à�¡���Ì�m�T�b�à�}
�6�É���‹�à�¡���‹�m� �¡���á�7�b�l���T���à�ë�}�‹�6�Ì�m�T�����6�É���‹�à�¡���Ž�T�‹�T�l���T�%�Ž���‹�à�¡�����›�¥�¥���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���É�6�m���‹�à�¡�}�¡���½�T�m�ë�6� �}��k�s

�b�6�m���y�6�‹�à���
�T�m�Ì�¡���}�T���b�
�¡���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}���6�É���‹�à�¡���á�7�b��� �}�ë�%�Ì�����›�¥�¥�l���%�6�‹�ë�ƒ�¡���‹�à�T�‹��f k���ë�}���i� �ë�‹�¡���%�6�ë�}�Ê���É�6�m
�}���T�
�
���½�T�
� �¡�}���6�É��k���T�%�Ž���
�¡�}�}���}�6���É�6�m���
�T�m�Ì�¡�m��k�s

���� �
�%�ë�‹����
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�¶�%�¡���T�Ž�½�T�%�‹�T�Ì�¡���6�É���‹�à�ë�}���T�b�b�m�6�T�ƒ�à���‹�6���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���T���á�7�b���ë�}���‹�à�T�‹���ë�‹���ƒ�T�%���y�¡���¡�T�}�ë�
�Ê���¡�É�‹�¡�%�Ž�¡�Ž���‹�6
�à�ë�Ì�à�¡�m���Ž�ë���¡�%�}�ë�6�%�T�
���Ž�T�‹�T�s���b�6�m���¡�É�T���b�
�¡�l���ë�É���6� �m���Ž�T�‹�T���ë�}���‹�Á�6�›�Ž�ë���¡�%�}�ë�6�%�T�
�l���‹�à�¡�%���y�Ê���m�¡�b�
�T�ƒ�ë�%�Ì
�‹�à�¡���É�T�ƒ�‹�6�m��2rk x ���y�Ê��˜r k x, y 2�l���Á�¡���Ì�¡�‹���‹�à�¡���¡�}�‹�ë���T�‹�¡��f k x, y ���É�6�m���‹�à�¡���ÿ�6�ë�%�‹���á�7�b��f x, y �s���b�6�m
�‹�à�m�¡�¡�� �Ž�ë���¡�%�}�ë�6�%�}�l�� �Á�¡�� �ƒ�T�%���m�¡�b�
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� �¡�}���6�É��Û
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���}�� �Ê�6� �� ���ë�Ì�à�‹�� �¡�É�b�¡�ƒ�‹�l�� �‹�à�¡�� �}���T�
�
�¡�m�� �‹�à�¡���}�ë�Ì�%�ë�ê�ƒ�T�%�ƒ�¡�� �
�¡�½�¡�
�l��Û�l�� �‹�à�¡�� �}���T�
�
�¡�m�� �‹�à�¡�� �m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�6�%
�m�¡�Ì�ë�6�%�s���z�‹���ë�}���½�¡�m�Ê���ë���b�6�m�‹�T�%�‹���‹�6���%�6�‹�¡���‹�à�T�‹���‹�à�¡���à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�¡�}���T�}���Á�¡�
�
���T�}���‹�à�¡���}�ë�Ì�%�ë�ê�ƒ�T�%�ƒ�¡���
�¡�½�¡�

�•�T�%�Ž���‹�à� �}���‹�à�¡���m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�6�%���m�¡�Ì�ë�6�%�•���T�m�¡���Ž�¡�‹�¡�m���ë�%�¡�Ž���y�¡�É�6�m�¡���T�%�Ê���Ž�T�‹�T���T�m���ƒ�6�
�
�¡�ƒ�‹�¡�Ž�s���¶�‹�à�¡�m�Á�ë�}�¡�l
�‹�à�¡���Ž�T�‹�T�����T�Ê���y�ë�T�}���6� �m���ƒ�à�6�ë�ƒ�¡���6�É���à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�¡�}���T�}���Á�¡�
�
���T�}���‹�à�¡���}�ë�Ì�%�ë�ê�ƒ�T�%�ƒ�¡���
�¡�½�¡�
���ë�%���6�m�Ž�¡�m���‹�6
�É�T�½�6�m�� �6�%�¡�� �Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%�� �6�½�¡�m�� �T�%�6�‹�à�¡�m�s�� �z�%�� �6�‹�à�¡�m�� �Á�6�m�Ž�}�l�� �ƒ�à�6�6�}�ë�%�Ì�� �‹�à�¡�� �à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�¡�}�� �T�%�Ž�y�6�m�� �‹�à�¡
�}�ë�Ì�%�ë�ê�ƒ�T�%�ƒ�¡���
�¡�½�¡�
���T�É�‹�¡�m���T�%�T�
�Ê�Ö�ë�%�Ì���‹�à�¡���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���Ž�T�‹�T���ƒ�6���b�
�¡�‹�¡�
�Ê���ë�%�½�T�
�ë�Ž�T�‹�¡�}���‹�à�¡���ë�%�‹�¡�Ì�m�ë�‹�Ê
�6�É���‹�à�¡���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
���‹�¡�}�‹�s���z�%���b�m�T�ƒ�‹�ë�ƒ�¡�l���ë�‹���ë�}��� �%�ÿ� �}�‹�ë�ê�T�y�
�¡���‹�6���T�ƒ�i� �ë�m�¡�y�T�%�T�
�Ê�Ö�¡���Ž�T�‹�T���y�¡�É�6�m�¡���‹�à�¡�}�¡
�ƒ�à�6�ë�ƒ�¡�}�� �T�m�¡�� ���T�Ž�¡�o�� �¶� �m�� �ƒ�à�6�ë�ƒ�¡�� �6�É�� �‹�à�¡�� �à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�¡�}�� �Á�T�}�� �T�
�m�¡�T�Ž�Ê�� ���T�Ž�¡�x�� �Á�¡�� �Á�ë�
�
�� �ƒ�à�6�6�}�¡�� �T
�6�%�¡���b�¡�m�ƒ�¡�%�‹���
�¡�½�¡�
���6�É���}�ë�Ì�%�ë�ê�ƒ�T�%�ƒ�¡�l���ë�s�¡�s�l��Û = 0 . 01�s���þ�à�¡���‹�à�ë�m�Ž���b�T�m�‹���6�É���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
���‹�¡�}�‹�ë�%�Ì���ë�}���‹�6
�T�ƒ�i� �ë�m�¡���Ž�T�‹�T���T�%�Ž���ƒ�6���b� �‹�¡���‹�à�¡���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���½�T�
� �¡�}���6�É���‹�à�¡���i� �T�%�‹�ë�‹�ë�¡�}���6�É���ë�%�‹�¡�m�¡�}�‹�s���
�
�‹�ë���T�‹�¡�
�Ê�l
�‹�à�¡���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���½�T�
� �¡���6�É���‹�à�¡���‹�¡�}�‹���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�l��uobs�s

�ò� �b�b�6�}�¡���‹�à�T�‹���ë�%���T���}�T���b�
�¡���6�É��n = 10, 000���Á�6���¡�%���T�Ì�¡�Ž�������—�������Á�à�6�}�¡�����6�‹�à�¡�m�}���à�T�Ž���y�m�¡�T�}�‹
�ƒ�T�%�ƒ�¡�m�l�� �Á�¡���ê�%�Ž�� �‹�à�T�‹��400�� �6�É�� �‹�à�¡���� �à�T�½�¡�� �y�m�¡�T�}�‹�� �ƒ�T�%�ƒ�¡�m�s�� �þ�à�¡�� �}�T���b�
�¡�� �b�m�¡�½�T�
�¡�%�ƒ�¡�� �ë�}
˜ = 400/10, 000 = 0 . 04�s���þ�à�¡���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���½�T�
� �¡���6�É���‹�à�¡���‹�¡�}�‹���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ���ë�}��

uobs =
0 . 04ˆ 0. 02
0 . 02 1 ˆ 0. 02

10000
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�þ�Á�6�›�}�ë�Ž�¡�Ž���‹�¡�}�‹

�z�%���‹�à�ë�}���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�

�‹�¡�}�‹�l���‹�à�¡���%� �
�
���à�Ê�b�6�‹�à�›

�¡�}�ë�}���ë�%�Ž�ë�ƒ�T�‹�¡�}���‹�à�T�‹
�‹�à�¡���‹�m� �¡���b�T�m�T���¡�‹�¡�m

�ë�}���Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�‹���‹�à�T�%
�Á�à�T�‹���ë�}���ƒ�
�T�ë���¡�Ž�l

�Ê�ë�¡�
�Ž�ë�%�Ì���T���m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�6�%
�m�¡�Ì�ë�6�%���ƒ�6���b�6�}�¡�Ž���6�É
�ë�%�‹�¡�m�½�T�
�}���¡�É�‹�¡�%�Ž�ë�%�Ì

�ë�%���6�b�b�6�}�ë�‹�¡���Ž�ë�m�¡�ƒ�›
�‹�ë�6�%�}�s

�¶�%�¡�›�}�ë�Ž�¡�Ž���‹�¡�}�‹

�z�%���‹�à�ë�}���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�

�‹�¡�}�‹�l���‹�à�¡���T�
�‹�¡�m�%�T�‹�ë�½�¡

�à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}���ë�%�Ž�ë�ƒ�T�‹�¡�}
�T���Ž�ë�m�¡�ƒ�‹�ë�6�%�T�
���Ž�ë�É�É�¡�m�›

�¡�%�ƒ�¡���•�
�¡�}�}���‹�à�T�%���6�m
���6�m�¡���‹�à�T�%�•�s

�b�m�6�����‹�à�¡���ê�Ì� �m�¡���T�y�6�½�¡�l���Á�à�ë�ƒ�à���}�à�6�Á�}���½�T�m�ë�6� �}���‹�Á�6�›�}�ë�Ž�¡�Ž���m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�6�%���m�¡�Ì�ë�6�%�}�l���‹�à�ë�}���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž
�½�T�
� �¡���ë�}���ë�%���‹�à�¡���m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�6�%���m�¡�Ì�ë�6�%���ƒ�6�m�m�¡�}�b�6�%�Ž�ë�%�Ì���‹�6��Û = 0 . 01�s���þ�à�ë�}���y�m�ë�%�Ì�}��� �}���‹�6���‹�à�¡���É�6� �m�‹�à
�T�%�Ž���ê�%�T�
���b�T�m�‹�k���‹�à�¡���Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%�s���ò�ë�%�ƒ�¡���‹�à�¡���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���½�T�
� �¡���6�É���‹�à�¡���‹�¡�}�‹���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ���ë�}���ë�%���‹�à�¡���m�¡�ÿ�¡�ƒ�›
�‹�ë�6�%���m�¡�Ì�ë�6�%�l�� �Á�¡�� �m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�� �‹�à�¡�� �%� �
�
�� �à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�� �T�‹�� �‹�à�¡���ê�½�¡�� �b�¡�m�ƒ�¡�%�‹�� �
�¡�½�¡�
�� �6�É���}�ë�Ì�%�ë�ê�ƒ�T�%�ƒ�¡�s�� �þ�à�ë�}
���¡�T�%�}�� �‹�à�T�‹�� �‹�à�¡�� �Ž�T�‹�T�� �b�m�6�½�ë�Ž�¡�}�� �¡�½�ë�Ž�¡�%�ƒ�¡�� �T�‹�� �‹�à�¡���ê�½�¡�� �b�¡�m�ƒ�¡�%�‹���}�ë�Ì�%�ë�ê�ƒ�T�%�ƒ�¡�� �
�¡�½�¡�
�� �‹�à�T�‹�� �‹�à�¡
�%� �
�
���à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}���ë�}���É�T�
�}�¡�s

�•�¡�‹�w�}���}� �����T�m�ë�Ö�¡���‹�à�¡���É�6� �m���b�T�m�‹�}���É�6�m���‹�à�ë�}���¡�É�T���b�
�¡�k

���s �F�}�‹�T�y�
�ë�}�à���à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�¡�}�k��H0: ˜ = ˜ 0 = 0.02���½�¡�m�}� �}��H1: ˜ ’ ˜ 0 = 0.02
���s �ò�¡�‹��Û = 0.01���T�%�Ž���‹�à�¡���‹�¡�}�‹���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ

U =
˜ ˆ ˜ 0

˜ 0 1 ˆ ˜ 0
n

approx.Œ 0, 1

�þ�à�¡���m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�6�%���m�¡�Ì�ë�6�%���ë�}��u > u c = 2.576

���s �-�6���b� �‹�¡���‹�à�¡���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���½�T�
� �¡���6�É���‹�à�¡���‹�¡�}�‹���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ���É�m�6�����‹�à�¡���}�T���b�
�¡���Ž�T�‹�T�k��uobs = 14.29
���s �þ�à�¡���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���½�T�
� �¡�l��uobs���É�T�
�
�}���ë�%���‹�à�¡���m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�6�%���m�¡�Ì�ë�6�%���T�%�Ž���‹�à�¡�m�¡�É�6�m�¡���Á�¡���m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹��H0���T�‹

�‹�à�¡���ê�½�¡���b�¡�m�ƒ�¡�%�‹���
�¡�½�¡�
���6�É���}�ë�Ì�%�ë�ê�ƒ�T�%�ƒ�¡�s

�þ�à�¡�� �}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
�� �‹�¡�}�‹�� �Á�¡�� �b�¡�m�É�6�m���¡�Ž�� �6�%���‹�à�¡�� �y�m�¡�T�}�‹�� �ƒ�T�%�ƒ�¡�m���}�ƒ�¡�%�T�m�ë�6�� �Á�T�}�� �T���‹�Á�6�›�}�ë�Ž�¡�Ž�� �‹�¡�}�‹�s
�þ�à�ë�}�� �ë�}�� �y�¡�ƒ�T� �}�¡�� �‹�à�¡�� �T�
�‹�¡�m�%�T�‹�ë�½�¡�� �à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�l��˜ ’ ˜ 0�l�� �ë�}�� �¡�i� �ë�½�T�
�¡�%�‹�� �‹�6�� �‹�à�¡�� �}�‹�T�‹�¡���¡�%�‹
˜ < ˜ 0���6�m��˜ > ˜ 0�s���*�ë�¡�Á�¡�Ž���T�%�6�‹�à�¡�m���Á�T�Ê�l���‹�à�¡���m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�6�%���m�¡�Ì�ë�6�%�l��u > uc �l���Á�T�}���ƒ�6���b�6�}�¡�Ž���6�É
�‹�à�¡���‹�Á�6���m�¡�Ì�ë�6�%�}��u < uc ���T�%�Ž��u > uc �s���ò�6���¡�‹�ë���¡�}�l���‹�à�¡���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
���‹�¡�}�‹���ë�%�ƒ�6�m�b�6�m�T�‹�¡�}���}�6���¡
�b�m�ë�6�m���%�6�‹�ë�6�%���6�É���‹�à�¡���Ž�ë�m�¡�ƒ�‹�ë�6�%���6�É���‹�à�¡���¡�É�É�¡�ƒ�‹�s���z�%���‹�à�ë�}���ƒ�T�}�¡�l���T���m�¡�}�¡�T�m�ƒ�à�¡�m�����T�Ê���Á�T�%�‹���‹�6��� �}�¡���T
�6�%�¡�›�}�ë�Ž�¡�Ž�� �‹�¡�}�‹�s�� �þ�à�¡�m�¡�� �T�m�¡�� �‹�Á�6�� �b�6�}�}�ë�y�
�¡�� �6�%�¡�›�}�ë�Ž�¡�Ž�� �‹�¡�}�‹�}�k�� �T�� �
�¡�É�‹�›�‹�T�ë�
�¡�Ž�� �‹�¡�}�‹�� �ë�%�� �Á�à�ë�ƒ�à�� �‹�à�¡
�T�
�‹�¡�m�%�T�‹�ë�½�¡���à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}���‹�T���¡�}���‹�à�¡���É�6�m����‡ < ‡0���l���T�%�Ž���T���m�ë�Ì�à�‹�›�‹�T�ë�
�¡�Ž���‹�¡�}�‹���ë�%���Á�à�ë�ƒ�à��H1:‡ > ‡0�s
���}���Á�¡�����¡�%�‹�ë�6�%�¡�Ž���y�¡�É�6�m�¡�l���‹�à�¡���ƒ�à�6�ë�ƒ�¡���6�É���‹�à�¡���à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�¡�}����� �}�‹���y�¡�����T�Ž�¡���Á�ë�‹�à�6� �‹���T�ƒ�i� �ë�m�ë�%�Ì
�6�m���T�%�T�
�Ê�Ö�ë�%�Ì���‹�à�¡���Ž�T�‹�T�s���þ�à�¡���m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�6�%���m�¡�Ì�ë�6�%�}���T�}�}�6�ƒ�ë�T�‹�¡�Ž���Á�ë�‹�à���T���6�%�¡�›�}�ë�Ž�¡�Ž���‹�¡�}�‹���ë�}���T���}�ë�%�Ì�
�¡
�ë�%�‹�¡�m�½�T�
�� �6�É�� �½�T�
� �¡�}�� �¡�É�‹�¡�%�Ž�ë�%�Ì�� �ë�%�� �6�%�
�Ê�� �6�%�¡�� �Ž�ë�m�¡�ƒ�‹�ë�6�%�s�� �þ�à�¡�� �m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�6�%�� �m�¡�Ì�ë�6�%�� �6�É�� �T�� �
�¡�É�‹�›�‹�T�ë�
�¡�Ž
�‹�¡�}�‹�� �¡�É�‹�¡�%�Ž�}�� �‹�6�� �‹�à�¡�� �
�¡�É�‹�� �T�%�Ž�� �‹�à�T�‹�� �6�É�� �T�� �m�ë�Ì�à�‹�›�‹�T�ë�
�¡�Ž�� �‹�¡�}�‹�� �¡�É�‹�¡�%�Ž�}�� �‹�6�� �‹�à�¡�� �m�ë�Ì�à�‹�s�� �þ�à�¡���ê�Ì� �m�¡
�y�¡�
�6�Á���}�à�6�Á�}���‹�à�¡���m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�6�%���m�¡�Ì�ë�6�%�}���6�É���‹�à�¡���‹�à�m�¡�¡���‹�Ê�b�¡�}���6�É���T�
�‹�¡�m�%�T�‹�ë�½�¡���à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�¡�}���‹�6�Ì�¡�‹�à�¡�m
�Á�ë�‹�à���‹�à�¡���}�ë�Ì�%�ë�ê�ƒ�T�%�ƒ�¡���
�¡�½�¡�
���T�%�Ž���‹�à�¡���ƒ� �‹�›�6�É�É���½�T�
� �¡�•�}�•�s

�F�É�T���b�
�¡�����s���s��
�•�¡�‹��X1, ƒ, X n���y�¡���ë�%�Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�‹���Á�ë�‹�à��� �%���%�6�Á�%�����¡�T�%��• ���T�%�Ž�����%�6�Á�%���}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž���Ž�¡�½�ë�T�‹�ë�6�%��• �s���z�É
n���ë�}���
�T�m�Ì�¡�l���‹�à�¡���ƒ�¡�%�‹�m�T�
���
�ë���ë�‹���‹�à�¡�6�m�¡�����T�}�}� �m�¡�}��� �}���‹�à�T�‹���‹�¡�}�‹���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ���Ž�¡�ê�%�¡�Ž���y�Ê

U =
X ˆ • 0

•
n

�T�b�b�m�6�É�ë���T�‹�¡�
�Ê���É�6�
�
�6�Á�}���‹�à�¡���}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž���e�T� �}�}�ë�T�%���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�l���‹�à�T�‹���ë�}�l��Uapprox.Œ 0, 1 �s���
�}�ë�%�Ì
Û = 0.05�l���ê�%�Ž���‹�à�¡�� �m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�6�%�� �m�¡�Ì�ë�6�%�� �ƒ�6�m�m�¡�}�b�6�%�Ž�ë�%�Ì�� �‹�6�� �¡�T�ƒ�à�� �6�É�� �‹�à�¡�� �É�6�
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�%� ���y�¡�m���6�É�� �T�y�}�¡�%�ƒ�¡�}�� �6�%�� �¡�6�%�Ž�T�Ê�� �ë�}��OMon = 140�s�� �z�%�� �É�T�ƒ�‹�l�� �‹�à�¡�� �¡�É�b�¡�ƒ�‹�¡�Ž�� �ƒ�6� �%�‹�}�� �T�m�¡�� �T�
�

�¡�i� �T�
�� � �%�Ž�¡�m�� �‹�à�¡�� �%� �
�
�� �à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�k��EMon = …EFri �s�� �¥�6�%�¡�� �6�É�� �‹�à�¡�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �ƒ�6� �%�‹�}�� ���T�‹�ƒ�à
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�
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�
�� �Ž�¡�b�T�m�‹� �m�¡�� �6�É�� �‹�à�¡�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž
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U = „
i í Mon, ƒ, Fri

Oi ˆ Ei
2

Ei
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�Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���6�É��U���ë�}��î 2 4 �k���T���ƒ�à�ë�›�}�i� �T�m�¡���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���Á�ë�‹�à��ò = 5 ˆ 1 = 4 ���Ž�¡�Ì�m�¡�¡�}���6�É���É�m�¡�¡�›
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�‹�à�¡�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �½�T�
� �¡�� �6�É�� �‹�à�ë�}�� �‹�¡�}�‹�� �}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�s�� �þ�à� �}�l�� �
�T�m�Ì�¡�� �½�T�
� �¡�}�� �6�É��U�� �b�m�6�½�ë�Ž�¡�� �¡�½�ë�Ž�¡�%�ƒ�¡
�T�Ì�T�ë�%�}�‹�� �‹�à�¡�� �%� �
�
�� �à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�s�� �þ�à�¡��1 ˆ Û = 1 ˆ 0 . 05 = 0 . 95�� �i� �T�%�‹�ë�
�¡�� �6�É��U î 2 4 �� �ë�}
uc = 9 . 488�s�� �z�É�� �‹�à�¡�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �½�T�
� �¡��uobs�� �ë�}�� �
�T�m�Ì�¡�m�� �‹�à�T�%�� �‹�à�ë�}�� �½�T�
� �¡�l�� �Á�¡�� �Á�ë�
�
�� �m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�� �‹�à�¡�� �%� �
�

�à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�� �T�‹��Û = 0 . 05�� �
�¡�½�¡�
�� �6�É���}�ë�Ì�%�ë�ê�ƒ�T�%�ƒ�¡�s�� �¶�‹�à�¡�m�Á�ë�}�¡�l�� �Á�¡�� �Á�ë�
�
�� �É�T�ë�
�� �‹�6�� �m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�� �‹�à�¡�� �%� �
�

�à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�s���þ�à�¡���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���½�T�
� �¡���ë�}���ƒ�T�
�ƒ� �
�T�‹�¡�Ž���y�Ê

uobs =
140ˆ 160 2

160
+ …+

200ˆ 160 2

160
‰13.55

�þ�à� �}�l��uobs > uc = 9 . 488�� �T�%�Ž�� �Á�¡�� �ƒ�T�%�� �ƒ�6�%�ƒ�
� �Ž�¡�� �‹�à�T�‹�� �‹�à�¡�� �Ž�T�‹�T�� �b�m�6�½�ë�Ž�¡�� �¡�½�ë�Ž�¡�%�ƒ�¡�� �T�Ì�T�ë�%�}�‹
�‹�à�¡���%� �
�
�� �à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�s�� �-�¡�� �Á�ë�
�
�� �m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�� �‹�à�¡�� �à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�� �‹�à�T�‹�� �‹�à�¡�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�� �6�É�� �T�y�}�¡�%�ƒ�¡�}
�T�ƒ�m�6�}�}���‹�à�¡���Ž�T�Ê�}���6�É���‹�à�¡���Á�¡�¡�����T�m�¡��� �%�ë�É�6�m�����ë�%���É�T�½�6�m���6�É���‹�à�¡���T�
�‹�¡�m�%�T�‹�ë�½�¡���à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}���‹�à�T�‹���‹�à�¡
�Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���ë�}���%�6�‹��� �%�ë�É�6�m�����•�T�‹���‹�à�¡���ê�½�¡���b�¡�m�ƒ�¡�%�‹���
�¡�½�¡�
���6�É���}�ë�Ì�%�ë�ê�ƒ�T�%�ƒ�¡�•�s

����î 2�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�� �ë�}�� �ƒ�à�T�m�T�ƒ�‹�¡�m�ë�Ö�¡�Ž�� �y�Ê�� �6�%�¡�� �b�T�m�T���¡�‹�¡�m�l��ò�l�� �ƒ�T�
�
�¡�Ž�� �‹�à�¡�� �Ž�¡�Ì�m�¡�¡�}�›�6�É�›�É�m�¡�¡�Ž�6���s
���
�‹�à�6� �Ì�à�� �Á�¡�� �Á�ë�
�
�� �%�6�‹�� � �}�¡�� �‹�à�¡�� �á�7�b�� �Ž�ë�m�¡�ƒ�‹�
�Ê�l�� �ë�‹�� �ë�}�� �Ì�ë�½�¡�%�� �y�¡�
�6�Á�� �T�}�� �T�� �m�¡�É�¡�m�¡�%�ƒ�¡�s�� �þ�à�¡�� ���6�}�‹
�ƒ�6�����6�%�� �}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
�� �b�T�ƒ���T�Ì�¡�}�� �•�F�É�ƒ�¡�
�l�� �è�l�� �á�Ê�‹�à�6�%�� �•�ò�ƒ�ë�á�Ê�•�•�l�� �à�T�½�¡�� �%� ���¡�m�ë�ƒ�� �ë���b�
�¡���¡�%�‹�T�‹�ë�6�%�}
�6�É���‹�à�¡���á�7�b�l���-�7�b�l���T�%�Ž���z�%�½�¡�m�}�¡���-�7�b���6�É���‹�à�¡��î 2���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�s���¥�6�‹�¡���‹�à�T�‹���‹�à�¡���‹�à�¡���}� �b�b�6�m�‹���6�É���‹�à�¡

î 2�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�� �ë�}�� �%�6�%�›�%�¡�Ì�T�‹�ë�½�¡�� �T�%�Ž�� �ë�}�� � �}�¡�Ž�� �‹�6�� ���6�Ž�¡�
�� �m�T�%�Ž�6���� �½�T�m�ë�T�y�
�¡�}�� �‹�à�T�‹�� �T�m�¡�� �%�6�%�›
�%�¡�Ì�T�‹�ë�½�¡�s

f x =

1

2ò/2 Ý ò/2
xò/2 ˆ 1ê x/2 x > 0“and“ò = 1“or“x œ0“and“ò > 1

0 otherwise
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�þ�à�¡��î 2���Ì�6�6�Ž�%�¡�}�}�›�6�É�›�ê�‹���‹�¡�}�‹��� �}�¡�}���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���ƒ�6� �%�‹�}���‹�à�T�‹���É�T�
�
���ë�%�‹�6���b�m�¡�›�Ž�¡�ê�%�¡�Ž���T�%�Ž���¡�É�à�T� �}�›
�‹�ë�½�¡�� �ƒ�T�‹�¡�Ì�6�m�ë�¡�}�s�� �þ�6�� �ƒ�6���b�T�m�¡�� �‹�à�¡�� �¡���b�ë�m�ë�ƒ�T�
�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�� �‹�6�� �‹�à�¡�� �‹�à�¡�6�m�¡�‹�ë�ƒ�T�
�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%
�Ž�¡�ê�%�¡�Ž���ë�%���‹�à�¡���%� �
�
���à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�l���
�¡�‹�w�}���}� �b�b�6�}�¡���‹�à�T�‹���T���ƒ�T�‹�¡�Ì�6�m�ë�ƒ�T�
���½�T�m�ë�T�y�
�¡���à�T�}��K���b�6�}�}�ë�y�
�¡
�½�T�
� �¡�}�� �•�ƒ�
�T�}�}�¡�}�•�l�� �Ž�¡�%�6�‹�¡�Ž�� �T�}��k = 1, 2, ƒ, K �s�� �þ�à�¡�� �%� �
�
�� �à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}���}�b�¡�ƒ�ë�ê�¡�}���‹�à�¡�� �•�Ž�ë�}�ƒ�m�¡�‹�¡�•
�ƒ�T�‹�¡�Ì�6�m�ë�ƒ�T�
�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%��p1 = Ô A1 �l�� �‹�à�¡�� �b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê�� �‹�à�T�‹�� �‹�à�¡�� �½�T�m�ë�T�y�
�¡�� �y�¡�
�6�%�Ì�}�� �‹�6�� �ƒ�
�T�}�}
k = 1 �l��p2 = Ô A2 �l�� �‹�à�¡�� �b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê�� �‹�à�T�‹�� �‹�à�¡�� �½�T�m�ë�T�y�
�¡�� �y�¡�
�6�%�Ì�}�� �‹�6�� �ƒ�
�T�}�}��k = 2 �l�� �T�%�Ž�� �}�6�� �6�%
� �%�‹�ë�
��pk = Ô Ak �s���z�%���‹�à�¡���b�m�¡�½�ë�6� �}���Ž�ë�}�ƒ� �}�}�ë�6�%�l���‹�à�¡���ƒ�T�‹�¡�Ì�6�m�ë�¡�}���Á�¡�m�¡���‹�à�¡���Ž�T�Ê�}���6�É���‹�à�¡���Á�¡�¡���s
�- �¡�� �ƒ�6� �
�Ž�� �à�T�½�¡�� �¡�i� �ë�½�T�
�¡�%�‹�
�Ê�� �m�¡�›�ƒ�6�Ž�¡�Ž�� �‹�à�¡�� �ƒ�
�T�}�}�¡�}�� �‹�6�� �y�¡��k = 1 �� �É�6�m�� �¡�6�%�Ž�T�Ê�l��k = 2 �� �É�6�m
�þ� �¡�}�Ž�T�Ê�l�� �¡�‹�ƒ�s�� �þ�à�¡�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �ƒ�6� �%�‹�}�� �T�m�¡�� �Ž�¡�%�6�‹�¡�Ž�� �y�Ê��Ok�� �É�6�m��k = 1, 2, ƒK �s�� �þ�à�¡�� �¡�É�b�¡�ƒ�‹�¡�Ž
�ƒ�6� �%�‹�}�� �T�m�¡�� �ƒ�6���b� �‹�¡�Ž�� � �}�ë�%�Ì�� �‹�à�¡�� �‹�6�‹�T�
�� �ƒ�6� �%�‹�}��n = „ k = 1

K Ok�� �T�%�Ž���‹�à�¡�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���}�b�¡�ƒ�ë�›
�ê�¡�Ž���ë�%�� �‹�à�¡�� �%� �
�
�� �à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�s�� �þ�à�¡�� �¡�É�b�¡�ƒ�‹�¡�Ž�� �ƒ�6� �%�‹�� �É�6�m�� �ƒ�
�T�}�}��k �ë�}�� �Ì�ë�½�¡�%�� �y�Ê��Ek = npk�l
k = 1, 2, ƒ, K �s

�þ�à�¡���‹�¡�}�‹�� �}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�� �Ì�ë�½�¡�%���y�¡�
�6�Á�� �ë�}�� � �}�¡�Ž�� �‹�6�� �ƒ�6���b�T�m�¡�� �‹�à�¡�� �¡���b�ë�m�ë�ƒ�T�
�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���•�6�y�}�¡�m�½�¡�Ž
�ƒ�6� �%�‹�}�•���‹�6���‹�à�¡���‹�à�¡�6�m�¡�‹�ë�ƒ�T�
���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���ë�%���‹�à�¡���%� �
�
���à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}���•�¡�É�b�¡�ƒ�‹�¡�Ž���ƒ�6� �%�‹�}�•�k

U = „
k = 1

K Ok ˆ Ek
2

Ek
î 2 K ˆ 1
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���þ�¡�}�‹�ë�%�Ì
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�z�%���6�‹�à�¡�m���Á�6�m�Ž�}�l��U���É�6�
�
�6�Á�}���T��î 2���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���Á�ë�‹�à��K ˆ 1���Ž�¡�Ì�m�¡�¡�}���6�É���É�m�¡�¡�Ž�6���s���z�%���‹�à�¡���Ž�T�Ê�}�›
�6�É�›�‹�à�¡�›�Á�¡�¡�����T�y�}�¡�%�ƒ�¡�}���Ž�ë�}�ƒ� �}�}�ë�6�%�l���Á�¡���à�T�½�¡��K = 5 ���ƒ�
�T�}�}�¡�}���•�Á�6�m���ë�%�Ì���Ž�T�Ê�}�•���}�6���‹�à�¡���‹�¡�}�‹���}�‹�T�›
�‹�ë�}�‹�ë�ƒ���É�6�
�
�6�Á�}���T��î 2 4 ���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�s���z�É���Á�¡���Á�T�%�‹���‹�6���‹�¡�}�‹���T�‹���T��Û���}�ë�Ì�%�ë�ê�ƒ�T�%�ƒ�¡���
�¡�½�¡�
�l���‹�à�¡���m�¡�ÿ�¡�ƒ�›
�‹�ë�6�%���m�¡�Ì�ë�6�%���ë�}���Ž�¡�ê�%�¡�Ž���‹�6���y�¡���½�T�
� �¡�}���
�T�m�Ì�¡�m���‹�à�T�%��uc�l���‹�à�¡���½�T�
� �¡���‹�à�T�‹���}�¡�b�T�m�T�‹�¡�}���‹�à�¡���‹�6�b���ê�½�¡
�b�¡�m�ƒ�¡�%�‹���6�É���‹�à�¡��î 2 K ˆ 1 ���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���É�m�6�����‹�à�¡���m�¡�}�‹�s���z�%���6�‹�à�¡�m���Á�6�m�Ž�}�l���‹�à�¡��î 2���Ì�6�6�Ž�%�¡�}�}�›�6�É�›
�ê�‹�� �‹�¡�}�‹�� �ë�}�� �T�
�Á�T�Ê�}�� �T�� �m�ë�Ì�à�‹�›�‹�T�ë�
�¡�Ž�� �‹�¡�}�‹�s�� �z�É�� �‹�à�¡�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �½�T�
� �¡�� �6�É�� �‹�à�¡�� �‹�¡�}�‹�� �}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ��uobs�� �ë�}
�
�T�m�Ì�¡�m�� �‹�à�T�%�� �‹�à�¡�� �ƒ�m�ë�‹�ë�ƒ�T�
�� �½�T�
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•
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���b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê�•���T�%�Ž���Á�à�T�‹���ë�}���¡�É�b�¡�ƒ�‹�¡�Ž
�•� �%�Ž�¡�m�� �‹�à�¡�� �ƒ�6�%�Ž�ë�‹�ë�6�%�� �6�É�� �ë�%�Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�ƒ�¡�•�� �ë�}�� �}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
�
�Ê���}�ë�Ì�%�ë�ê�ƒ�T�%�‹�s�� �ò�ë���ë�
�T�m�� �‹�6�� �‹�à�¡��î 2

�Ì�6�6�Ž�%�¡�}�}�›�6�É�›�ê�‹���‹�¡�}�‹�l���Á�¡���Á�ë�
�
��� �}�¡���ƒ�6� �%�‹�}���ë�%�}�‹�¡�T�Ž���6�É���b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�ë�¡�}�s

�-�¡���Á�ë�
�
���ê�m�}�‹���ƒ�6���b� �‹�¡���‹�à�¡���¡�É�b�¡�ƒ�‹�¡�Ž���ƒ�6� �%�‹�}�l��Eij �l���É�6�m���T�
�
���‹�à�¡���ƒ�¡�
�
�}��� �%�Ž�¡�m��H0�s���b�6�m���¡�É�T���b�
�¡�l

E11 = 500 • ÔC1, P1 H0

= 500 • Ô C1 H0 • Ô P1 H0

= 500 •
240
500

•
155
500

=
240 • 155

500
= 74 . 4

�ò�ë���ë�
�T�m�
�Ê�l

E12 = 500 • ÔC1, P2 H0

= 500 • Ô C1 H0 • Ô P2 H0

= 500 •
240
500

•
180
500

=
240 • 180

500
= 86 . 4

�•�¡�‹��Oij �� �Ž�¡�%�6�‹�¡�� �‹�à�¡�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �ƒ�6� �%�‹�� �É�6�m�� �‹�à�¡�� �ƒ�¡�
�
�� �ë�%�� �‹�à�¡��ith �� �m�6�Á�� �T�%�Ž��j th �� �ƒ�6�
� ���%�� �•�Á�ë�‹�à
i = 1, ƒ, 4 �� �T�%�Ž��j = 1, …3�•�s�� �þ�à�¡�%�l�� �‹�à�¡�� �‹�6�‹�T�
�� �%� ���y�¡�m�� �6�É�� �6�y�}�¡�m�½�T�‹�ë�6�%�}�� �ë�}��n = „ ij Oij = 500�s
�•�¡�‹��Oi : = „ j Oij ���Ž�¡�%�6�‹�¡���‹�à�¡���m�6�Á���‹�6�‹�T�
���6�É���‹�à�¡��ith ���m�6�Á���T�%�Ž��O: j = „ i Oij ���Ž�¡�%�6�‹�¡���‹�à�¡���ƒ�6�
� ���%
�‹�6�‹�T�
�� �6�É�� �ƒ�6�
� ���%��j�s�� �b�m�6���� �6� �m�� �ƒ�T�
�ƒ� �
�T�‹�ë�6�%�}�� �T�y�6�½�¡�l�� �‹�à�¡�� �¡�É�b�¡�ƒ�‹�¡�Ž�� �ƒ�6� �%�‹�l��Eij �� �ë�%�� �‹�à�¡��ith �� �m�6�Á
�T�%�Ž��j th ���ƒ�6�
� ���%���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

������ �
�%�ë�‹����

�Á�Á�Á�s�ë� �y�à�s�Ž�¡



Eij =
Oi : • O: j

n

�z�‹�����T�Ê���y�¡���à�¡�
�b�É� �
���‹�6���m�¡���¡���y�¡�m���‹�à�ë�}���É�6�m��� �
�T���ë�%���Á�6�m�Ž�}�k

expected count in cell“ij =
row“i“total • column“j“total

grand total

�
�}�ë�%�Ì���‹�à�ë�}���É�6�m��� �
�T�l���Á�¡���ƒ�T�%���ƒ�6���b� �‹�¡���‹�à�¡���¡�É�b�¡�ƒ�‹�¡�Ž���ƒ�6� �%�‹�}���6�É���T�
�
���������ƒ�¡�
�
�}�s���þ�à�¡���‹�T�y�
�¡���y�¡�
�6�Á
�ƒ�6�%�}�6�
�ë�Ž�T�‹�¡�}�� �y�6�‹�à�� �‹�à�¡�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �ƒ�6� �%�‹�}�� �T�%�Ž�� �¡�É�b�¡�ƒ�‹�¡�Ž�� �ƒ�6� �%�‹�}�� �•�Á�à�ë�ƒ�à�� �T�b�b�¡�T�m�� �ë�%�� �b�T�m�¡�%�›
�‹�à�¡�}�¡�}�•�s

�¶�y�}�¡�m�½�¡�Ž���T�%�Ž���F�É�b�¡�ƒ�‹�¡�Ž���-�6� �%�‹�}���6�É���á�6�
�ë�‹�ë�ƒ�T�
���á�T�m�‹�Ê�����É�ê�
�ë�T�‹�ë�6�%���½�¡�m�}� �}���-�à� �m�ƒ�à�����‹�‹�¡�%�Ž�›
�T�%�ƒ�¡

�á�6�
�ë�‹�ë�ƒ�T�
���b�T�m�‹�Ê���T�É�ê�
�ë�T�‹�ë�6�%

�-�à� �m�ƒ�à
�T�‹�‹�¡�%�Ž�›
�T�%�ƒ�¡

�è�¡�b� �y�
�ë�›
�ƒ�T�%

�7�¡���6�›
�ƒ�m�T�‹�ë�ƒ

�z�%�Ž�¡�b�¡�%�Ž�›
�¡�%�‹

�þ�6�‹�T�


�•�¡�}�}���‹�à�T�%
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���ÿ���•�����s���ÿ�• ���ÿ���•�����s���ÿ�• �����ÿ���•�����s���ÿ�• �����ÿ

�%�¡�‹�Á�¡�¡�%����
�T�%�Ž����

���ÿ���•�����s���ÿ�• ���ÿ���•���ÿ�s���ÿ�• ���ÿ���•�����s���ÿ�• �����ÿ

�%�¡�‹�Á�¡�¡�%����
�T�%�Ž������

���ÿ���•���ÿ�s�����• ���ÿ���•�����s���ÿ�• �������•�����s�����• ����

�¡�6�m�¡���‹�à�T�%
����

�������•�����s�ÿ���• ���ÿ���•�����s���ÿ�• ���ÿ���•�����s�����• ����

�þ�6�‹�T�
 ������ �����ÿ ������ ���ÿ�ÿ

���}�� �Á�ë�‹�à�� �‹�à�¡��î 2���Ì�6�6�Ž�%�¡�}�}�›�6�É�›�ê�‹�� �‹�¡�}�‹�l�� �Á�¡�� �Á�ë�
�
�� �ƒ�6���b�T�m�¡�� �‹�à�¡�� �Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�ƒ�¡�}�� �y�¡�‹�Á�¡�¡�%�� �‹�à�¡
�6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���ƒ�6� �%�‹�}�l��Oij �l���T�%�Ž���‹�à�¡���¡�É�b�¡�ƒ�‹�¡�Ž���ƒ�6� �%�‹�}�l��Eij �l���T�%�Ž���T�Ì�Ì�m�¡�Ì�T�‹�¡���T�
�
���‹�à�¡���Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�ƒ�¡�}���‹�6
�É�6�m�����6� �m���}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž�ë�Ö�¡�Ž���i� �T�%�‹�ë�‹�Ê���‹�6���}�¡�m�½�¡���T�}���6� �m���‹�¡�}�‹���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�s

U = „
i = 1

4

„
j = 1

3 Oij ˆ Eij
2

Eij
î 2 6

�z�%���Ì�¡�%�¡�m�T�
�l���ë�É���Á�¡���à�T�½�¡��I���m�6�Á�}���T�%�Ž��J���ƒ�6�
� ���%�}�l���‹�à�¡���‹�¡�}�‹���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ���ë�}

�ò�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
���þ�¡�}�‹�ë�%�Ì

�������
�%�ë�‹����

�Á�Á�Á�s�ë� �y�à�s�Ž�¡



U = „
i = 1

I

„
j = 1

J Oij ˆ Eij
2

Eij
î 2 I ˆ 1 J ˆ 1

�z�%���Á�6�m�Ž�}�l���‹�à�ë�}���‹�¡�}�‹���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ���É�6�
�
�6�Á�}���T��î 2���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�l���T�%�Ž���‹�à�¡���Ž�¡�Ì�m�¡�¡�}���6�É���É�m�¡�¡�Ž�6�����ë�}���‹�à�¡
�b�m�6�Ž� �ƒ�‹���6�É���‹�à�¡���%� ���y�¡�m���6�É���m�6�Á�����ë�%� �}���6�%�¡���‹�ë���¡�}���‹�à�¡���%� ���y�¡�m���6�É���ƒ�6�
� ���%�}�����ë�%� �}���6�%�¡�s���z�%
�6� �m�� �¡�É�T���b�
�¡�l�� �Á�¡�� �à�T�½�¡��I = 4 �� �m�6�Á�}�� �T�%�Ž��J = 3 �l�� �ƒ�6�
� ���%�}�� �}�6�� �‹�à�¡�� �Ž�¡�Ì�m�¡�¡�}�� �6�É�� �É�m�¡�¡�Ž�6���� �ë�}
4 ˆ 1 3 ˆ 1 = 6 �s

���}���Á�ë�‹�à���‹�à�¡���Ì�6�6�Ž�%�¡�}�}�›�6�É�›�ê�‹���‹�¡�}�‹�l���‹�à�¡���à�ë�Ì�à�¡�m���‹�à�¡���½�T�
� �¡���6�É��U�l���‹�à�¡�����6�m�¡���¡�½�ë�Ž�¡�%�ƒ�¡���‹�à�¡���Ž�T�‹�T
�b�m�6�½�ë�Ž�¡�}�� �T�Ì�T�ë�%�}�‹��H0�s�� �þ�à�¡�m�¡�É�6�m�¡�l�� �Á�¡�� �à�T�½�¡�� �T�� �m�ë�Ì�à�‹�›�‹�T�ë�
�¡�Ž�� �‹�¡�}�‹�� �Á�ë�‹�à�� �‹�à�¡�� �m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�6�%�� �m�¡�Ì�ë�6�%
�y�¡�ë�%�Ì���ë�%���‹�à�¡���m�ë�Ì�à�‹���‹�T�ë�
�s���
�}�ë�%�Ì���T���6�%�¡���b�¡�m�ƒ�¡�%�‹���
�¡�½�¡�
���6�É���}�ë�Ì�%�ë�ê�ƒ�T�%�ƒ�¡�l���‹�à�¡���ƒ�m�ë�‹�ë�ƒ�T�
���½�T�
� �¡���•�É�m�6��
�T��î 2���‹�T�y�
�¡���6�m��� �}�ë�%�Ì���T���ƒ�6���b� �‹�¡�m���}�6�É�‹�Á�T�m�¡�•���Ì�ë�½�¡�}��uc = 16 . 812�s���þ�à�¡���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���½�T�
� �¡���ë�}���ƒ�6���›
�b� �‹�¡�Ž���T�}���Ì�ë�½�¡�%���ë�%���‹�à�¡���¡�i� �T�‹�ë�6�%���T�y�6�½�¡���T�%�Ž�l�����6�m�¡���ƒ�6�%�ƒ�m�¡�‹�¡�
�Ê�l

uobs =
40ˆ 74. 40 2

74. 40
+

90ˆ 86. 40 2

86. 40
+

110ˆ 79. 20 2

79. 20

+
60ˆ 43. 40 2

43. 40
+

50ˆ 50. 40 2

50. 40
+

30ˆ 46. 20 2

46. 20

+
25ˆ 17. 05 2

17. 05
+

20ˆ 19. 80 2

19. 80
+

10ˆ 18. 15 2

18. 15
‰54 . 683

�ò�ë�%�ƒ�¡��uobs > uc�l�� �Á�¡�� �m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�� �‹�à�¡�� �%� �
�
�� �à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�� �T�‹�� �T���6�%�¡�� �b�¡�m�ƒ�¡�%�‹�� �
�¡�½�¡�
�� �6�É���}�ë�Ì�%�ë�ê�ƒ�T�%�ƒ�¡�s�� �z�%
�6�‹�à�¡�m���Á�6�m�Ž�}�l���‹�à�¡���Ž�T�‹�T���b�m�6�½�ë�Ž�¡���¡�½�ë�Ž�¡�%�ƒ�¡���T�‹���‹�à�ë�}���}�ë�Ì�%�ë�ê�ƒ�T�%�ƒ�¡���
�¡�½�¡�
���‹�à�T�‹���b�6�
�ë�‹�ë�ƒ�T�
���T�É�ê�
�ë�T�‹�ë�6�%
�T�%�Ž���É�m�¡�i� �¡�%�ƒ�Ê���6�É���ƒ�à� �m�ƒ�à���T�‹�‹�¡�%�Ž�T�%�ƒ�¡���T�m�¡���Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�‹�s
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�¡�� �y�¡�
�6�Á�� �ƒ�6�%�‹�T�ë�%�}�� �‹�à�¡�� �ƒ�6�����T�%�Ž�}�� �ë�%�� �½�T�m�ë�6� �}�� �ƒ�6�����6�%�� �}�6�É�‹�Á�T�m�¡�� �b�m�6�Ì�m�T���}�� �‹�6
�ƒ�6���b� �‹�¡�� �‹�à�¡�� �ƒ�m�ë�‹�ë�ƒ�T�
�� �½�T�
� �¡�� �6�É���‹�à�¡��î 2�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���Á�ë�‹�à���›�©���Ž�¡�Ì�m�¡�¡�}�� �6�É���É�m�¡�¡�Ž�6���� �T�%�Ž���}�ë�Ì�›
�%�ë�ê�ƒ�T�%�ƒ�¡���
�¡�½�¡�
�s

�-�6�����T�%�Ž�}���É�6�m���-�6���b� �‹�ë�%�Ì���‹�à�¡���-�m�ë�‹�ë�ƒ�T�
���*�T�
� �¡���6�É���T���-�à�ë�›�ò�i� �T�m�¡���7�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���ë�%���*�T�m�ë�6� �}
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�z�%���y�6�‹�à���6�É���‹�à�¡��î 2���‹�¡�}�‹�}���Á�¡���à�T�½�¡���}�‹� �Ž�ë�¡�Ž�l���Á�¡���}�à�6� �
�Ž���%�6�‹�¡���‹�à�T�‹���‹�à�¡���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���6�É���‹�à�¡���‹�¡�}�‹
�}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ���ë�}���%�6�‹���¡�É�T�ƒ�‹�
�Ê���‹�à�¡��î 2���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�s���z�%�}�‹�¡�T�Ž�l���ë�‹���ë�}�l���T�}�Ê���b�‹�6�‹�ë�ƒ�T�
�
�Ê�l���‹�à�¡��î 2���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �›
�‹�ë�6�%�l���ë�s�¡�s�l���É�6�m���T���
�T�m�Ì�¡���%� ���y�¡�m���6�É���6�y�}�¡�m�½�T�‹�ë�6�%�}�s���þ�à�¡���T�b�b�m�6�b�m�ë�T�‹�¡�%�¡�}�}���6�É���‹�à�¡���‹�¡�}�‹�����T�Ê���y�m�¡�T��
�Ž�6�Á�%���ë�É���T�
���6�}�‹���T�
�
���‹�à�¡���ƒ�¡�
�
�}���•���6�m�¡���‹�à�T�%�����ÿ���b�¡�m�ƒ�¡�%�‹�•���ƒ�6�%�‹�T�ë�%���¡�É�b�¡�ƒ�‹�¡�Ž���ƒ�6� �%�‹�}���É�¡�Á�¡�m���‹�à�T�%
�ê�½�¡�s���z�%���}� �ƒ�à���ƒ�T�}�¡�}�l���6�‹�à�¡�m���‹�¡�}�‹�}���T�m�¡�����6�m�¡���T�b�b�m�6�b�m�ë�T�‹�¡�s

�‘�6�
���6�Ì�6�m�6�½�›�ò���ë�m�%�6�½���þ�¡�}�‹���¶�É���¥�6�m���T�
�ë�‹�Ê

�z�%���‹�à�ë�}�� �}�¡�ƒ�‹�ë�6�%�l�� �Á�¡�� �Á�ë�
�
�� �Ž�ë�}�ƒ� �}�}�� �à�6�Á���‹�6���b�¡�m�É�6�m�����Ì�6�6�Ž�%�¡�}�}�›�6�É�›�ê�‹�� �‹�¡�}�‹���}�b�¡�ƒ�ë�ê�ƒ�T�
�
�Ê���É�6�m���‹�à�¡
�e�T� �}�}�ë�T�%���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�s�����}��� �}� �T�
�l���‹�à�¡���%� �
�
���à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}���}�‹�T�‹�¡�}���‹�à�T�‹���‹�à�¡���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%���‹�à�T�‹���‹�à�¡
�Ž�T�‹�T�� �T�m�¡�� �Ž�m�T�Á�%�� �É�m�6���� �É�6�
�
�6�Á�� �T�� �e�T� �}�}�ë�T�%�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�� �Á�ë�‹�à�� ���%�6�Á�%�� ���¡�T�%�l��• �l�� �T�%�Ž�� ���%�6�Á�%
�}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž���Ž�¡�½�ë�T�‹�ë�6�%�l��• �s���þ�à�T�‹���ë�}��X1, ƒ, X n

iidŒ •, • �s���þ�à�¡���T�
�‹�¡�m�%�T�‹�ë�½�¡���à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}���}�‹�T�‹�¡�}���‹�à�T�‹
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0, x < ˆ 2. 43
0 . 1, ˆ 2 . 43µ x < ˆ 1 . 51
0 . 2, ˆ 1 . 51µ x < ˆ 1 . 09
É É
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1 . 0, x œ1 . 65
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SE ˜ A ˆ ˜ B ‰SE ˜ A ˆ ˜ B =
˜ A 1 ˆ ˜ A
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+
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n
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Ô U µ
d

SE ˜ A ˆ ˜ B
= Ô U µ u = ï u
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567
900 • 333

900
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2�s�� ���}�� �}� �ƒ�à�l�� �Á�¡�� �%�¡�¡�Ž�� �‹�6�� �m�¡�b�
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n1 ˆ 1 S1
2 + n2 ˆ 1 S2

2

n1 + n2 ˆ 2

�Á�à�¡�m�¡��S1
2�� �T�%�Ž��S2

2�� �T�m�¡�� �‹�à�¡�� �}�T���b�
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U =
X ˆ Y
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1
16 + 1

16

T 30
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� �¡���ë�}��uc = t30, 0 . 01= 2 . 457���T�%�Ž���Á�¡���à�T�½�¡���T���m�ë�Ì�à�‹�›�‹�T�ë�
�¡�Ž���m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�6�%���m�¡�Ì�ë�6�%�k
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� �¡�}���6�É���‹�à�¡���b�6�6�
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�¡�Ž
�}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž���Ž�¡�½�ë�T�‹�ë�6�%���T�m�¡

sp
2 =

15 • 31002 + 15 • 29002

30
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���þ�¡�}�‹�ë�%�Ì

�������
�%�ë�‹����

�Á�Á�Á�s�ë� �y�à�s�Ž�¡



���s�����s�� �á�6�Á�¡�m�l���á�›�*�T�
� �¡�}�l���T�%�Ž���-�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���z�%�‹�¡�m�½�T�
�}

�þ�à�¡���á�6�Á�¡�m���6�É���T���þ�¡�}�‹

�z�%���}�¡�ƒ�‹�ë�6�%�����s���l���Á�¡���Ž�ë�}�ƒ� �}�}�¡�Ž���‹�à�T�‹���Á�à�¡�%���ƒ�6�%�Ž� �ƒ�‹�ë�%�Ì���T���à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}���‹�¡�}�‹�l���Ž�¡�b�¡�%�Ž�ë�%�Ì���6�%���‹�à�¡
�Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%�l���‹�à�¡�m�¡���T�m�¡���‹�Á�6���b�6�}�}�ë�y�
�¡���¡�m�m�6�m�}���‹�à�T�‹���ƒ�6� �
�Ž���y�¡�����T�Ž�¡�k���•�ë�•�������‹�Ê�b�¡���z���¡�m�m�6�m���Á�à�¡�m�¡���Á�¡
�m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�� �T���‹�m� �¡�� �%� �
�
�� �à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�� �T�%�Ž���•�ë�ë�•�� ���� �‹�Ê�b�¡�� �z�z���¡�m�m�6�m���Á�à�¡�m�¡���Á�¡�� �É�T�ë�
�� �‹�6���m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�� �T���É�T�
�}�¡�� �%� �
�

�à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�s�� �þ�à�¡�� �b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�ë�¡�}�� �6�É�� �ƒ�6�����ë�‹�‹�ë�%�Ì�� �}� �ƒ�à�� �¡�m�m�6�m�}�� �T�m�¡�� �Ž�¡�%�6�‹�¡�Ž�� �y�Ê��Û�� �T�%�Ž��Ü�l
�m�¡�}�b�¡�ƒ�‹�ë�½�¡�
�Ê�s���¥�T���¡�
�Ê�l

Û = Ô reject“H0 H0“is true

�T�%�Ž

Ü = Ô fail to reject“H 0 H0“is false

�����ƒ�
�6�}�¡�
�Ê���m�¡�
�T�‹�¡�Ž���i� �T�%�‹�ë�‹�Ê���ë�}���‹�à�¡���b�6�Á�¡�m���6�É���T���‹�¡�}�‹�s���z�%�É�6�m���T�
�
�Ê�l���‹�à�ë�}���i� �T�%�‹�ë�‹�Ê���ë�}���‹�à�¡���b�m�6�y�T�›
�y�ë�
�ë�‹�Ê���6�É���Ž�¡�‹�¡�ƒ�‹�ë�%�Ì���T�%���¡�É�É�¡�ƒ�‹���Á�à�¡�%���‹�à�¡�m�¡���T�ƒ�‹� �T�
�
�Ê���ë�}���T�%���¡�É�É�¡�ƒ�‹�s���z�%���6�‹�à�¡�m���Á�6�m�Ž�}�l���‹�à�¡���b�6�Á�¡�m
�6�É���T���‹�¡�}�‹���ë�}���‹�à�¡���ƒ�6���b�
�¡���¡�%�‹���6�É���‹�à�¡���‹�Ê�b�¡���z�z���¡�m�m�6�m�k

power = 1 ˆ Ü

�z�É���Á�¡���ƒ�T�%���ƒ�6���b� �‹�¡���6�%�¡���6�É���‹�à�¡�}�¡�l��Ü���6�m���b�6�Á�¡�m�l���‹�à�¡�%���‹�à�¡���6�‹�à�¡�m���i� �T�%�‹�ë�‹�Ê���ë�}���ÿ� �}�‹���‹�à�¡���ƒ�6���b�
�¡�›
���¡�%�‹�s���b�6�m���Ì�¡�%�¡�m�T�
���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
���‹�¡�}�‹�}�l���ƒ�6���b� �‹�ë�%�Ì���‹�à�¡�}�¡���b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�ë�¡�}���ë�}���½�¡�m�Ê���Ž�ë�É�ê�ƒ� �
�‹�s���-�6�%�}�¡�›
�i� �¡�%�‹�
�Ê�l���Á�¡���É�6�ƒ� �}���6�%���T���6�%�¡�›�}�T���b�
�¡��Z�›�‹�¡�}�‹�s

�-�¡�� �m�¡�ƒ�T�
�
�� �‹�à�¡�� �}�¡�‹�‹�ë�%�Ì�� �É�6�m�� �T�� �6�%�¡�›�}�T���b�
�¡��Z�›�‹�¡�}�‹�s��X1, ƒ, X n�� �T�m�¡�� �ë�%�Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�‹�� �e�T� �}�}�ë�T�%
Œ •, • ���Á�ë�‹�à��• �����%�6�Á�%�s���þ�à�¡���b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê���6�É���T���‹�Ê�b�¡���z���¡�m�m�6�m�l��Û�l���ë�}���}�¡�‹���T�%�Ž���‹�à�¡���%� �
�
���à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}
�ë�}��H0: • = • 0�� �•�É�6�m�� �}�6���¡�� �½�T�
� �¡�� �6�É��• 0�s�� �•�¡�‹�w�}�� �ƒ�6�%�}�ë�Ž�¡�m�� �T�� �m�ë�Ì�à�‹�›�‹�T�ë�
�¡�Ž�� �T�
�‹�¡�m�%�T�‹�ë�½�¡�l��H1: • > • 0�s
�þ�à�¡���T�}�}�6�ƒ�ë�T�‹�¡�Ž���‹�¡�}�‹���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ���ë�}

U =
X ˆ • 0

•
n

�þ�à�¡�� �ƒ�m�ë�‹�ë�ƒ�T�
�� �½�T�
� �¡�� �ë�}�� �Ì�ë�½�¡�%���y�Ê��uc = z Û�� �T�%�Ž���‹�à�¡�� �m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�6�%���m�¡�Ì�ë�6�%���ë�}��RR = u u > u c �s�� �þ�à�¡
�m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�6�%�� �m�¡�Ì�ë�6�%�� �ƒ�T�%�� �T�
�}�6�� �y�¡���}�b�¡�ƒ�ë�ê�¡�Ž�� �ë�%�� �‹�¡�m���}�� �6�É�� �‹�à�¡�� �}�T���b�
�¡�� ���¡�T�%�k��RR = x x > x c
�Á�ë�‹�à��xc = • 0 + u c • •

n

�þ�à�¡���b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê���6�É���T���‹�Ê�b�¡���z�z���¡�m�m�6�m���T�}���Á�¡�
�
���T�}���‹�à�¡���b�6�Á�¡�m���6�É���T���‹�¡�}�‹���T�m�¡���ƒ�6���b� �‹�¡�Ž���É�6�m���T���ê�É�¡�Ž
�T�
�‹�¡�m�%�T�‹�ë�½�¡���½�T�
� �¡��• = •1���Á�ë�‹�à��•1 > • 0���k

Ü • 1 = Ô X ó RR • = • 1 = Ô X µ xc • = • 1

�-�¡���à�T�½�¡�����T�Ž�¡���‹�à�¡���Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�ƒ�¡���6�%��• 1���¡�É�b�
�ë�ƒ�ë�‹���y�Ê��� �}�ë�%�Ì���‹�à�¡���%�6�‹�T�‹�ë�6�%��Ü • 1 ���ë�%�}�‹�¡�T�Ž���6�É��Ü�s
�ò�ë���ë�
�T�m�
�Ê�l���‹�à�¡���b�6�Á�¡�m���6�É���‹�à�¡���‹�¡�}�‹���É�6�m���‹�à�ë�}���T�
�‹�¡�m�%�T�‹�ë�½�¡���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

������ �
�%�ë�‹����

�Á�Á�Á�s�ë� �y�à�s�Ž�¡



power • 1 = Ô X > x c • = • 1

�þ�à�¡���ê�Ì� �m�¡���y�¡�
�6�Á���}�à�6�Á�}���‹�à�¡���‹�Á�6���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�}���6�É��X �l���6�%�¡��� �%�Ž�¡�m��H0: • = • 0���T�%�Ž���6�%�¡��� �%�Ž�¡�m
H1š:• = • 1�s�� ���Ž�Ž�ë�‹�ë�6�%�T�
�
�Ê�l�� �Á�¡�� �à�T�½�¡�� �à�ë�Ì�à�
�ë�Ì�à�‹�¡�Ž�� �‹�à�¡�� �T�m�¡�T�}�� �‹�à�T�‹�� �ƒ�6�m�m�¡�}�b�6�%�Ž�� �‹�6�� �‹�à�¡�� �‹�Ê�b�¡�� �z
�T�%�Ž���‹�Ê�b�¡���z�z���¡�m�m�6�m�}�l��Û���T�%�Ž��Ü�l���m�¡�}�b�¡�ƒ�‹�ë�½�¡�
�Ê�s

�b�6�m�� �T���ê�É�¡�Ž�� �½�T�
� �¡�� �6�É�� �‹�à�¡�� �T�
�‹�¡�m�%�T�‹�ë�½�¡�l��• = • 1�� �•�¡�i� �ë�½�T�
�¡�%�‹�
�Ê�l�� �T���ê�É�¡�Ž�� �¡�É�É�¡�ƒ�‹�� �}�ë�Ö�¡��• 1 ˆ • 0�•�l
�‹�à�¡�m�¡���ë�}���T���‹�m�T�Ž�¡�›�6�É�É���y�¡�‹�Á�¡�¡�%��Ü���T�%�Ž��Û�s���z�É���Á�¡�����T���¡��Û���}���T�
�
�l���‹�à�¡�%���‹�à�¡���m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�ë�6�%���m�¡�Ì�ë�6�%���Ì�¡�‹�}
�}���T�
�
�¡�m�� �T�%�Ž��Ü • 1 = Ô X ó RR • = • 1 �� �Ì�¡�‹�}�� �
�T�m�Ì�¡�m�s�� �þ�à�ë�}�� �‹�m�T�Ž�¡�›�6�É�É�� �ë�}�� �Ž�¡���6�%�}�‹�m�T�‹�¡�Ž�� �ë�%
�‹�à�¡���ê�Ì� �m�¡���y�¡�
�6�Á�l���Á�à�ë�ƒ�à���}�à�6�Á�}���‹�à�¡���Ì�m�T�b�à�}���6�É��Ü • 1 ���T�%�Ž��power • 1 ���T�Ì�T�ë�%�}�‹��Û�l���É�6�m���ê�É�¡�Ž��• 1
�•�T�%�Ž���ê�É�¡�Ž���}�T���b�
�¡���}�ë�Ö�¡�l��n�•�s

�ò�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
���þ�¡�}�‹�ë�%�Ì

�������
�%�ë�‹����

�Á�Á�Á�s�ë� �y�à�s�Ž�¡



�-�¡���ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�
�Ê���Á�T�%�‹���‹�à�¡���b�6�Á�¡�m���6�É���T���‹�¡�}�‹���‹�6���y�¡���T�}���
�T�m�Ì�¡���T�}���b�6�}�}�ë�y�
�¡�s���þ�à�¡�m�¡�É�6�m�¡�l���ë�‹���ë�}���ë���b�6�m�›
�‹�T�%�‹���‹�6���T�
�}�6��� �%�Ž�¡�m�}�‹�T�%�Ž���ë�‹�}���m�¡�
�T�‹�ë�6�%�}�à�ë�b���Á�ë�‹�à���‹�à�¡���¡�É�É�¡�ƒ�‹���}�ë�Ö�¡��• 1 ˆ • 0���T�}���Á�¡�
�
���T�}���Á�ë�‹�à���‹�à�¡
�}�T���b�
�¡���}�ë�Ö�¡��n�s���b�6�m���T���ê�É�¡�Ž��Û���Á�¡���à�T�½�¡

power • 1 = Ô X > • 0 + zÛ •
•
n

• = • 1

= Ô
X ˆ • 1

•
n

>
• 0 ˆ • 1 + zÛ • •

n
•
n

• = • 1

= Ô Z >
• 0 ˆ • 1 + zÛ • •

n
•
n

= Ô Z >
• 0 ˆ • 1

•
n

+ zÛ , ““ where“Z Œ 0, 1

�b�6�m�� �T���ê�É�¡�Ž�� �}�T���b�
�¡�� �}�ë�Ö�¡�l��n�l�� �Á�¡�� �ƒ�T�%�� �}�¡�¡�� �‹�à�T�‹�� �É�6�m�� �T�� �
�T�m�Ì�¡�m�� �¡�É�É�¡�ƒ�‹�� �}�ë�Ö�¡�l�� �Á�à�¡�%��• 1�� �y�¡�ƒ�6���¡�}
�
�T�m�Ì�¡�m���T�%�Ž���
�T�m�Ì�¡�m���‹�à�T�%��• 0�l���‹�à�¡���b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê���ë�%�ƒ�m�¡�T�}�¡�}�s���þ�à�ë�}���ë�}���y�¡�ƒ�T� �}�¡���‹�à�¡���m�ë�Ì�à�‹�›�à�T�%�Ž���}�ë�Ž�¡
�6�É�� �‹�à�¡�� �ë�%�¡�i� �T�
�ë�‹�Ê�� �Ž�¡�}�ƒ�m�ë�y�ë�%�Ì�� �‹�à�¡�� �¡�½�¡�%�‹�� �y�¡�ƒ�6���¡�}�� �T�� �
�T�m�Ì�¡�m�� �%�¡�Ì�T�‹�ë�½�¡�� �½�T�
� �¡�� �T�%�Ž�� �}�6�� �‹�à�¡
�¡�½�¡�%�‹��Z > ƒ ���ë�}���
�T�m�Ì�¡�m�s���z�%���6�‹�à�¡�m���Á�6�m�Ž�}�l���‹�à�¡���
�T�m�Ì�¡�m���‹�à�¡���¡�É�É�¡�ƒ�‹���}�ë�Ö�¡���•�Á�ë�‹�à��Û���T�%�Ž��n���ê�É�¡�Ž�•�l���‹�à�¡
�à�ë�Ì�à�¡�m�� �‹�à�¡�� �b�6�Á�¡�m�� �6�É�� �‹�à�¡�� �‹�¡�}�‹�s�� �þ�à�¡�� �Ì�m�T�b�à�� �y�¡�
�6�Á�� �}�à�6�Á�}�� �‹�à�¡�� �m�¡�
�T�‹�ë�6�%�}�à�ë�b�� �y�¡�‹�Á�¡�¡�%�� �‹�à�¡
�b�6�Á�¡�m���6�É���T���‹�¡�}�‹���½�¡�m�}� �}���¡�É�É�¡�ƒ�‹���}�ë�Ö�¡���É�6�m���½�T�m�ë�6� �}���½�T�
� �¡�}���6�É��Û�s

�����ÿ �
�%�ë�‹����

�Á�Á�Á�s�ë� �y�à�s�Ž�¡



�z�%���ƒ�6�%�‹�m�T�}�‹�l���ë�É���Á�¡���ê�É���‹�à�¡���¡�É�É�¡�ƒ�‹���}�ë�Ö�¡���•�ë�s�¡�s�l���ê�É��• 1�•�l���‹�à�¡�%���É�6�m���T���Ì�ë�½�¡�%��Û�l���‹�à�¡���
�T�m�Ì�¡�m���‹�à�¡���}�T���b�
�¡
�}�ë�Ö�¡�l�� �‹�à�¡�� �}���T�
�
�¡�m�� �‹�à�¡�� �b�6�Á�¡�m�s�� �þ�à�¡�� �É�6�
�
�6�Á�ë�%�Ì���ê�Ì� �m�¡�� �}�à�6�Á�}�� �‹�à�¡�� �m�¡�
�T�‹�ë�6�%�}�à�ë�b�� �y�¡�‹�Á�¡�¡�%�� �‹�à�¡
�b�6�Á�¡�m���6�É���T���‹�¡�}�‹���T�%�Ž���‹�à�¡���}�T���b�
�¡���}�ë�Ö�¡�s

�ò�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
���þ�¡�}�‹�ë�%�Ì

�������
�%�ë�‹����
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�7� �m�ë�%�Ì�� �‹�à�¡�� �b�
�T�%�%�ë�%�Ì�� �b�à�T�}�¡�� �6�É�� �ƒ�6�%�Ž� �ƒ�‹�ë�%�Ì�� �T�� �}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
�� �‹�¡�}�‹�l�� �Á�¡�� �à�T�½�¡�� �½�T�m�ë�6� �}�� �ƒ�à�6�ë�ƒ�¡�}�� �‹�6
���T���¡�s�� �-�¡�� �%�¡�¡�Ž�� �‹�6�� �Ž�¡�‹�¡�m���ë�%�¡�� �‹�à�¡�� �Ž�ë�m�¡�ƒ�‹�ë�6�%�� �6�É�� �‹�à�¡�� �T�
�‹�¡�m�%�T�‹�ë�½�¡�� �à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�� �•�‹�Á�6�›�‹�T�ë�
�¡�Ž�l
�
�¡�É�‹�›�‹�T�ë�
�¡�Ž�l���m�ë�Ì�à�‹�›�‹�T�ë�
�¡�Ž�•�l���6� �m���‹�6�
�¡�m�T�%�ƒ�¡���É�6�m���T���‹�Ê�b�¡���z���¡�m�m�6�m�l��Û�l���T�%�Ž�l���É�6�m���T���Ž�¡�}�ë�m�¡�Ž���¡�É�É�¡�ƒ�‹���}�ë�Ö�¡�l
�6� �m�� �Ž�¡�}�ë�m�¡�Ž�� �b�6�Á�¡�m�s�� ���}�� �}� �ƒ�à�l�� �Á�¡�� �ƒ�T�%�� �T�ë���� �‹�6�� �}�T�‹�ë�}�É�Ê�� �6� �m�� �m�¡�i� �ë�m�¡���¡�%�‹�}�� �y�Ê�� �ƒ�à�6�6�}�ë�%�Ì�� �‹�à�¡
�ƒ�6�m�m�¡�ƒ�‹�� �}�T���b�
�¡�� �}�ë�Ö�¡�s�� �þ�6�� �Ž�¡���6�%�}�‹�m�T�‹�¡�� �à�6�Á�� �‹�à�ë�}�� �ë�}�� �Ž�6�%�¡�l�� �
�¡�‹�w�}���ê�É��H0: • = • 0�l�� �T�%�Ž�� �b�
�T�%�� �‹�6
�Ž�¡�‹�¡�ƒ�‹���T�%���¡�É�É�¡�ƒ�‹���}�ë�Ö�¡���ƒ�6�m�m�¡�}�b�6�%�Ž�ë�%�Ì���‹�6��• = • 1�� �É�6�m���T���m�ë�Ì�à�‹���‹�T�ë�
�¡�Ž���‹�¡�}�‹�l�� �‹�à�T�‹���ë�}��• 1 > • 0�s���-�¡
�Á�T�%�‹���‹�6���à�T�½�¡���T���‹�Ê�b�¡���z���¡�m�m�6�m���6�É��Û���T�%�Ž���‹�Ê�b�¡���z�z���¡�m�m�6�m���6�É��Ü���•power = 1 ˆ Ü�•�s���-�¡���à�T�½�¡
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�T���‹�m�¡�T�‹���¡�%�‹�l���ë�‹���Á�6� �
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�F�É�T���b�
�¡�����s���s��
�-�6���b� �‹�¡���‹�à�¡��p�›�½�T�
� �¡���É�6�m���¡�É�T���b�
�¡�����s���s�����T�y�6� �‹���‹�à�¡���T�½�¡�m�T�Ì�¡���}�T�
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�ò�6�
� �‹�ë�6�%
�è�¡�ƒ�T�
�
�� �‹�à�T�‹�� �‹�à�ë�}�� �¡�É�T���b�
�¡�� �à�T�Ž���à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�¡�}�k��H0: • 1 = • 2�� �T�%�Ž��H1: • 1 > • 2�s�� �þ�à�¡�� �‹�¡�}�‹�� �}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ
�ë�}��U = X ˆ Y

Sp
1
16

+
1
16

T 30 ���T�%�Ž��uobs = 2 . 945�s���þ�à�¡��p�›�½�T�
� �¡���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

pðvalue = Ô U œuobs = Ô U œ2. 945 = 0 . 0031
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�¡�� �½�T�
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�z�É�� �‹�à�¡�� �b�6�ë�%�‹�� �¡�}�‹�ë���T�‹�6�m�� �6�É�� �‹�à�¡�� �b�T�m�T���¡�‹�¡�m�� �6�É�� �ë�%�‹�¡�m�¡�}�‹�� �É�6�
�
�6�Á�}�� �T�� �}�Ê�����¡�‹�m�ë�ƒ�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%
�•�e�T� �}�}�ë�T�%���6�m���þ���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�•�l���‹�à�¡�%���‹�à�¡���T�}�}�6�ƒ�ë�T�‹�¡�Ž���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
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‡   ME
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� �¡���‹�à�T�‹
�Ž�¡�‹�¡�m���ë�%�¡�}���‹�à�¡���Á�ë�Ž�‹�à���6�É���‹�à�¡���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
�s���þ�à�¡���¡�}�‹�ë���T�‹�6�m��‡���ë�}���y�T�}�¡�Ž���6�%���T���m�T�%�Ž�6��
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�‹�à�¡��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�Ê���6�É���‹�à�ë�}���¡�}�‹�ë���T�‹�6�m�s���þ�à�¡���b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê���‹�à�T�‹���T���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
���ƒ�6�%�‹�T�ë�%�}���‹�à�¡
�‹�m� �¡�� �½�T�
� �¡�� �6�É���‹�à�¡�� �‹�T�m�Ì�¡�‹�� �b�T�m�T���¡�‹�¡�m���ë�}�� �ƒ�T�
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�¡�½�¡�
��Û�� �T�m�¡�� �m�¡�
�T�‹�¡�Ž�� �y�Ê��CL = 1 ˆ Û�� �É�6�m�� �‹�Á�6�›�}�ë�Ž�¡�Ž
�à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�� �‹�¡�}�‹�}�s�� �þ�à�¡���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡�� �
�¡�½�¡�
�� �T�
�}�6�� �T�É�É�¡�ƒ�‹�}�� �‹�à�¡�� ���T�m�Ì�ë�%�� �6�É�� �¡�m�m�6�m�s�� �b�6�m�� �T�� �Ì�ë�½�¡�%
� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�Ê�l�� �‹�à�¡�� �Á�ë�Ž�‹�à�� �6�É�� �‹�à�¡���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡�� �ë�%�‹�¡�m�½�T�
�l�� �½�ë�T��ME �l�� �ë�}�� �Ž�¡�‹�¡�m���ë�%�¡�Ž�� �y�Ê�� �‹�à�¡���ƒ�6�%�ê�›
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�¡�½�¡�
�l�� �‹�à�¡�� �
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�½�¡�m�}�T�s���z�%�‹� �ë�‹�ë�½�¡�
�Ê�l���‹�à�¡���
�T�m�Ì�¡�m���‹�à�¡���y�T�}���¡�‹���•�ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
�•�l���‹�à�¡�����6�m�¡���
�ë���¡�
�Ê���ë�‹���Á�ë�
�
���ƒ�T�‹�ƒ�à
�‹�à�¡���y�T�
�
���•�‹�m� �¡���½�T�
� �¡���6�É���‹�à�¡���‹�T�m�Ì�¡�‹���b�T�m�T���¡�‹�¡�m�•�s���ò�ë���ë�
�T�m�
�Ê�l���É�6�m���T���Ì�ë�½�¡�%���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���
�¡�½�¡�
�l���‹�à�¡
�
�T�m�Ì�¡�m���‹�à�¡��� �%�ƒ�¡�m�‹�T�ë�%�‹�Ê�l���‹�à�¡���
�T�m�Ì�¡�m���‹�à�¡�����T�m�Ì�ë�%���6�É���¡�m�m�6�m�s

�ò� �b�b�6�}�¡���‹�à�T�‹��X1, ƒ, X n���ë�}���T�%���ë�%�Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�‹���}�T���b�
�¡���É�m�6�����T���e�T� �}�}�ë�T�%���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%��Œ •, •
�Á�ë�‹�à��� �%���%�6�Á�%��• �l���T�%�Ž�����%�6�Á�%��• �s���-�¡���Á�T�%�‹���‹�6���ê�%�Ž���T��1 ˆ Û %���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
���É�6�m��• �s���-�¡
� �}�¡�� �‹�à�¡�� �}�T���b�
�¡�� ���¡�T�%�� �T�}�� �6� �m�� �b�6�ë�%�‹�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�s��‡ = X �l�� �Á�à�ë�ƒ�à�� �ë�}�� �T�
�}�6�� �e�T� �}�}�ë�T�%�� �Á�ë�‹�à�� �‹�à�¡
�}�T���¡�� ���¡�T�%�� �y� �‹�� �}�ƒ�T�
�¡�Ž�� �}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž�� �Ž�¡�½�ë�T�‹�ë�6�%�k��X Œ •, •/ n �s�� �-�¡�� �Á�T�%�‹�� �6� �m���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡
�ë�%�‹�¡�m�½�T�
���‹�6���ƒ�6�%�‹�T�ë�%��• ���Á�ë�‹�à���b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê��1 ˆ Û�s���z�%���6�‹�à�¡�m���Á�6�m�Ž�}�l

1 ˆ Û = Ô X ˆ ME µ • µ X + ME

�þ�à�ë�}���ë�}���¡�i� �ë�½�T�
�¡�%�‹���‹�6

Û = Ô
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•
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>
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•
n

= Ô Z >
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•
n

�6�m

Û
2

= Ô Z >
ME

•
n

�þ�à�¡�m�¡�É�6�m�¡�l��
ME
•
n

= zÛ/2�s���b�ë�%�T�
�
�Ê�l���‹�à�¡�����T�m�Ì�ë�%���6�É���¡�m�m�6�m���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

ME = z Û/2 •
•
n

�þ�à�¡�m�¡�É�6�m�¡�l�� � �%�Ž�¡�m�� �‹�à�¡�� �ƒ�6�%�Ž�ë�‹�ë�6�%�}�� �6�%�� �‹�à�¡�� �m�T�%�Ž�6���� �}�T���b�
�¡�� �}�‹�T�‹�¡�Ž�� �T�y�6�½�¡�l�� �‹�à�¡���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡
�ë�%�‹�¡�m�½�T�
���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

X ˆ zÛ/2 •
•
n

µ • µ X + z Û/2 •
•
n

�¶�%�ƒ�¡���Á�¡���à�T�½�¡���‹�à�¡���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���½�T�
� �¡�}���6�É���‹�à�¡���m�T�%�Ž�6�����}�T���b�
�¡�l��x1, ƒ, x n�l�� �Á�¡���ƒ�T�%���m�¡�b�6�m�‹���‹�à�¡
�6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
���½�ë�T���y�Ê���ÿ� �}�‹���m�¡�b�
�T�ƒ�ë�%�Ì��X ���Á�ë�‹�à��x�k

x ˆ zÛ/2 •
•
n

µ • µ x + z Û/2 •
•
n

�z�É���Á�¡���T�m�¡���T�}���¡�Ž���‹�6���ê�%�Ž���T���������b�¡�m�ƒ�¡�%�‹���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
�l���Á�¡���Á�6� �
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��z���½�T�
� �¡�l��z0. 05/2 = z 0 . 025= 1 . 96�l���T�%�Ž���6� �m���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
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x ˆ 1. 96
•
n

µ • µ x + 1 . 96
•
n

�b�6�m���T�����ÿ���b�¡�m�ƒ�¡�%�‹���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
�l���Á�¡���à�T�½�¡��z0. 01/2 = z 0 . 005= 2 . 58���}�6���‹�à�T�‹���6� �m���ƒ�6�%�ê�›
�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
���Á�6� �
�Ž���y�¡

x ˆ 2. 58
•
n

µ • µ x + 2 . 58
•
n

�¥�6�Á���}� �b�b�6�}�¡���‹�à�T�‹���‹�à�¡���ƒ�6�%�Ž�ë�‹�ë�6�%�}���6�%���‹�à�¡���m�T�%�Ž�6�����}�T���b�
�¡���T�m�¡���‹�à�¡���}�T���¡�l���¡�É�ƒ�¡�b�‹���‹�à�T�‹���‹�à�¡
�}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž���Ž�¡�½�ë�T�‹�ë�6�%�l��• �l���ë�}��� �%���%�6�Á�%�s���-�¡���ƒ�T�%���m�¡�b�
�T�ƒ�¡��• 2���Á�ë�‹�à��S2�l���‹�à�¡���}�T���b�
�¡���½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡���¡�}�‹�ë�›
���T�‹�6�m�l���6�m��• ���Á�ë�‹�à��S = S2���ë�%���Á�à�ë�ƒ�à���ƒ�T�}�¡���‹�à�¡���}�T���b�
�¡�����¡�T�%���Á�6� �
�Ž���É�6�
�
�6�Á���T��T���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%
�Á�ë�‹�à��ò = n ˆ 1���Ž�¡�Ì�m�¡�¡�}���6�É���É�m�¡�¡�Ž�6���k��X T n ˆ 1 �s���þ�à�¡���m�¡�}�‹���6�É���‹�à�¡���T�%�T�
�Ê�}�ë�}���ë�}���}�ë���ë�
�T�m���Á�ë�‹�à
zÛ/2���m�¡�b�
�T�ƒ�¡�Ž���Á�ë�‹�à��tn ˆ 1, Û/2�s���z�%���‹�à�ë�}���ƒ�T�}�¡�l���‹�à�¡���•�6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�•���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
���Á�6� �
�Ž���y�¡

x ˆ tn ˆ 1, Û/2 •
s
n

µ • µ x + t n ˆ 1, Û/2 •
s
n

�b�6�m�� �¡�É�T���b�
�¡�l�� �Ì�ë�½�¡�%�� �T�� �}�T���b�
�¡�� �6�É�� �}�ë�Ö�¡��n = 20 �l�� �‹�à�¡�� ������ �b�¡�m�ƒ�¡�%�‹���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡�� �ë�%�‹�¡�m�½�T�
�� �Á�6� �
�Ž
� �}�¡���‹�à�¡��T���ƒ�m�ë�‹�ë�ƒ�T�
���½�T�
� �¡��t19, 0 . 025= 2 . 09���}�6���‹�à�T�‹���‹�à�¡���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
���ë�}

x ˆ 2. 09 •
s
n

µ • µ x + 2 . 09 •
s
n

�F�É�T���b�
�¡�����s���s��
�þ�T���¡���‹�à�¡���}�ƒ�¡�%�T�m�ë�6���É�m�6�����¡�É�T���b�
�¡�����s���s�����T�y�6� �‹���‹�à�¡���y�ë�m�‹�à���Á�¡�ë�Ì�à�‹���ë�%���T���‹�6�Á�%�s���þ�à�¡���}�T���b�
�¡���6�É������
�%�¡�Á�y�6�m�%�}�� �Ì�T�½�¡�� �T�� ���¡�T�%�� �y�ë�m�‹�à�� �Á�¡�ë�Ì�à�‹�� �6�É�� �������ÿ�� �Ì�m�T���}�� �T�%�Ž�� �T�� �}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž�� �Ž�¡�½�ë�T�‹�ë�6�%�� �6�É�� �����ÿ
�Ì�m�T���}�s���-�6�%�}�‹�m� �ƒ�‹���T�������� �b�¡�m�ƒ�¡�%�‹���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
���É�6�m���‹�à�¡���‹�m� �¡�����¡�T�%���6�É���%�¡�Á�y�6�m�%�}�s���
�}�¡
t11, 0 . 005= 3 . 11�s

�ò�6�
� �‹�ë�6�%
���� 1 ˆ Û 100 %���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
���É�6�m���‹�à�¡���‹�m� �¡�����¡�T�%��• �l���ë�}���Ì�ë�½�¡�%���y�Ê

x ˆ tn ˆ 1, Û/2 •
s
n

µ • µ x + t n ˆ 1, Û/2 •
s
n

�Á�à�¡�m�¡��n = 12 �l��Û = 0 . 01�l��s = 250���T�%�Ž��x = 3250�s���þ�à�¡�m�¡�É�6�m�¡�l

3250ˆ 3. 11 •
250
12

µ • µ 3250+ 3 . 11 •
250
12

�6�m��3025 . 56µ • µ 3474. 44�s

�¶�%���‹�à�¡�ë�m���6�Á�%�l���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
�}���T�m�¡���½�¡�m�Ê��� �}�¡�É� �
���‹�6���Ž�¡�}�ƒ�m�ë�y�¡���‹�à�¡���b�m�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%���6�É���‹�à�¡���b�6�ë�%�‹
�¡�}�‹�ë���T�‹�¡�l���à�6�Á�¡�½�¡�m�l���‹�à�¡�Ê���ƒ�T�%���T�
�}�6���y�¡��� �}�¡�Ž���‹�6�����T���¡���Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%�}���T�y�6� �‹���‹�à�¡���%� �
�
���à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�k
H0:‡ = ‡0�s���z�É���Á�¡���T�m�¡���ƒ�6�%�Ž� �ƒ�‹�ë�%�Ì���T���‹�Á�6�›�}�ë�Ž�¡�Ž���‹�¡�}�‹�l��H1:‡ ’ ‡0�l���‹�à�¡�%���Á�¡���ƒ�T�%���m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹���‹�à�¡���%� �
�

�à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�l���T�‹���T��Û���
�¡�½�¡�
���6�É���}�ë�Ì�%�ë�ê�ƒ�T�%�ƒ�¡�l���ë�É��‡0���ë�}���%�6�‹���ƒ�6�%�‹�T�ë�%�¡�Ž���ë�%���‹�à�¡��1 ˆ Û 100 %���ƒ�6�%�ê�›
�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
�s���z�É���Á�¡���T�m�¡���ƒ�6�%�Ž� �ƒ�‹�ë�%�Ì���T���
�¡�É�‹�›�‹�T�ë�
�¡�Ž���‹�¡�}�‹�l��H1:‡ < ‡0�l���‹�à�¡�%���Á�¡���m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹���‹�à�¡���%� �
�


������ �
�%�ë�‹����

�Á�Á�Á�s�ë� �y�à�s�Ž�¡



�à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}���ë�É��‡0���ë�}���Ì�m�¡�T�‹�¡�m���‹�à�T�%���‹�à�¡��� �b�b�¡�m���y�6� �%�Ž���6�É���‹�à�¡���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
�s���b�ë�%�T�
�
�Ê�l���É�6�m���T
�m�ë�Ì�à�‹�›�‹�T�ë�
�¡�Ž�� �‹�¡�}�‹�l��H1:‡ > ‡0�l�� �Á�¡�� �m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�� �‹�à�¡�� �%� �
�
�� �à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�� �ë�É��‡0�� �ë�}�� �
�6�Á�¡�m�� �‹�à�T�%�� �‹�à�¡�� �
�6�Á�¡�m
�y�6� �%�Ž���6�É���‹�à�¡���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
�s��

�è�¡�½�ë�}�ë�‹�ë�%�Ì���¡�É�T���b�
�¡�����s���s���l���Á�¡���à�T�Ž��H0: • = • 0 = 3480���T�%�Ž��H1: • < • 0 = 3480�s���ò�ë�%�ƒ�¡���‹�à�ë�}���ë�}���T
�
�¡�É�‹�›�‹�T�ë�
�¡�Ž�� �‹�¡�}�‹�l�� �Á�¡�� �m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�� �‹�à�¡�� �%� �
�
�� �à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�� �ë�É��• 0 = 3480�� �ë�}�� �Ì�m�¡�T�‹�¡�m�� �‹�à�T�%�� �‹�à�¡�� � �b�b�¡�m
�y�6� �%�Ž���6�É�� �‹�à�¡���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡�� �ë�%�‹�¡�m�½�T�
�s�� �z�%�Ž�¡�¡�Ž�l�� �É�m�6���� �‹�à�¡�� �m�¡�}� �
�‹�� �6�É�� �¡�É�T���b�
�¡�� ���s���s���l�� �‹�à�ë�}�� �ë�}�� �‹�à�¡
�ƒ�T�}�¡�� �T�}�� �‹�à�¡�� � �b�b�¡�m�� �y�6� �%�Ž�� �6�É�� �‹�à�¡���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡�� �ë�%�‹�¡�m�½�T�
�� �ë�}�� ���������s�����s�� �ò�ë�%�ƒ�¡�� �‹�à�¡���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡
�ë�%�‹�¡�m�½�T�
�� �Á�T�}�� �ƒ�6�%�}�‹�m� �ƒ�‹�¡�Ž�� � �}�ë�%�Ì�� �T�� ������ �b�¡�m�ƒ�¡�%�‹���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡�� �
�¡�½�¡�
�l�� �‹�à�¡�� �Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%�� �ë�}�� ���T�Ž�¡�� �T�‹
�‹�à�¡��Û = 1 %���
�¡�½�¡�
�s

�ò�6���É�T�m���Á�¡���à�T�½�¡���Ž�ë�}�ƒ� �}�}�¡�Ž���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
�}���É�6�m��� �%���%�6�Á�%���b�T�m�T���¡�‹�¡�m�}���6�É���T���}�ë�%�Ì�
�¡���b�6�b�›
� �
�T�‹�ë�6�%�s���-�¡���ƒ�T�%���T�
�}�6���ƒ�6�%�}�‹�m� �ƒ�‹���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
�}���É�6�m���‹�à�¡���Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�ƒ�¡���6�É���‹�Á�6���b�T�m�T���¡�‹�¡�m�}
�É�m�6���� �ë�%�Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�‹�� �b�6�b� �
�T�‹�ë�6�%�}�s�� �þ�à�¡�� �Ž�¡�m�ë�½�T�‹�ë�6�%�� �6�É�� �‹�à�¡�}�¡�� �m�¡�}� �
�‹�}�� �T�m�¡�� �‹�à�¡�� �}�T���¡�� �É�6�m�� �‹�à�¡
�6�%�¡�›�}�T���b�
�¡���ƒ�T�}�¡�s���-�¡���}� �����T�m�ë�Ö�¡���‹�à�¡���É�6�m��� �
�T�}���ë�%���‹�à�¡���É�6�
�
�6�Á�ë�%�Ì���‹�T�y�
�¡�s

�-�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���z�%�‹�¡�m�½�T�
�}���É�6�m���‹�à�¡���7�ë�É�É�¡�m�¡�%�ƒ�¡���6�É���á�T�m�T���¡�‹�¡�m�}���É�m�6�����þ�Á�6���z�%�Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�‹���á�6�b� �›
�
�T�‹�ë�6�%�}

���}�}� ���b�‹�ë�6�%�} �7�ë�É�É�¡�m�¡�%�ƒ�¡ �¡�T�m�Ì�ë�%���6�É���¡�m�m�6�m���•�¡�F�•

�•�T�m�Ì�¡���}�T���b�
�¡�} ˜ 1 ˆ ˜ 2 zÛ/2
˜ 1 1 ˆ ˜ 1

n1
+

˜ 2 1 ˆ ˜ 2
n2

�e�T� �}�}�ë�T�%���•• 1, • 2�����%�6�Á�%�• • 1 ˆ • 2
zÛ/2

• 1
2

n1
+

• 2
2

n2

�e�T� �}�}�ë�T�%���•• 1 = • 2
� �%���%�6�Á�%�•

• 1 ˆ • 2 t ò, Û/2sp
1
n1

+ 1
n2

�l
ò = n 1 + n2 ˆ 2

�e�T� �}�}�ë�T�%���•• 1 ’ • 2
� �%���%�6�Á�%�•

• 1 ˆ • 2
t òW, Û/2

s1
2

n1
+

s2
2

n2

�þ�à�¡���i� �T�%�‹�ë�‹�Ê��sp���ë�}���‹�à�¡���b�6�6�
�¡�Ž���}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž���Ž�¡�½�ë�T�‹�ë�6�%���Á�¡���Ž�ë�}�ƒ� �}�}�¡�Ž���ë�%���}�¡�ƒ�‹�ë�6�%�����s�����T�%�Ž��òW���ë�}
�‹�à�¡���Ž�¡�Ì�m�¡�¡�}���6�É���É�m�¡�¡�Ž�6�����É�m�6�����-�¡�
�ƒ�à�w�}���‹�¡�}�‹�s

�F�É�T���b�
�¡�����s���s��
�è�¡�É�¡�m�m�ë�%�Ì�� �‹�6�� �¡�É�T���b�
�¡�� ���s���s���l���ê�%�Ž�� �T�� ������ �b�¡�m�ƒ�¡�%�‹���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡�� �ë�%�‹�¡�m�½�T�
�� �É�6�m�� �‹�à�¡�� �Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�ƒ�¡�� �ë�%
���¡�T�%�}�l��• 1 ˆ • 2�l�� �Á�à�¡�m�¡��• 1�� �ë�}�� �‹�à�¡�� �T�½�¡�m�T�Ì�¡�� �Ê�¡�T�m�
�Ê�� �}�T�
�T�m�Ê�� �6�É�� ���T�
�¡�� ���T�%�T�Ì�¡�m�}�� �T�%�Ž��• 2�� �ë�}�� �‹�à�¡
�}�T���¡�� �É�6�m�� �É�¡���T�
�¡�� ���T�%�T�Ì�¡�m�}�s�� �
�}�¡�� �‹�à�¡���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡�� �ë�%�‹�¡�m�½�T�
�� �‹�6�� ���T���¡�� �T�� �Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%�� �T�y�6� �‹�� �‹�à�¡
�à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�¡�}��H0: • 1 = • 2���T�%�Ž��H1: • 1 > • 2�s

�ò�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
���þ�¡�}�‹�ë�%�Ì

�������
�%�ë�‹����

�Á�Á�Á�s�ë� �y�à�s�Ž�¡



�ò�6�
� �‹�ë�6�%
�z�%���¡�É�T���b�
�¡�� ���s���l�� �Á�¡�� �T�}�}� ���¡�Ž�� �‹�à�T�‹�� �‹�à�¡�� � �%���%�6�Á�%�� �½�T�m�ë�T�%�ƒ�¡�}�� �6�É�� �‹�à�¡�� �‹�Á�6�� �b�6�b� �
�T�‹�ë�6�%�}�� �Á�¡�m�¡
�¡�i� �T�
�s���þ�à�¡�m�¡�É�6�m�¡�l���‹�à�¡���T�b�b�m�6�b�m�ë�T�‹�¡���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
���ë�}

x ˆ y   t ò, Û/2sp
1
n1

+
1
n2

, _ò = n1 + n 2 ˆ 2

�b�m�6���� �‹�à�¡�� �}�6�
� �‹�ë�6�%�� �6�É�� �¡�É�T���b�
�¡�� ���s���s���l�� �Á�¡�� �à�T�½�¡��sp ‰3001. 67�s�� �-�¡�� �T�m�¡�� �Ì�ë�½�¡�%��x = 150, 000�l
�T�%�Ž��y = 125, 000�l�� �}�6��x ˆ y = 25, 000�s�� ���
�}�6�l��n1 = n2 = 16�� �T�%�Ž�� �}�6��ò = 16 + 16 ˆ 2 = 30�s
�ò�ë�%�ƒ�¡�� �Á�¡�� �Á�T�%�‹�� �‹�6�� �ƒ�6���b� �‹�¡�� �T�� ������ �b�¡�m�ƒ�¡�%�‹���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡�� �ë�%�‹�¡�m�½�T�
�l�� �Á�¡�� �à�T�½�¡
Û = 1 ˆ 0. 99 = 0 . 01���}�6��Û/2 = 0 . 005���T�%�Ž��t30, 0 . 005= 2 . 75�s���á� �‹�‹�ë�%�Ì���‹�à�ë�}���T�
�
���‹�6�Ì�¡�‹�à�¡�m�l���Á�¡
�à�T�½�¡

ME = 2.75 • 3001.67
1
16

+
1
16

‰2918.44

�}�6���‹�à�¡���ƒ�6�%�ê�Ž�¡�%�ƒ�¡���ë�%�‹�¡�m�½�T�
���ë�}

22081.56µ • 1 ˆ • 2 µ 27918.44

�þ�6�� �ë�%�É�6�m���� �6� �m�� �Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%�� �m�¡�Ì�T�m�Ž�ë�%�Ì�� �‹�à�¡�� �à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�� �‹�¡�}�‹�l�� �‹�à�¡�� �Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�ƒ�¡�� � �%�Ž�¡�m�� �‹�à�¡�� �%� �
�

�à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}��• 1 ˆ • 2 = 0�� �ë�}�� �
�¡�}�}�� �‹�à�T�%�� �‹�à�¡�� �
�6�Á�¡�m�� �y�6� �%�Ž�� �T�%�Ž�l�� �‹�à�¡�m�¡�É�6�m�¡�l�� �Á�¡�� �m�¡�ÿ�¡�ƒ�‹�� �‹�à�¡�� �%� �
�

�à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}���T�‹���T���6�%�¡���b�¡�m�ƒ�¡�%�‹���
�¡�½�¡�
���6�É���}�ë�Ì�%�ë�ê�ƒ�T�%�ƒ�¡�s

���s�����s�� �¡� �
�‹�ë�b�
�¡���þ�¡�}�‹�ë�%�Ì

�¡� �
�‹�ë�b�
�¡�� �‹�¡�}�‹�ë�%�Ì�� �ë�}�� �T�y�6� �‹�� �‹�¡�}�‹�ë�%�Ì�� �‹�Á�6�� �6�m�� ���6�m�¡�� �%� �
�
�� �à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�¡�}�s�� �-�à�¡�%�� �Á�¡�� �Á�T�%�‹�� �‹�6�� �‹�¡�}�‹
�¡�T�ƒ�à�� �6�É�� �‹�à�¡�� ���T�%�Ê�� �%� �
�
�� �à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�¡�}�� �}�¡�b�T�m�T�‹�¡�
�Ê�l�� �‹�à�¡�� �b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê�� �6�É�� �ƒ�6�����ë�‹�‹�ë�%�Ì�� �T�� �‹�Ê�b�¡�� �z
�¡�m�m�6�m���ë�}���T���b�
�ë�ê�¡�Ž�l���T�%�Ž���Á�¡���%�¡�¡�Ž���‹�6���ê�%�Ž���Á�T�Ê�}���‹�6���ƒ�6�%�‹�m�6�
���ë�‹�s���z�%���‹�à�ë�}���}�¡�ƒ�‹�ë�6�%�l���Á�¡���ê�m�}�‹���Ž�¡�‹�T�ë�

�Á�à�Ê���‹�à�¡���ë�}�}� �¡���6�É���T���b�
�ë�ê�ƒ�T�‹�ë�6�%���6�É���‹�à�¡���‹�Ê�b�¡���z���¡�m�m�6�m���ƒ�6���¡�}�s���¥�¡�É�‹�l���Á�¡���Ž�ë�}�ƒ� �}�}���‹�Á�6���¡�m�m�6�m���ƒ�6�%�›
�‹�m�6�
�����¡�T�}� �m�¡�}���T�%�Ž���à�6�Á���‹�6���T�b�b�
�Ê���‹�à�¡���s���•�¡�‹�w�}���}�‹�T�m�‹���Á�ë�‹�à���T�%���¡�É�T���b�
�¡�s

�ò� �b�b�6�}�¡���‹�à�T�‹�����ÿ�ÿ���}�‹� �Ž�¡�%�‹�}���‹�T���¡���T���‹�¡�%�›�i� �¡�}�‹�ë�6�%���É�T�ƒ�‹� �T�
���‹�m� �¡�y�É�T�
�}�¡���i� �ë�Ö�s���-�¡���Á�T�%�‹���‹�6���}�¡�¡
�ë�É�� �‹�à�¡�� �}�‹� �Ž�¡�%�‹�}�� �Ì� �¡�}�}�¡�Ž�� �6�%�� �‹�à�¡�� �i� �ë�Ö�s�� �z�%�� �‹�à�ë�}�� �ƒ�6�%�‹�¡�É�‹�l�� �Á�¡�� �b�¡�m�É�6�m���� ���ÿ�ÿ�� �à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�� �‹�¡�}�‹�}�l
�6�%�¡�� �É�6�m���¡�T�ƒ�à���}�‹� �Ž�¡�%�‹�s�� �•�¡�‹�w�}�� �}�T�Ê���‹�à�T�‹�� �É�6�m���¡�T�ƒ�à���à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�ë�}�� �‹�¡�}�‹�� �Á�¡�� �ƒ�à�6�6�}�¡�� �T���ê�½�¡�� �b�¡�m�ƒ�¡�%�‹
�
�¡�½�¡�
���6�É���}�ë�Ì�%�ë�ê�ƒ�T�%�ƒ�¡�l���‹�à�T�‹���ë�}��Û = 0 . 05�s���þ�à�¡���%� �
�
���à�Ê�b�6�‹�à�¡�}�¡�}�l��H0

1 , H0
2 , ƒ, H 0

100 ���¡�T�ƒ�à���}�T�Ê
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�Á�¡���Ž�ë�}�ƒ� �}�}���T�����¡�T�}� �m�¡���‹�à�T�‹���ƒ�6�%�‹�m�6�
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�h TP ���•�‹�m� �¡���b�6�}�ë�‹�ë�½�¡�}�•���ë�}���‹�à�¡���%� ���y�¡�m���6�É���É�T�
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FP
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�¶�%�ƒ�¡�� �Á�¡�� �à�T�½�¡�� �T�� �Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�l�� �Á�¡�� �Á�T�%�‹�� �‹�6�� �¡�½�T�
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ö = 1 1 0
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L y, ö =

0, y = ö
1, 0 = y ’ ö = 1

10, 1 = y ’ ö = 0
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�ƒ� �
�T�‹�ë�%�Ì�� �‹�à�¡�� �
�6�}�}�� �É�6�m�� �T
�}�b�¡�ƒ�ë�ê�ƒ���6�y�}�¡�m�½�T�‹�ë�6�%��° �l���‹�à�¡���i� �T�%�‹�ë�‹�Ê��L •, ö = • ˆ ö ° 2���ë�}���T���%� ���y�¡�m�s���%� �‹���Á�à�¡�%���Á�¡���ƒ�6�%�›
�}�ë�Ž�¡�m���‹�à�¡���
�6�}�}���6�É���T���m�T�%�Ž�6�����}�T���b�
�¡�l���‹�à�¡���i� �T�%�‹�ë�‹�Ê��L •, ö = • ˆ ö À 2���ë�}���T���m�T�%�Ž�6�����½�T�m�ë�T�›
�y�
�¡�s

�þ�à�¡���É�6�m���¡�m���½�¡�m�}�ë�6�%���ë�}���i� �ë�‹�¡���}�‹�m�T�ë�Ì�à�‹�É�6�m�Á�T�m�Ž�s���ò� �b�b�6�}�¡���Á�¡���6�y�}�¡�m�½�¡��° = 1, 3, 3, 2, 1 ���•�à�¡�m�¡
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�Ž�¡�}���‹�à�ë�}���ë���y�T�
�T�%�ƒ�¡�l���ƒ�T�%���y�¡���Ž�¡�ê�%�¡�Ž���T�}���É�6�
�
�6�Á�}�k

L •, ö =
100 • ˆ ö 2, • œö

• ˆ ö 2, • µ ö

�
�}�ë�%�Ì���‹�à�ë�}���
�6�}�}���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�l���‹�6�Ì�¡�‹�à�¡�m���Á�ë�‹�à���‹�à�¡���Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���T�}���y�¡�É�6�m�¡���•�}�T���b�
�¡�����¡�T�%�•�l
�‹�à�¡���m�ë�}�����É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���ƒ�T�%���y�¡���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�Ž���½�ë�T���}�ë��� �
�T�‹�ë�6�%�s���-�¡���b�¡�m�É�6�m�����‹�à�ë�}���}�ë��� �
�T�‹�ë�6�%���T�}���y�¡�É�6�m�¡
�T�%�Ž���}� �����T�m�ë�Ö�¡���‹�à�¡���m�¡�}� �
�‹���ë�%���‹�à�¡���ê�Ì� �m�¡���y�¡�
�6�Á�s

�ò�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
���7�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%���þ�à�¡�6�m�Ê
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���}���Ê�6� ���ƒ�T�%���}�¡�¡�l���‹�à�¡���m�ë�}�����É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���É�6�m���‹�à�¡���Á�¡�ë�Ì�à�‹�¡�Ž���}�i� �T�m�¡�Ž�›�
�6�}�}���à�T�½�¡����� �ƒ�à���à�ë�Ì�à�¡�m���½�T�
�›
� �¡�}���‹�à�T�%�� �‹�à�6�}�¡�� �6�É�� �‹�à�¡�� �•�6�m�Ž�ë�%�T�m�Ê�•�� �}�i� �T�m�¡�Ž�›�
�6�}�}�s�� �þ�à�ë�}�� �}� �Ì�Ì�¡�}�‹�}�� �‹�à�T�‹�� �Á�¡�� ���ë�Ì�à�‹�� �Á�T�%�‹�� �‹�6
�ƒ�à�6�6�}�¡�� �T�� �Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�� �Á�à�ë�ƒ�à�� �6�½�¡�m�¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}�� �‹�à�¡�� ���¡�T�%�s�� ���}�� �}� �ƒ�à�l�� �Á�¡�� ���ë�Ì�à�‹�� �ƒ�à�6�6�}�¡
ö ° = x + c �� �É�6�m�� �}�6���¡�� �b�6�}�ë�‹�ë�½�¡�� �½�T�
� �¡��c�s���þ�à�¡���ê�Ì� �m�¡�� �y�¡�
�6�Á�� �}�à�6�Á�}�� �}�ë���ë�
�T�m�� �}�ë��� �
�T�‹�ë�6�%�}�� �É�6�m
�½�T�m�ë�6� �}���½�T�
� �¡�}���6�É��c�s

�þ�à�¡���à�6�m�ë�Ö�6�%�‹�T�
���T�É�ë�}���à�T�}���‹�à�¡���‹�m� �¡�����¡�T�%���6�É���‹�à�¡���e�T� �}�}�ë�T�%���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�l���T�%�Ž���‹�à�¡���½�¡�m�‹�ë�ƒ�T�
���T�É�ë�}
�à�T�}�� �‹�à�¡�� �m�ë�}���� �½�T�
� �¡�}�� �•�¡�É�b�¡�ƒ�‹�¡�Ž�� �
�6�}�}�¡�}�•�s�� �F�T�ƒ�à�� �b�6�ë�%�‹�� �ë�%�� �‹�à�¡�� �b�
�6�‹�� �m�¡�b�m�¡�}�¡�%�‹�}�� �T�%�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž
�}�T���b�
�¡�� �T�%�Ž�� �ë�‹�}�� �T�}�}�6�ƒ�ë�T�‹�¡�Ž�� �m�ë�}���s�� �þ�à�¡�� �Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�‹�� �ƒ�6�
�6�m�}�� �m�¡�b�m�¡�}�¡�%�‹�� �Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�‹�� �Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%�� �É� �%�ƒ�›
�‹�ë�6�%�}�l���b�T�m�T���¡�‹�m�ë�Ö�¡�Ž���y�Ê��c�s
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���}���Ê�6� ���ƒ�T�%���}�¡�¡�l���}�6���¡���y�ë�T�}�¡�Ž���¡�}�‹�ë���T�‹�6�m�}��c > 0 ���b�¡�m�É�6�m�����y�¡�‹�‹�¡�m���‹�à�T�%���‹�à�¡��� �%�y�ë�T�}�¡�Ž���¡�}�‹�ë�›
���T�‹�6�m��c = 0 �s�� �����6�%�Ì�� �‹�à�¡�� �6�%�¡�}�� �Á�¡�� �à�T�½�¡�� �‹�m�ë�¡�Ž�l��c = 0 . 2�� �}�¡�¡���}�� �‹�6�� �y�¡�� �‹�à�¡�� �y�¡�}�‹�s�� ���
�}�6�l�� �‹�6�6
��� �ƒ�à���y�ë�T�}��c = 0 . 6 ���T�ƒ�‹� �T�
�
�Ê���Ž�6�¡�}���Á�6�m�}�¡���‹�à�T�%���‹�à�¡��� �%�y�ë�T�}�¡�Ž���¡�}�‹�ë���T�‹�6�m�s

�b�6�m�� �‹�à�¡�� ���¡�T�%�� �¡�}�‹�ë���T�‹�ë�6�%�� �b�m�6�y�
�¡���� �É�6�m�� �T�� �e�T� �}�}�ë�T�%�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�� �Á�ë�‹�à�� � �%���%�6�Á�%�� �}�‹�T�%�Ž�T�m�Ž
�Ž�¡�½�ë�T�‹�ë�6�%�l�� �Á�¡�� �à�T�½�¡�� �}�¡�¡�%�� �à�6�Á�� �‹�à�¡�� �ƒ�à�6�ë�ƒ�¡�� �6�É�� �‹�à�¡�� �
�6�}�}�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�� �Ž�ë�ƒ�‹�T�‹�¡�}�� �‹�à�¡�� � �}�¡�� �6�É�� �6�%�¡
�Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���6�½�¡�m���T�%�6�‹�à�¡�m�s���%�¡�É�6�m�¡���Á�m�T�b�b�ë�%�Ì��� �b���‹�à�ë�}���}�¡�ƒ�‹�ë�6�%�l���
�¡�‹�w�}���ƒ�6�%�}�ë�Ž�¡�m���6�%�¡���
�T�}�‹
�
�6�}�}���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�s���ò�6���¡�‹�ë���¡�}�l���‹�à�¡���
�6�}�}���ë�%�ƒ� �m�m�¡�Ž���ë�%�����T���ë�%�Ì���T���Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%���‹�à�T�‹���ë�}���Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�‹���‹�à�T�%
�‹�à�¡���‹�m� �¡���}�‹�T�‹�¡���T�
�}�6���Ž�¡�b�¡�%�Ž�}���6�%���‹�à�¡�����T�Ì�%�ë�‹� �Ž�¡���6�É���‹�à�¡���‹�m� �¡���}�‹�T�‹�¡�s���q�¡�m�¡���ë�}���T�%���¡�É�T���b�
�¡���
�6�}�}
�É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���Á�à�ë�ƒ�à�����6�Ž�¡�
�}���}� �ƒ�à���T���ƒ�T�}�¡�k

L •, ö =
• ˆ ö 2

• 2 + 1

�z�%���}� �ƒ�à���T���
�6�}�}���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�l���Á�¡���T�m�¡���T�}�}� ���ë�%�Ì���‹�à�T�‹���‹�à�¡���
�6�}�}���ë�%�ƒ� �m�m�¡�Ž���É�6�m���T���Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�ƒ�¡���6�É���}�T�Ê
• ˆ ö = 1 ���ë�}���
�T�m�Ì�¡�m���ë�É��• ���ë�}���}���T�
�
���•�ë�%���T�y�}�6�
� �‹�¡�›�½�T�
� �¡�•���‹�à�T�%���ë�É��• ���ë�}���
�T�m�Ì�¡���•�ë�%���T�y�}�6�
� �‹�¡���½�T�
� �¡�•�s
�q�¡�m�¡���T�m�¡���}�6���¡���%� ���y�¡�m�}���É�6�m���ë�
�
� �}�‹�m�T�‹�ë�6�%�s���ò� �b�b�6�}�¡���‹�à�¡���‹�m� �¡�����¡�T�%���ë�}��• = 1 ���T�%�Ž���6� �m���Ž�¡�ƒ�ë�›
�}�ë�6�%�� �ë�}��ö = 1 . 5�l�� �‹�à�T�‹�� �ë�}�l�� �ë�‹�� �ë�}�� �6�É�É�� �y�Ê��0 . 5�s�� �þ�à�¡�%�l�� �‹�à�¡�� �
�6�}�}�� �Á�ë�
�
�� �y�¡

�ò�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
���7�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%���þ�à�¡�6�m�Ê
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L 1, 1.5 = 1 ˆ 1.5 2

12 + 1
= 0.125�s���¥�6�Á���}� �b�b�6�}�¡���‹�à�¡���‹�m� �¡���}�‹�T�‹�¡���ë�}��• = 10 �l���T�%�Ž���Á�¡���T�m�¡���6�É�É���y�Ê���ÿ�s���l

�ë�s�¡�s�l���6� �m���Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%���ë�}��ö = 10 . 5�s���þ�à�¡�%�l���‹�à�¡���
�6�}�}���Á�ë�
�
���y�¡��L 10, 10.5 = 10ˆ 10.5 2

102 + 1
‰0 . 003�s�����}

�y�¡�É�6�m�¡�l�� �
�¡�‹�w�}�� �¡�É�b�
�6�m�¡�� �‹�à�¡�� �m�ë�}���� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�� � �}�ë�%�Ì�� �T�� �}�ë��� �
�T�‹�ë�6�%�s�� �þ�à�¡���ê�Ì� �m�¡�� �y�¡�
�6�Á�� �}�à�6�Á�}�� �‹�à�¡
�m�¡�}� �
�‹�}�s

�¶�%���‹�à�¡���à�6�m�ë�Ö�6�%�‹�T�
���T�É�ë�}�l���Á�¡���à�T�½�¡���‹�à�¡���½�T�
� �¡�}���6�É���‹�à�¡���‹�m� �¡�›�}�‹�T�‹�¡�l���‹�à�¡���‹�m� �¡�����¡�T�%���6�É���‹�à�¡���e�T� �}�›
�}�ë�T�%�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�s�� �¶�%�� �‹�à�¡�� �½�¡�m�‹�ë�ƒ�T�
�� �T�É�ë�}�l�� �Á�¡�� �à�T�½�¡�� �‹�à�¡�� �m�ë�}���� �½�T�
� �¡�}�l�� �ë�s�¡�s�l�� �‹�à�¡�� �¡�É�b�¡�ƒ�‹�¡�Ž�� �
�6�}�}�s
�F�T�ƒ�à�� �b�6�ë�%�‹�� �ë�%���‹�à�¡�� �b�
�6�‹�� �m�¡�b�m�¡�}�¡�%�‹�}�� �6�%�¡�� �6�y�}�¡�m�½�¡�Ž�� �}�T���b�
�¡�s�� ���}�� �Ê�6� �� �ƒ�T�%���}�¡�¡�l�� �à�ë�Ì�à�¡�m�� �m�ë�}���� �ë�}
�T�}�}�6�ƒ�ë�T�‹�¡�Ž���Á�ë�‹�à���}���T�
�
�¡�m���•�T�y�}�6�
� �‹�¡�•���½�T�
� �¡�}���6�É���‹�à�¡�����¡�T�%�s

�þ�à�¡�� �m�ë�}���� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}�� �b�m�ë�6�m�� �‹�6�� �‹�à�ë�}�� �T�b�b�¡�T�m�¡�Ž�� �‹�6�� �y�¡�� ���6�m�¡�� �6�m�� �
�¡�}�}�� �ƒ�6�%�}�‹�T�%�‹�� �T�}�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}�� �6�É
�‹�à�¡�����¡�T�%�s���þ�à�ë�}���m�ë�}�����É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�l���6�%���‹�à�¡���6�‹�à�¡�m���à�T�%�Ž�l���ë�}���ƒ� �m�½�¡�Ž�s���b�ë�%�T�
�
�Ê�l���Á�¡���ƒ�T�%���ƒ�6���y�ë�%�¡���‹�à�¡
�ë�Ž�¡�T�}�� �6�É�� �b�¡�%�T�
�ë�Ö�ë�%�Ì�� � �%�Ž�¡�m�¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}�� �T�%�Ž�� �6�½�¡�m�¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}�� �Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�‹�
�Ê�� �‹�6�Ì�¡�‹�à�¡�m�� �Á�ë�‹�à�� �‹�à�¡
���T�Ì�%�ë�‹� �Ž�¡���6�É���‹�à�¡�����¡�T�%���ë�%���6� �m���
�6�}�}���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�k

L •, ö =

100 • ˆ ö 2

• 2 + 1
, ö µ •

• ˆ ö 2

• 2 + 1
, ö œ•

���}�� �y�¡�É�6�m�¡�l�� ���6�‹�ë�½�T�‹�¡�Ž�� �y�Ê�� �‹�à�¡�� �
�6�}�}�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�l�� �Á�¡�� �b�m�¡�É�¡�m�� �‹�6�� �6�½�¡�m�¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �‹�à�T�%�� � �%�Ž�¡�m�¡�}�‹�ë�›
���T�‹�¡�� �T�%�Ž�� ���ë�Ì�à�‹�� �ƒ�6�%�}�ë�Ž�¡�m�� �T�� �Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�� �Á�à�ë�ƒ�à�� �ë�}�� �T�� �•�b�6�}�}�ë�y�
�Ê�•�� �y�ë�T�}�¡�Ž�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�� �6�É
�‹�à�¡�� ���¡�T�%�k��ö ° = x + c �l��c œ0�s�� �¶�%�ƒ�¡�� �T�Ì�T�ë�%�l�� �Á�¡�� �Á�ë�
�
�� � �}�¡�� �}�ë��� �
�T�‹�ë�6�%�}�� �‹�6�� �¡�É�b�
�6�m�¡�� �‹�à�¡�� �m�ë�}��
�É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}���É�6�m���½�T�m�ë�6� �}���y�ë�T�}�¡�}�l��c�s
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�þ�à�ë�}���ê�Ì� �m�¡���ë�}���}�¡�‹��� �b���T�}���ë�%���‹�à�¡���b�m�¡�½�ë�6� �}���ê�Ì� �m�¡�l���¡�É�ƒ�¡�b�‹���‹�à�T�‹���ë�‹���%�6�Á���ƒ�6�%�‹�T�ë�%�}���‹�à�¡���¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}
�6�É�� �m�ë�}���� �•�½�¡�m�‹�ë�ƒ�T�
�� �T�É�ë�}�•�� �½�T�
� �¡�}�� �•�¡�É�b�¡�ƒ�‹�¡�Ž�� �
�6�}�}�¡�}�•�� �É�6�m�� �½�T�m�ë�6� �}�� �‹�m� �¡�� �}�‹�T�‹�¡�}�� �•�à�6�m�ë�Ö�6�%�‹�T�
�� �T�É�ë�}�•
�É�6�m�� �Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�‹�� �Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}�s�� �þ�à�¡�� �b�6�ë�%�‹�}�� �ƒ�6�m�m�¡�}�b�6�%�Ž�ë�%�Ì�� �‹�6�� �Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�‹�� �Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%�� �É� �%�ƒ�›
�‹�ë�6�%�}���T�m�¡���ƒ�6�
�6�m�¡�Ž���Ž�ë�É�É�¡�m�¡�%�‹�
�Ê�s�����}���y�¡�É�6�m�¡�l���¡�T�ƒ�à���b�6�ë�%�‹���m�¡�b�m�¡�}�¡�%�‹�}���6�%�¡���6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���}�T���b�
�¡�s

�þ�à�¡���ƒ�6�m�¡���¡�
�¡���¡�%�‹�}���6�É���}�‹�T�‹�ë�}�‹�ë�ƒ�T�
���Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%���‹�à�¡�6�m�Ê���T�m�¡���T�}���É�6�
�
�6�Á�}�k

�h �‹�à�¡���i� �T�%�‹�ë�‹�Ê���Á�¡���Á�T�%�‹���‹�6���ë�Ž�¡�%�‹�ë�É�Ê�l���ë�s�¡�s�l���‹�à�¡���}�‹�T�‹�¡��‡���T���6�%�Ì���T�
�
���b�6�}�}�ë�y�
�¡���}�‹�T�‹�¡�}��÷
�h À ���T���m�T�%�Ž�6�����½�T�m�ë�T�y�
�¡���ƒ�6�m�m�¡�}�b�6�%�Ž�ë�%�Ì���‹�6���‹�à�¡���ë�%�É�6�m���T�‹�ë�6�%���Á�¡���Á�ë�
�
���6�y�}�¡�m�½�¡���T�%�Ž��° ���‹�à�¡

�6�y�}�¡�m�½�¡�Ž���½�T�
� �¡���6�É���‹�à�ë�}���m�T�%�Ž�6�����½�T�m�ë�T�y�
�¡
�h �T���}�¡�‹���6�É���Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}�l��ö í ü ���Á�à�¡�m�¡���¡�T�ƒ�à���Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%��ö���T�}�}�ë�Ì�%�}���T���Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%
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RB ö1 = ‚ prior • R •, ö1 = ‚ 1 = 1

RB ö2 = ‚ prior • R •, ö2 = ‚ • ˆ 2 2

= ‚ • 2 ˆ 4‚ • + ‚ 4 = 1 ˆ 4 • 0 + 4 = 5

�¥�6�Á�l�� �T�}�� �Ê�6� �� �ƒ�T�%�� �}�¡�¡�l�� �‹�à�¡�� �%�T�Ê�¡�}�� �m�ë�}���� �ë�}�� �
�6�Á�¡�m�� �É�6�m��ö1�l�� �T�%�Ž�� �Á�¡�� �Á�6� �
�Ž�� �ƒ�à�6�6�}�¡�� �‹�à�ë�}�� �T�}�� �6� �m
�Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���6�É���ƒ�à�6�ë�ƒ�¡�s

�•�¡�‹�w�}���ƒ�6�%�}�ë�Ž�¡�m���T�%�6�‹�à�¡�m���¡�É�T���b�
�¡�s���-�¡���Á�T�%�‹���‹�6���¡�}�‹�ë���T�‹�¡���‹�à�¡���•� �%���%�6�Á�%�•���b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê���6�É���}� �ƒ�›
�ƒ�¡�}�}�� �É�m�6���� �T�� �%�¡�m�%�6� �
�
�ë�� �Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�k��Bernoulli p �s�� �è�¡�ƒ�T�
�
�� �‹�à�T�‹�� �T�� �½�T�m�ë�T�y�
�¡�l��X�l���É�6�
�
�6�Á�}�� �‹�à�¡
�%�¡�m�%�6� �
�
�ë���Ž�ë�}�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�l���ë�É���ë�‹���ƒ�T�%���‹�T���¡���6�%���¡�É�T�ƒ�‹�
�Ê���‹�Á�6���½�T�
� �¡�}�k��0���Á�ë�‹�à���b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê��1-p���T�%�Ž��1
�Á�ë�‹�à���b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê��p�s���-�¡��� �}�¡���T�%���6�y�}�¡�m�½�T�‹�ë�6�%���ƒ�6�%�‹�T�ë�%�ë�%�Ì��n���ë�%�Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�‹���T�%�Ž���ë�Ž�¡�%�‹�ë�ƒ�T�
�
�Ê���Ž�ë�}�›
�‹�m�ë�y� �‹�ë�6�%�� �½�T�m�ë�T�y�
�¡�}�k��À = X1, ƒ, X n

i.i.dBernoulli p �s�� �þ�à�¡�� �m�¡�T�
�ë�Ö�¡�Ž�� �½�T�
� �¡�}
�T�m�¡��° = x1, ƒ, x n �s���-�¡���Á�ë�
�
���T�b�b�
�Ê���‹�à�¡���‹�Á�6���Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}���Ì�ë�½�¡�%���y�¡�
�6�Á���T�Ž�T�b�‹�¡�Ž���É�m�6��
�T�%���¡�É�T���b�
�¡���É�6� �%�Ž���ë�%���-�T�}�}�¡�m���T�%���•���ÿ�ÿ���•�s

ö1 À = X =
„ i X i

n

ö2 À =
„ i X i + n/4

n + n

�•�¡�‹�w�}�� �ƒ�6���b� �‹�¡�� �‹�à�¡�� �m�ë�}���� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}�� �É�6�m�� �¡�T�ƒ�à�� �6�É�� �‹�à�¡�}�¡�� �Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}�� �}�6�� �Á�¡�� �ƒ�T�%�� �}�‹�T�m�‹
�ƒ�6���b�T�m�ë�%�Ì���‹�à�¡���k

R p, ö1 = ‚ X ˆ p
2

= VarX =
p 1 ˆ p

n

R p, ö2 = ‚
„ i X i + n/4

n + n
ˆ p

2

=
1

4 1 + n
2
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�¥�6�‹�ë�ƒ�¡���‹�à�T�‹���%�¡�ë�‹�à�¡�m���6�%�¡���ë�}��� �%�ë�É�6�m���
�Ê���y�¡�
�6�Á���‹�à�¡���6�‹�à�¡�m�s���þ�à�¡�m�¡�É�6�m�¡�l���ƒ�6�%�}�ë�Ž�¡�m�ë�%�Ì���T�
�
���‹�à�¡���½�T�
�›
� �¡�}�l���Á�¡�� �ƒ�T�%�%�6�‹�� �}�T�Ê�� �Á�à�ë�ƒ�à�� �6�%�¡�� �ë�}�� �y�¡�‹�‹�¡�m�s�� �b�6�
�
�6�Á�ë�%�Ì�� �‹�à�¡�� �Ì� �ë�Ž�T�%�ƒ�¡�� �6�É�� �‹�à�¡�� �b�m�¡�½�ë�6� �}�� �¡�É�T���›
�b�
�¡�l���Á�¡���ƒ�T�%���ƒ�T�
�ƒ� �
�T�‹�¡���T���6�%�¡�›�%� ���y�¡�m���}� �����T�m�Ê���6�É���¡�T�ƒ�à���m�ë�}�����É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���T�%�Ž���ƒ�à�6�6�}�¡���‹�à�¡���6�%�¡
�Á�ë�‹�à���‹�à�¡���
�6�Á�¡�m���½�T�
� �¡�s���b�ë�m�}�‹�l���
�¡�‹�w�}���ƒ�6���b� �‹�¡���‹�à�¡�����T�É�ë��� �����m�ë�}�����É�6�m���¡�T�ƒ�à���6�É���‹�à�¡���‹�Á�6���Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%
�É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}�k

R p, ö1 = max
p

p 1 ˆ p
n

=
1
4n

=
1

1600
= 0.000625

R p, ö2 = max
p

1

4 1 + n
2 =

1

4 1 + n
2 =

1

4 1 + 10
2 ‰0.000567
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�¡���•�É�6�
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�¡�ë�%�ë���T�É���m�ë�}��

�b�6�m���¡�T�ƒ�à���Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%
�É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�l���Á�¡���ƒ�6���›

�b� �‹�¡���‹�à�¡���Á�6�m�}�‹���•���T�É�•
�m�ë�}�����T�ƒ�m�6�}�}���T�
�
���½�T�
� �¡�}

�6�É���‹�à�¡���‹�m� �¡���}�‹�T�‹�¡�s
�þ�à�¡�%�l���T���6�%�Ì���T�
�

�‹�à�¡�}�¡�����T�É�ë��� ��
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�
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�}�ë�6�%���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}�s

RB ö1 = ‚
p 1 ˆ p

n
=

1
5n

=
1

2000
= 0.0005

RB ö1 = ‚
1

4 1 + n
2 =

1

4 1 + n
2 =

1

4 1 + 400
2 ‰0.000567
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�¡���Á�¡���à�T�Ž��‡ = • ���T�%�Ž���ë�%���‹�à�¡���}�¡�ƒ�6�%�Ž
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R = R ‡, ö
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�}���T�
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Rminimax = min
öíü

max
‡í÷

R •, ö
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‡ í ÷
R ‡, öi �� �É�6�m

i = 1, 2 �s�� �þ�à�¡�%�� �Á�¡�� �ƒ�à�6�}�¡�� �‹�à�¡�� �}���T�
�
�¡�m�� �6�É�� �‹�à�¡�� �‹�Á�6�� �m�ë�}���}�k��min
öi í ü

R öi �� �Á�à�¡�m�¡��ü = ö1, ö2 �s
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���T�‹�6�m�•�k

öminimax = arg “ min
ö í ü

“ max
‡ í ÷

R ‡, ö .

�z�%���6�‹�à�¡�m���Á�6�m�Ž�}�l

R öminimax = max
‡ í ÷

R ‡, öminimax = min
öíü

max
‡í÷

R •, ö
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�¡�T�ƒ�à���6�É���‹�à�¡�� �‹�Á�6���Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}���T�%�Ž���‹�à�¡�%���ƒ�à�6�}�¡�� �‹�à�¡�� �6�%�¡�� �Á�ë�‹�à���‹�à�¡�� �
�6�Á�¡�m���%�T�Ê�¡�}�� �m�ë�}���s
�-�à�¡�%�� �Á�¡�� �à�T�½�¡�� ���T�%�Ê�� �Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}�� �ë�%��ü �l�� �Á�¡�� �¡�}�}�¡�%�‹�ë�T�
�
�Ê�� �Ž�6�� �‹�à�¡�� �}�T���¡�� �‹�à�ë�%�Ì�s�� �-�¡
�Á�T�%�‹

RBayes= min
ö í ÷

RB ö = min
ö í ü

‚ prior ‡ R ‡, ö

�þ�à�¡���Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���‹�à�T�‹���T�‹�‹�T�ë�%�}���‹�à�ë�}�����ë�%�ë��� �����ë�}���ƒ�T�
�
�¡�Ž���‹�à�¡���%�T�Ê�¡�}���Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%
�•�6�m���%�T�Ê�¡�}���¡�}�‹�ë���T�‹�6�m�•�s���z�É���Á�¡���Ž�¡�%�6�‹�¡���‹�à�ë�}���%�T�Ê�¡�}���Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���y�Ê��öBayes�l���‹�à�¡�%

öBayes= arg min
ö í ü

RB ö .

�z�%���6�‹�à�¡�m���Á�6�m�Ž�}�l

R öBayes = min
ö í ü

RB ö .
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�� �‹�6�•�� �‹�à�¡�� �m�ë�}���� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�� �T�}�}�6�ƒ�ë�T�‹�¡�Ž�� �Á�ë�‹�à��ö2�s�� �þ�à�ë�}�� ���¡�T�%�}�� �‹�à�T�‹
R ‡, ö1 µ R ‡, ö2 �� �É�6�m�� �¡�½�¡�m�Ê�� �b�6�}�}�ë�y�
�¡�� �½�T�
� �¡�� �6�É��‡�s�� �-�¡�� �m�¡�½�ë�}�ë�‹�� �‹�à�¡�� �Ì�m�T�b�à�� �6�É�� �‹�à�¡�� �m�ë�}���� �É� �%�ƒ�›
�‹�ë�6�%�}�� �6�É�� �‹�Á�6�� �Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}�� �É�m�6���� �‹�à�¡�� �
�T�}�‹�� �}�¡�ƒ�‹�ë�6�%���•�
�T�}�‹���ê�Ì� �m�¡�� �6�É�� �}�¡�ƒ�‹�ë�6�%�����s���� �T�y�6�½�¡�•�s
�¥�6�‹�ë�ƒ�¡�� �‹�à�T�‹�� �%�¡�ë�‹�à�¡�m���6�É���‹�à�¡�� �m�ë�}���� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}�� �à�T�½�¡�� �‹�à�¡�ë�m���b�
�6�‹�}�� �¡�%�‹�ë�m�¡�
�Ê���y�¡�
�6�Á���‹�à�¡�� �6�‹�à�¡�m�s���þ�à�¡
�m�ë�}���� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�� �ƒ�6�m�m�¡�}�b�6�%�Ž�ë�%�Ì�� �‹�6��ö1�� �ë�}�� �
�6�Á�¡�m�� �‹�à�T�%�� �‹�à�T�‹�� �6�É��ö2�� �6�%�
�Ê�� �É�6�m�� �½�T�
� �¡�}�� �6�É��‡ = p �� �É�T�m
�É�m�6����p = 1/2 �s���¥�¡�É�‹�l���ƒ�6�%�}�ë�Ž�¡�m���‹�à�¡���½�T�m�ë�6� �}���m�ë�}�����É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�}���ë�%���‹�à�¡���
�T�}�‹���ê�Ì� �m�¡���6�É���}�¡�ƒ�‹�ë�6�%�����s���s

�z�‹���T�b�b�¡�T�m�}���‹�à�T�‹���‹�à�¡���Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���ƒ�6�m�m�¡�}�b�6�%�Ž�ë�%�Ì���‹�6��c = 0 . 2���ë�}���y�¡�
�6�Á���¡�½�¡�m�Ê���6�‹�à�¡�m���m�ë�}��
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�É�s�� �þ�à�¡
�%�T�‹� �m�T�
���Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���ë�}��ö X1, X2, X3 = X1, X2, X3 �s���z�%���6�‹�à�¡�m���Á�6�m�Ž�}�l���6� �m���y�¡�}�‹���Ì� �¡�}�}
�É�6�m���‹�à�¡���•� �%���%�6�Á�%�•�����¡�T�%�l��• 1�l���É�6�m���‹�à�¡���ê�m�}�‹���e�T� �}�}�ë�T�%���ë�}��X1���T�%�Ž���}�ë���ë�
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L • 1, • 2, • 3 , ö = • 1 ˆ X1
2

+ • 2 ˆ X2
2

+ • 3 ˆ X3
2

�þ�à�¡���T�}�}�6�ƒ�ë�T�‹�¡�Ž���m�ë�}�����É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�l���‹�à�¡���¡�É�b�¡�ƒ�‹�T�‹�ë�6�%���6�É���‹�à�ë�}���
�6�}�}���Á�ë�‹�à���m�¡�}�b�¡�ƒ�‹���‹�6���‹�à�¡���ÿ�6�ë�%�‹���Ž�ë�}�‹�m�ë�›
�y� �‹�ë�6�%���6�É��X1, X2, X3 �l���ƒ�T�%���y�¡���ƒ�6���b� �‹�¡�Ž���‹�¡�m���›�y�Ê�›�‹�¡�m�����y�¡�ƒ�T� �}�¡���6�É���ë�%�Ž�¡�b�¡�%�Ž�¡�%�ƒ�¡�k

R • 1, • 2, • 3 , ö = ‚ L = Var X1 + Var X2 + Var X3 = 1 + 1 + 1 = 3
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�ò�‹�¡�ë�%�•�� �Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�� �Ì�ë�½�¡�%�� �y�Ê��öšX1, X2, X3 = 1 ˆ 1

S2 X1, X2, X3 �l�� �Á�à�¡�m�¡
S2 = X1

2 + X 2
2 + X 3

2�s�� �z�%�� �6�‹�à�¡�m�� �Á�6�m�Ž�}�l�� �‹�à�ë�}�� �Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%�� �É� �%�ƒ�‹�ë�6�%�� �¡�}�‹�ë���T�‹�¡�}�� �‹�à�¡���ê�m�}�‹�� ���¡�T�%�� �y�Ê
1 ˆ 1

S2 X1���T�%�Ž���‹�à�¡���6�‹�à�¡�m�����¡�T�%�}���}�ë���ë�
�T�m�
�Ê�s���z�‹���‹� �m�%�}���6� �‹���‹�à�T�‹���‹�à�¡���m�ë�}�����T�}�}�6�ƒ�ë�T�‹�¡�Ž���Á�ë�‹�à���‹�à�ë�}
�Ž�¡�ƒ�ë�}�ë�6�%���É� �%�ƒ�‹�ë�6�%���ë�}

R • 1, • 2, • 3 , öš = 3 ˆ ‚
1

S2

�¥�6�‹�¡�� �‹�à�T�‹��
1

S2 > 0 �� �Á�ë�‹�à�� �b�m�6�y�T�y�ë�
�ë�‹�Ê�� ���s�� �þ�à�¡�m�¡�É�6�m�¡�l��‚ 1
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