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Wahrscheinlichkeitsverteilungen: Zufallsvariablen

» Eine Zufallsvariable (random variable) ist eine Funktion X, die den Ergebnissen eines
Zufallsexperiments reelle Zahlen (Realisationen, Messwerte) zuordnet: Q> R,o— X ((o)

» Beispiele:
e Miinzwurf: Q = {Kopf, Zahl} mit X(®) =0 bei Kopf und X(w) =1 bei Zahl.
e Auswahl einer Person aus einer Gruppe €2 von Personen und Messung seiner

KorpergroRe: X(®) = KoérpergréRe von m.

» Haufig interessieren uns auch Funktionen von Zufallsvariablen, die wieder Zufallsvariablen
darstellen.
» Beispiele:
e Wir wirfeln 10 Mal. Die Summe der Augenzahlen ist wieder eine Zufallsvariable.

e Wir bestimmen die Intelligenzwerte an einer Stichprobe von 100 Schulern und
berechnen dann den Mittelwert, der wieder eine Zufallsvariable darstellt.




Wahrscheinlichkeitsverteilungen: Zufallsvariablen

Man unterscheidet diskrete und stetige Zufallsvariablen.

Zufallsvariablen X sind diskret, wenn sie nur endlich (oder abzahlbar unendlich) viele Werte
annehmen kénnen.

Beispiele: Munzwurf, Studienfach, Praferenz fiir eine Partei ...

Zufallsvariablen X sind stetig (oder kontinuierlich), wenn die Zahl der Ergebnisse Uberab-
zahlbar unendlich sind.

Stetige Variablen kommen streng genommen nicht vor. So ist z.B. die Menge von Personen
(2, aus der wir eine Person ziehen und ihre Korpergrolie erfassen, endlich. Auch kann die
Korpergrolle nicht beliebig genau gemessen werden.

Da sich mit stetigen Zufallsvariablen besser operieren lasst, sieht man solche Variablen
haufig als (angenahert) stetig an.

Beispiele: KorpergrolSe, Intelligenz, ...




Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Wahrscheinlichkeitsverteilungen kann man entnehmen, mit welcher Wahrscheinlichkeit
Werte von Zufallsvariablen auftreten.

Bei diskreten Zufallsvariablen ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung durch eine Wahrschein-

lichkeitsfunktion bestimmt, die angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Realisierungen X
der Zufallsvariablen X auftreten. Man schreibt: f(x) = P(X=Xx).

funktion und schreibt F(x) =P(X <x) = Z f(x).

X; <X

Wird die Wahrscheinlichkeitsfunktion kumuliert, so spricht man von einer Verteilungs-

» Beispiel. Zufallsexperiment: 5-maliger Miinzwurf. X = Haufigkeit des Auftretens von Kopf.

Q X f(x) F(X)
(Z,2,2,Z,2) > 0 1/32=0.03125  0.03125
(K,Z,2,Z,2) /; 1 5/32=0.15625  0.18750
(Z,K,Z,Z,2) 2 10/32=0.3125  0.50000
3 10/32=0.3125  0.81250
0= (KKKK?2) > 4 5/32=0.15625  0.96875
25=32 (KK, K, K,K) >5 1/32=0.03125 1

Es gilt also: X(»,) =0,
X(oy) = X(ws) =1, ...
X(03,) =5

Nach Laplace resultiert:
f(0) =P(X=0)=1/32=
0.03125 usw.




» Wahrscheinlichkeitsfunktion f(x) = P(X =x) und

Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Verteilungsfunktion F(X) = P(X < X) einer Zufalls-

variable X lassen sich in bekannter Weise auch

graphisch darstellen (z.B. als Histogramm):

Beispiel Zufallsexperiment 5-maliger Munzwurf.

X = Haufigkeit des Auftretens von Kopf.
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Parameter diskreter Wahrscheinlichkeitsverteilungen

» Zur Charakterisierung von Verteilungen dienen, wie in der deskriptiven Statistik, bestimmte

Kennwerte, die hier als Parameter bezeichnet werden.

werden. Fur diskrete Zufallsvariablen X mit m Auspragungen gilt:

E(X)= 3% -P(X =X) =31 - 1 (%)

Die zentrale Tendenz einer Verteilung kann durch den Erwartungswert E charakterisiert

Der Erwartungswert ist dem arithmetischen Mittelwert sehr ahnlich; er entspricht bei dis-

kreten Verteilungen dem Mittelwert aller moglichen k Werte. Anders als das arithmetische
Mittel wird er aber nicht anhand von Daten ermittelt, sondern charakterisiert die Lage einer

theoretischen Verteilung. X

> Beispiel Zufallsexperiment: 5-maliger Munzwurf mit k=2°>=32
Ergebnissen. X = Haufigkeit des Auftretens von Kopf mit m = 6.

E(X)=0-0.3125+1-0.15625+...4+5-0.03125= 2.5

f(x) F(X)
0 0.03125 0.03125
1 0.15625 0.18750
2 0.3125  0.50000
3 0.3125 0.81250
4 0.15625 0.96875
5 0.03125 1




Parameter diskreter Wahrscheinlichkeitsverteilungen

» Man beachte, dass der Erwartungswert nicht das ,,erwartete” oder wahrscheinlichste
Ergebnis eines Zufallsexperiments ist. Im Beispiel tritt der Erwartungswert nicht einmal als
Realisation auf.

» Eine bildliche Vorstellung von der Bedeutung des Erwartungswertes erhalt man, wenn man
sich Kugeln auf einer Achse vorstellt, wobei X; der Abstand der i-ten Kugel von einem be-
liebig gewahlten Nullpunkt darstellt und P(X = X;) dem Gewicht (hier: GroRRe) der Kugel
proportional gewahlt wird. An der Stelle der Achse, die man unterstitzten musste, damit

sich die Achse im Gleichgewicht befindet (im Schwerpunkt des \*\)’\)@)’\)\)

Systems) liegt der Erwartungswert.

» Als Mal fiir die Variabilitat einer Verteilung kann man deren

Varianz bestimmen. Fir diskrete Zufallsvariablen X mit m

Auspragungen gilt: X i(x) F()
m 0 0.03125 0.03125
Var(X) = 2 [ —E(X)I - P(X =) 1 015625 0.18750
7 ) B 2 03125 050000
Beispiel wie oben. m =6, E(X) = 2.5. 3 03125 0.81250
Var(X) =(0-2.5)*-0.03125+ (1-2.5)*-0.15625 +... 4 0.15625 0.96875
5  0.03125 1

+(5-2.5)*-0.03125=1.25




Parameter von Wahrscheinlichkeitsverteilungen

» Einige nutzliche Rechenregeln fiir Erwartungswerte und Varianzen fiir (sowohl diskrete als
auch stetige) Zufallsvariablen X und Y und reelle Konstanten ¢ und d sind:

e E(c)=c

 E(c-X)=c-E(X)

e E(c-X+d-Y)=c-E(X)+d-E(Y)

o Var(X)=E(X?) - E(X)?

e Var(c-X +d)=c?Var(X)

e Var(c-X+d-Y)=c?Var(X) +d?-Var(Y) + 2-c-d-Cov(X,Y)

e Var(c-X+d-Y)=c?Var(X) + d2-Var(Y) falls X und Y unabhangig/unkorreliert sind.




Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

> Bei stetigen Verteilungen bezeichnet man f(X) nicht mehr als Wahrscheinlichkeit (sfunktion)
sondern als Dichte der Zufallsvariablen.

» Die Wahrscheinlichkeit fiir eine einzelne Realisation einer Zufallsvariablen, also z.B. dem
Wert von X =1.782543 Meter KorpergroRe, ist P(X =X) = 0. (Die Dichten summieren sich
also nicht zu 1, was aber von Wahrscheinlichkeiten gefordert wird; vgl. Axiom 2.)

» Wahrscheinlichkeiten existieren immer nur fir Intervalle von Dichten, unten am Beispiel der
Standardnormalverteilung.

D}EQ)te 0s P(0<x<1)=0.34 D}EQ;%-S P(x<-1)=0.16
0.4 — 0.4 7
01 - 0.17




Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

» Formal entspricht der Flache zwischen zwei Werten a und b dem Integral der Dichten:

P(a<x£b):}f(x)dx

» Das Integrieren rickt also an die Stelle der Summierung bei diskreten Verteilungen.

» Die Verteilungsfunktion F(x) = p gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass hochstens ein Wert
von X = X, auftritt, also dem Flachenanteil der Verteilung unterhalb von X,. Formal:

F(x)=P(X <X) = j f(t)dt

f(X) 0.5 F (X)

0.4 Umgekehrt kann man

das Perzentil X; als
den X-Wert angeben,
unter dem gegebene
p Prozent der
Verteilung liegen.

0.3+

0.2 +

F(Xp)
= 0.56 v

0.1+

0.16

0 T I I \ I \




Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

» Auch bei den Erwartungswerten und Varianzen werden dann aus den Summen Integrale,
z.B. wird aus dem Erwartungswert bei diskreten Verteilungen

E(X) :in | f(Xi)
i=1
im stetigen Fall:

E(X):Tx- f (x)dx




Wahrscheinlichkeitsverteilungen

» Zufallsvariablen weisen in der Statistik immer wieder dhnliche Verteilungen auf. Wir
werden die folgenden Verteilungen naher betrachten:

Verteilung Parameter Typ Inferenzstatistik
Gleichverteilung n _
: : : diskret
Binomialverteilung n, p
Normalverteilung U, c grundlegend; z.B. Vertrauensinter-
Standardnormalverteilung - valle

z.B. Varianzen, Haufigkeiten von
v?-Verteilung df nominalskalierten Variablen sowie

. bei Modellanpassungstests
stetig P &

z.B. Vergleich von Mittelwerten

t-Verteilung df .
zweier Gruppen

z.B. Vergleich von mehr als zwei
F-Verteilung df,, df, Mittelwerten, Varianzen,
Regressionsanalyse
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Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen: Gleichverteilung

» Eine diskrete Zufallsvariable ist gleichverteilt (rechteckig verteilt), wenn alle n moglichen
Werte mit gleicher Wahrscheinlichkeit realisiert werden, also gilt

f(x) =P(x=k) = 1/n
» Eine Gleichverteilung weist also einen Parameter n auf. Es gilt:

E(X)=%-Zn:xi

Var(X):%-Zn:[xi —E(X)T :E-Zn:xf —%(Zn:xij

n 4

i f(x) 0.4
» Beispiel Zufallsexperiment: Einmaliges Wirfeln. 0.3
X = Augenzahl.
0.2
P(X:]-):P(XZZ):---:P(X:6)21/6 1/6=01667 | [ — I
E(X)=1/6-(1+2+3+4+5+6)=35 0.1- H
Var(X) = 1/6-(12 + ... + 62) = 1/(6-6)-(1+ ... +6)? = 2.92 o L K
1 2 3 4 5 6 y




Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen: Binomialverteilung

» Wird ein Zufallsvorgang unter identischen Bedingungen n mal wiederholt und ist die
Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines Ereignisses dabei konstant P(A) = p, so spricht man
von einem Bernoulliexperiment (z.B. die zufallige Ziehung mit Zuriicklegen von Kugeln aus
einer Urne, in der sich 4 weilRe und 6 schwarze Kugeln befinden).

» In einem Bernoulliexperiment ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei n Wiederholungen das
Ereignis A mit der Wahrscheinlichkeit p genau k mal eintritt (bzw. n —k Mal nicht eintritt)

P(X =k) {EJ - (1 p)"*

furk=0, 1, ..., n. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir diese Zufallsvariable X bezeichnet
man als Binomialverteilung. Man schreibt auch X ~ B(n, p). (~ = Tilde = ,,ist verteilt nach”).

» Durch Aufsummieren erhalt man die Verteilungsfunktion, die angibt, wie wahrscheinlich es
ist, dass hochstens X mal A eintritt:

P(X <X)= iP(X =k) = Zi:(Ej pk (1- p)n—k

———————




Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen: Binomialverteilung

» Beispiel: Eine Klausur bestehe aus sechs Aufgaben. Zu jeder Aufgabe muss aus drei
Antworten die einzig richtige ausgewahlt werden (,multiple choice“-Aufgabe). Frage: Wie
wahrscheinlich ist es, beim zufalligen Ankreuzen (Raten) zwei Aufgaben richtig zu l6sen?

Losung: Einsetzen von n =6, k=2 und p = 1/3 ergibt

(1/3)*-(2/3)" :%-0.111-0.198 ~0.329

/ T 21(6-2)!

(nj nl Wahrscheinlichkeitsfunktion
- l. — | 0.5
k) kl(n-k)! P(X=K)
0.4+
Die Wahrscheinlichkeit betrigt also knapp 33%. >z
0.3 263
219
» Nebenan ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung 0.2~ ]
(Wahrscheinlichkeitsfunktion) fir n=6 und 01 om o8
p = 1/3 grafisch dargestellt. H s g




Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen: Binomialverteilung

» Beispiel: wie auf vorheriger Folie. Frage jetzt: Wie wahrscheinlich ist es, beim zufalligen
Ankreuzen weniger als die Halfte der Antworten richtig zu 16sen (durchzufallen)?

Gegeben sind n =6 und p =1/3. Die folgende Summe muss bestimmt werden:

P(X<x)=Y P(X =k) =P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)
k=0
=0.088+0.263+0.329 = 0.680

Wenn man rat, ist die Wahrscheinlichkeit zu bestehen, also immerhin 32%.

Wahrscheinlichkeitsfunktion Verteilungsfunktion

0.5 1.0 — T T
P(X=k) P(X<X) 900 ggp 999 1
0.4 0.8
329 .680
0.3 263 0.6
.2_19
0.2+ 0.4 351
0.1 088 082 02 {w
.088
.016

H .001
0. L D_:;? 0 L | N

0o 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6




Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen: Binomialverteilung

» Eigenschaften der binomialverteilten Zufallsvariablen X ~ B(n, p) mit den beiden
Parametern n und p sind:

e Der Erwartungswert ist: E(X) =n-p
e Die Varianz ist Var(X) =n-p-(1 - p)

e Mit zunehmendem n nahert sich die Binomialverteilung immer mehr der Normal-
verteilung an. (Die Approximation ist bereits ab n > 20 hinreichend genau.)

» Beispiel wie auf vorheriger Folie. Frage: Wie grof8 ist die mittlere Anzahl richtiger Antworten,
wenn man immer rat?

E(X)=n-p=6-1/3=2.0

Im Mittel werden also durch Raten 2 von 6 Fragen richtig beantwortet.




Weitere diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen

» Weitere diskrete Verteilungen (ausgehend vom Beispiel der Binomialverteilung mit einer
zufalligen Ziehung von Kugeln mit Zuriicklegen aus einer Urne mit weilRen und schwarzen
Kugeln).

Multinominalverteilung: Erweiterung der Binomialverteilung fir den Fall mit mehr als
zwei Ausgangen.

am Beispiel: Es gibt auch noch andersfarbige Kugeln und das Ereignis ist ein bestimmtes
Muster von Kugeln.

Poissonverteilung: Berechnung der Wahrscheinlichkeit, mit der bei n Wiederholungen
ein Ereignis k mal eintritt, wenn n sehr groR und p sehr klein ist (seltene Ereignisse).
am Beispiel: Es interessiert die Ziehung einer weillen Kugel, wenn sich in der Urne 99

schwarze und eine weilse Kugel befinden.

Hypergeometrische Verteilung: Wahrscheinlichkeit, mit der bei n Wiederholungen ein
Ereignis k mal eintritt, wenn die Objekte nicht zurtickgelegt werden (sich also nach
jeder Ziehung die Wahrscheinlichkeiten andern)

am Beispiel: Die gezogenen Kugeln werden nicht in die Urne zurlickgelegt.
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Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen: Normalverteilung

» Eine in der Statistik sehr haufig auftretende Verteilung ist die Normalverteilung (GauR-
Verteilung) X ~ N(u, o) mit den Parametern Mittelwert p und Standardabweichung c.

» Die Dichte einer Normalverteilung mit Mittelwert u und Standardabweichung ¢ >0 ist:

f (X) _ 1 . e_;(x;uj

» Fir den Fall der Standardnormalverteilung mit u =0 und ¢ =1 resultiert vereinfacht

f(X) 0.5

| 1
f(X)=——-e2 =———.ex ——xzj N(0,1
(0= — p( 2 ©01)

\_/ alternative Schreibweise

» Normalverteilte Werte mit anderen Mittelwerten
oder/und Standardabweichungen lassen sich durch
die z-Transformation in standardnormalverteilte
Werte umrechnen:

X—u 0
G

0.3 —

0.2

0.1 —

7 =




Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen: Normalverteilung

» Eigenschaften der Normalverteilung:

e Der Erwartungswert der Normalverteilung ist E(X) = p.
e Die Varianz der Normalverteilung ist Var(X) = ¢2.
e Sie ist symmetrisch um u (= dem Modalwert und dem Median).

e Die Dichte nahert sich flir X gegen foc asymptotisch der X-Achse an.

e Zwischen dem Mittelwert +c liegen 68.3 Prozent der Verteilung, zwischen £2-c liegen
95.4 und zwischen £3-c liegen 99.7 Prozent der Verteilung.

68.3%

|
I ; ; 1
0.1% <€ 2.3% 50 € 500 <€ 841« 97.7 < 99.9 <
[ |

< 1
% % I % % % !
-3-0 -2 -l-o n +1-0 +2-0 +3.0




Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen: y2-Verteilung

> Eine y?-verteilte (chi) Zufallsvariable X ~ y?(df) erhalt man, wenn man mehrere voneinander
unabhangige standardnormalverteilte Zufallsvariablen Z, ..., Z, quadriert und addiert:

i=1

> Die y°-Verteilung weist einen Parameter, die Anzahl Freiheitsgrade df (degrees of freedom)
auf, deren Zahl der der aufsummierten Z-Variablen entspricht: df = k.

0.5
» Die Eigenschaften einer y2-Verteilung sind: x)

e Der Erwartungswert ist: E(X)=df 47

e Die Varianzist: Var(X)=2-df 0.3
e Je kleiner df, desto linkssteiler ist die Verteilung; 0.2
je groRer df, desto mehr nahert sich die -

. . . 0.1
Verteilung einer Normalverteilung an.




Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen: t-Verteilung

Eine t-verteilte Zufallsvariable X ~ t(df) erhdlt man, wenn man eine standardnormalverteilte
Zufallsvariable Z, durch die Wurzel einer dazu unabhangigen y?-verteilten Zufallsvariable
teilt, die durch die Zahl der Freiheitsgrade dividiert wurde:

2 k
X 1 2
/ / Z
df k ,Z__ll

Die t-Verteilung weist mit der Anzahl Freiheitsgrade df = k einen Parameter auf.

f(X) 0.5
Die Eigenschaften einer t-Verteilung sind: s
e Der Erwartungswertist: E(X) =0, falls df>1
0.3
e Die Varianz ist: Var(X)=df/(df —2), falls df > 2
02 -
e Sie ist symmetrisch um 0 und nahert sich mit
wachsenden df immer mehr der Normalver- 0.1
teilung an.
0 | | |




Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen: F-Verteilung

» Eine F-verteilte Zufallsvariable X ~ F(dfy, df,) erhdlt man, wenn man den Quotienten zweier
unabhangiger x?-verteilter Zufallsvariablen Y, und Y, bildet, die jeweils durch ihre
Freiheitsgrade dividiert wurden:

Ky
Y, /df, ? le
Y, [df, 1 &
2 ki 222J

» Die F-Verteilung wird durch zwei Parameter gekennzeichnet: Die Zahl der Freiheitsgrade des
Zahlers, df;, und des Nenners, df,, des Quotienten.




Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen: F-Verteilung

» Die Eigenschaften einer F-Verteilung sind

e Der Erwartungswert ist: E(X) =df,/(df,—2), falls df,>2

Die Varianz ist:

2.df - (df, +df, — 2)

Ve = e, —a) (df, —2)°

falls df, > 4

Sie ist bei kleinen Freiheitsgraden asymme-
trisch und linkssteil und wird bei wachsenden df
symmetrischer.

Das Quadrat einer t-Verteilung entspricht einer
F-Verteilung mit einem Zahlerfreiheitsgrad:

€2(df) ~ F(L, df)

fx) *

0.8 1 |

0.6

04 |

0.2 |

df = (2, 10)
df = (2, 100)
df = (10, 10)
df = (10, 100)
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Wahrscheinlichkeitsverteilungen

» Es gibt verschiedene Moglichkeiten, fiir die behandelten, haufiger auftretenden Wahrschein-
lichkeitsverteilungen (in Abhangigkeit von ihren Parametern) gegebene Realisationen der
Zufallsvariablen x- in p-Werte ,umzurechnen” vice versa:

e gedruckte Tabellen, z.B. im Anhang von Statistik-Buchern. Vorteil: ohne Technik nutzbar;

Nachteil: nur ausgewahlte Werte tabelliert

e Statistikprogramme (z.B. SPSS) oder Excel

e [nternet-Applikationen (z.B. wie rechts
http://www.psychstat.missouristate.edu
/IntroBook3/sbkProbabilityCalculator.html)

e Apps (z.B. frei Randov fir Apple iOS)

Datei Bearbeiten Ansicht Chronik Lesezeichen Extras Hilfe

Probability Calculator ® "‘,_ arF

= | E] [

wy v | wurw peychstat.missouristate.edu/Int C' || Q suchen ¥+ A wA » =

I|£[] Meistbesucht =) AOWDGPs-Newsfeed 5 AOWDGPs-Newsfeed

Probability Calculator
David W. Stockburger
| Missouri State University

Normal Curve - Area Below

Mu Sigma Score || Probability

100 10 111 (= ]”[ <<< ||| 0.8643

f(X)

70 75 80 85 90 95 100 105 110 115 120 125 130
[ X

LHome Acknowledgements How to video {coming soon)




Wahrscheinlichkeitsverteilungen

» In SPSS konnen folgende Transformationen fiir verschiedene Wahrscheinlichkeitsfunk-
tionen mit ihren Parametern durchgefiihrt werden:

e Fir gegebenes x wird die (kumulative) Wahrscheinlichkeit p = F(x) ausgegeben, mit der
ein Wert < X (bei stetigen Funktionen) bzw. < X (bei diskreten Funktionen) ist (CDF =
Cumulative Distribution Function). Funktionsgruppe: ,Verteilungsfunktionen”

e Flr eine gegebene Wahrscheinlichkeit p wird der Wert X, das p-te Quantil, ausgegeben
(IDF = Invers Distribution Function). Funktionsgruppe: ,Quantilfunktionen”

e Fiir gegebenes X wird die Dichte (fur stetige Funktionen) bzw. Wahrscheinlichkeit (fir
diskrete Funktionen) f(x) ausgegeben (PDF = Probability Density Function).
Funktionsgruppe: ,,Wahrscheinlichkeitsdichten”

e Es werden Zufallszahlen ausgegeben, die der Wahrscheinlichkeitsfunktion folgen
(RV =Random Values).

» Als Wahrscheinlichkeitsfunktionen stehen in SPSS unter anderem zur Verfligung:
Rechtecksverteilung (UNIFORM), Binomialverteilung (B INOM), Normalverteilung (NORMAL),
v2-Verteilung (CHISQ), t-Verteilung (T) und F-Verteilung (F).



Wahrscheinlichkeitsverteilungen

» Die Aufruf der bendtigten Funktion setzt sich in SPSS wie folgt zusammen:
<Typ>.<Verteilung>(<Parameter>)

» Die von uns haufiger bendétigten Funktionen lauten:

Verteilung p—X X—=>p
Rechteck IDF_UNIFORM(p,min,max) CDF.UNIFORM(g,min,max)
Binomial = CDF.BINOM(qg,n,p)
Normal IDF_NORMAL(p,m,s) CDF .NORMAL(q,m,Ss)
Y2 IDF.CHISQ(p,df) CDF.CHISQ(q,df)
t IDF.T(p,df) CDF.T(q,df)
F IDF.F(p,dfl,df2) CDF.F(q,dfl,df2)

» Es bezeichnen: g=xund p = p; df = Freiheitsgrade df. Bei Normalverteilung:
m = Mittelwert, S = Standardabweichung. Bei Binomialverteilung: n =nund p = p.




Wahrscheinlichkeitsverteilungen

» Die Wahrscheinlichkeits-Transformationen lassen sich unter Transformieren/Variablen
berechnen.. ausfiihren. Bevor man damit startet, muss man zunéachst eine Variable (mit
einem beliebigen Namen) im Dateneditor anlegen und dort die Werte eingeben, die man
transformiert haben mochte.
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Wahrscheinlichkeitsverteilungen

» Im Dialog unter Transformieren/Variablen berechnen geben wir zunachst als
»Zielvariable« eine beliebige neue Variable an (hier: p) und anschlieend unter

»Numerischer Ausdruck« die bendtigte Funktion mit ihren Argumenten.
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Wahrscheinlichkeitsverteilungen

» Nach der Aktivierung der Berechnung mittels (OK) wechseln wir in den Dateneditor. Dort ist
nun die neue Variable p von SPSS hinzugefligt worden, die die gewilinschten Werte enthalt.
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Im Reiter |_Variab|enansichtJ kann man die Zahl der Nachkommastellen
der neuen Variablen noch hochsetzen (z.B. wie hier auf 3).




Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Tabellen zur Umrechnung von p in X-Werte (oder umgekehrt) finden sich fiir die gangigen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen im Anhang (fast) jeden Statistikbuches.

Ein entsprechender Tabellenband wird fiir Ubungszwecke auch als pdf-Datei in Stud.IP
eingestellt. In der Klausur wird ausschlieldlich dieser Tabellenband verwendet.

Die Tabellenbande sind nicht immer gleich aufgebaut, gleich beschriftet und enthalten
auch nicht immer genau die gleichen Wertebereiche.

Um die erforderlichen Werte
ablesen zu kobnnen muss man
wissen,

(1) um welche Verteilung es
sich handelt,

(2) welche Parameter die
Verteilung aufweisen
soll und

(3) ob x gegeben und p
gesucht ist oder umge-
kehrt.

Anhang Aus: Eid, Gollwitzer und Schmitt (2010)

Anhang A: Tabellen

Binominalverteilung

Standardnormalverteilung

Zentrale t-Verteilung

Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtest

Zentrale y*-Verteilung

Kritische Werte fiir den Kolmogorov-Smirnov-Test und den Lilliefors-Test
Wilcoxon-Rangsummen-Test

Zentrale F-Verteilung

Kritische Werte fiir die Differenz ng — np

OGe =1 Ov U R W b




Wahrscheinlichkeitsverteilungen

» Beispiel: Wie wahrscheinlich ist es, in einem normalverteilten Intelligenztest mit einem
Mittelwert von 100 und einer Standardabweichung von 15 einen Wert von 90 oder weniger
zu erhalten?

Gegeben: N(100, 15), x =90; Gesucht: kumulative Wahrscheinlichkeit p

Problem 1: Es gibt nur Tabellen fir die Standardnormalverteilung p

Mnormalverte”ungr aISO N(01 1) Die Tabelle enthilt die Werte der Verteilungsfunktion
. . . p=Fzy)=PZ=z)firzz 0.
Losung: Umrechnung in einen z-Wert 0 =

1 . - —_ ~ z p z p z P z P z P
erglbt' VA (90 100) / 15 ~ 067 0.00  0.5000 046 06772 092 08212 1.38 09162 .84 09671
0.0 0.5040 047 06808 093 08238 1.39 09177 1.85 09678
. 0.02  0.5080 048 06844 094 08264 140 09192 1.86  0.9686
Problem 2: Es smd nur Werte x>0 0.03 05120 049 06879 095 08289 141 09207 1.87 09693
] ] . ] ] 0.04 05160 0.50 06915 0.96 08315 142 09222 .88 09699
tabelliert. (Dle X-Werte sind in dieser 0.05 05199 | | 0.51 06950 | | 0.97 0.8340 143 09236 1.89 09706
. " . 0.06 05239 0.52  0.6985 0.9%8 08365 144 09251 1.90 09713

g 2

Tabelle mit ,z“ bezeichnet) 008 03310 | | 0sa 07054 | | oo 08413 | | 14e oo | | 192 0976
. . . 0.09  0.5359 0.55 0.7088 1.0l 0.8438 1.47 09292 193 09732
Losung: Da d|e Normalvertellung 010 0.5398 056 07123 .02 0.8461 1.48 09306 1.94 09738
h | P X 011  0.5438 057 07157 .03 0.8485 1.49 09319 1.95 09744
i i i — < ) — 0.12 05478 0.58  0.7190 1.04 08508 1.50 09332 1.96 09750
symmetrlsc ISt' gl t p ( =X 0.13 05517 0.59 07224 1.05 08531 1.51 09345 1.97 09756
: . 0.14 05557 0.60 07257 1.06 08554 1.52 09357 198 09761
1 P(X < _X)' Wir entnehmen aIso fur 0.15  0.5596 0.61 07291 1.07 08577 1.53 09370 1.99 09767
0.16  0.5636 0.62 07324 1.08 08599 1.54 09382 200 09772
den x-Wert von 067 den Wert 07486 017 0.5675 0.63 07357 109 08621 1.55 09394 201 09778
. . . \ 0.18 05714 0.64 07389 110 08643 1.56 09406 202 09783
Die gesuchte kumulative Wahrschein- M9 0.5753 | | 0.65 07422 LIl 0.8665 1.57 09418 | | 2.03 09788
. L 020 0S393 0.66 07454 1.12 08686 1.58  0.9429 204 09793
lichkeit ist dann p =1-0.7486 = 0.2514. 021 05832 067 07486 113 08708 1.59 09441 205 09798
022 0.5871 o8 07317 .14 08729 1.6 09452 206 09803
023 0.5910 0.69 07549 .15 08749 1.61 09463 207 09808




Wahrscheinlichkeitsverteilungen

» Problem 3: Die Umrechnung in einen z-Wert z = (90 — 100) / 15 ~ —-0.67 hatten wir nur mit

einer Genauigkeit von zwei Nachkommastellen durchgefiihrt. Auf drei Nachkommastellen
genau ware der Wert —0.667. Wenn wir diesen Wert in der Tabelle nachschlagen

wollen, ist der Wert nicht tabelliert.

Losung: Wir kdnnen der Tabelle nur
entnehmen, dass fur den Xx-Wert von
0.667 die kumulative Wahrscheinlich-

keit p zwischen 0.7454 und 0.7486 liegt.

Wir kdnnen nun entweder p auch nur

gerundet angeben, also p=0.75 (bzw.
1-0.75=0.25) oder

angeben, dass mindestens 1 —0.7486 =
0.2514 einen kleineren Wert aufweisen
(konservative Angabe) oder

den p-Wert per Computerprogramm
genauer bestimmen.

Die Tabelle enthalt die Werte der Verteilungsfunktion
p=Fz)=PZ=z)flirz=0.

Standardnormalverteilung

Fi

Fi

Ji

Fi

Fi

0.00
0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09
0.10
0.11
0.12
0.13
0.14
0.15
.16
0.17
0.18
0.19
0.20
0.21
0.22
0.23

0.5000
0.5040
0.5080
0.5120
0.5160
0.5199
0.5239
0.5279
0.5319
0.5359
0.5398
0.5438
0.5478
0.5517
0.5557
0.55%96
0.5636
0.5675
0.5714
0.5753
0.5793
0.5832
0.5871
0.5910

0.46
0.47
0.458
0.49
0.50
0.51
0.52
0.53
0.54
0.55
0.56
0.57
0.58
0.59
0.60
0.61
0.62
0.63
0.64
.65

0.6772
0.6808
0.6844
0.6879
0.6915
0.6950
0.6985
0.7019
0.7054
0.7088
0.7123
0.7157
0.7190
0.7224
0.7257
0.7291
0.7324
0.7357
0.7389
07422

0.66
0.67

0.7454
0.7486

0.68
0.69

0.7517
0.7549

0.92
0.93
0.94
0.95
0.96
0.97
0.98
0.99
1.00
1.01
1.02
1.03
.04
1.05
1.06
.07
[.08
.09

11
12
13
14

A3

08212
0.8238
0.8264
0.8289
0.8315
0.8340
0.8365
(.8389
0.8413
0.8438
0.8401
0.8485
0.8508
0.8531
0.8554
0.8577
0.8599
0.8621
0.8643
0.8665
0.8686
08708
0.8729
0.8749

.38
.39
1.40
1.41
1.42
[.43
.44
1.45
l.46
.47
[.48
1.49
1.50
1.51
1.52
1.53
1.54
1.55
1.56
.57
[.58
.59

.6
l.61

09162
09177
0.9192
0.9207
0.9222
09236
09251
0.9265
0.9279
0.9292
0.9306
09319
0.9332
0.9345
0.9357
0.9370
0.9382
0.9394
0.9406
09418
0.9429
09441
0.9452
0.9463

1.34
1.85
[.86
.87
[.88
[.89
1.90
1.91
1.92
1.93
1.94
1.95
.96
1.97
.98
.99
2.00
2.01
2.02
2.03
2.04
2.05
2.06
2.07

09671
09678
09686
096493
0.9699
0.9706
09713
09719
09726
09732
09738
09744
09750
09756
09761
09767
09772
09778
09783
09788
0.9793
09798
0.9803
09808




Wahrscheinlichkeitsverteilungen

» Beispiel: Wir suchen das 95. Perzentil des F-Wertes mit df, =2 Zahler- und df, =3
Nennerfreiheitsgraden.

F-Verteilung

Die Tabelle enthdlt die F-Werte der zentralen F-Verteilung fir aus-
gewdhlte Quantile p (in den Zeilen) in Abhangigkeit von den Zihler-
freiheitsgraden df, (in den Spalten) und Nennerfreiheitgraden df:
(in den Zeilen).

df
g p | 1 |2 |3 4 5 6 71 8 9 10
1 0.90 || 39.86 | 4950 |53.59 5583 5724 5820 5891 5944 5986 60.19
0.95 [[161.45 |199.50 |215.71 22458 230.16 23399 236.77 238.88 240.54 241.8%
2 090 8.53 9.00 9.16 924 929 933 9.35 9.37 9.38 9.39
0.95 (| 1851 | 1900 19016 19.25 1930 1933 1935 1937 1938 1940
0.99 ( 98.50 | 9900 |99.17 99.25 9930 9933 9936 9937 9939 9940

534 531 ad8 8511 515 5.24 3.43

812 9501 BE9d  BR9 8.81 B.79

129 A fl 1304 3791 2767 2748 2jaE 27103

4 090 [ 454 32 | 419 411 5 401 398 395 394 392
095 771 | 694 | 659 639 626 6 609 604 600 596

099 | 21.20 | 18.00 [1669 1598 1552 1521 _ 14.80  14.66  14.55

| 5 090 | 406 [ 378 | 362 352 345 340 337 \w{lm

» Losung: Dem Ausschnitt aus der Tabelle entnimmt man einen F-Wert von 9.55.






