Stochastik  fiir Studierende der Informatik

Inhaltsverzeichnis

[1 Mathematische Modelle von Zufallsexperimenten|
[1.1  Grundbegrifte| . . . . . . . L
1.2 Erste Beispiele endlicher Wahrscheinlichkeitsverteilungen|. . . . . . . . . .. .. ..
[L.3__Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdumel . . . . . . . . . . ... ... oL

|2 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhingigkeit|

[3  Zufallsvariablen und ihre Verteilungen|

6__Grenzwertsitze|

6 Wal hemlichke: B B
6.1  Grundbegrifte reloaded| . . . . . . . ... o o
6.2 Zutallsvariablen und ihre Erwartungswerte|. . . . . . . . . ..o 0oL
6.3 Unabhdngigkeit| . . . . . . . . . .. L

© ot N

14

20
21
32

37
37
42
50

52



1 Mathematische Modelle von Zufallsexperimenten

Wir alle haben eine intuitive Vorstellung von Zufall und zufilligen Ereignissen. Zufillige Ereig-
nisse in der Natur und in unserem Alltag sind allgegenwirtig. Viele Begriffe aus der Stochastik
sind fester Bestandteil unseres Wortschatzes, sie werden aber meist anders benutzt als wir es hier
machen werden. So werden im Alltag die beiden Worter wahrscheinlich und zufdllig typischerweise
benutzt, um Ereignisse zu beschreiben, die eigentlich ziemlich sicher beziehungsweise eher selten
und unerwartet sind. Dieser Gegensatz zwischen den mathematischen Begriffen und dem alltégli-
chen Sprachgebrauch macht den Einstieg in die elementare Stochastik eventuell etwas schwieriger
als in manche andere Teilgebiete der Mathematik. Man sollte sich also von Anfang mit den Be-
griffen streng mathematisch auseinander setzen und sollte sich nicht zu sehr auf die vermeintliche
Intuition aus dem Alltag verlassen.
In Stochastik soll die Intuition aus dem Alltag mit einem mathematischen Fundament unter-
mauert werden. Wihrend zufillige Ereignisse gerade dadurch gekennzeichnet sind, dass deren
Ausgang nicht vorherbestimmt ist, erlaubt uns eine mathematische Analyse tiefere Einblicke und
Gesetzméafigkeiten des Zufalls zu verstehen und herzuleiten.
Was ist Zufall?
Vorschulgruppe in der Kita: “Wenn Bjarne die gleiche Hose an hat, wie ich.”

Wikipedia: “Von Zufall spricht man, wenn fiir ein einzelnes Ereignis oder das Zusammentreffen
mehrerer Ereignisse keine kausale Erkldrung gegeben werden kann. Als kausale Erkldrungen fiir
Ereignisse kommen je nach Kontext eher Absichten handelnder Personen oder auch naturwissen-
schaftliche deterministische Abliufe in Frage.”

Georgii (2009): “Eine moglicherweise naturinhérente Indeterminiertheit, als auch unsere (even-
tuell prinzipielle) Unkenntnis iiber die genauen Rahmenbedingungen der Situation.”
» Die Antwort auf diese Frage ist eher philosophischer Natur fiir die mathematische Modellierung
und Analyse nebenséchlich.

Was ist Stochastik?  » Die Lehre von den Gesetzméfigkeiten des Zufalls.
Resultate (die uns im Verlauf der Vorlesung begegnen werden):

e Was ist der erwartete/mittlere Ausgang eines Zufallsexperiments?

e Das Gesetz der groflen Zahlen Beispiel: Miinzexperiment mit fairer Miinze. Fiir eine grofle
Anzahl von Versuchen kommen Anteile von Kopf und Zahl nah an 50%

e Der zentrale Grenzwertsatz.

Wir miissen zuniichst ,den Zufall“ bzw. Zufallsexperimente mathematisch beschreiben (Wahr-
scheinlichkeitstheorie). In einen zweiten Schritt kann man aufgrund von Beobachtungen Riick-
schliisse auf das mathematische Modell ziehen (Statistik, nicht im Fokus dieser Vorlesung. (Sto-
chastik 2)).

1.1 Grundbegriffe

Wir benétigen zunéchst einige Grundbegriffe:

e Der Grundraum ist eine nicht leere Menge Q # ). Sie enthilt alle moglichen Ergebnisse
eines Zufallsexperimentes.

e Ereignisse sind Teilmengen A C €, denen prinzipiell eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet
werden kann.



— Nicht immer wird jede Teilmenge als Ereignis bezeichnet, sondern nur Mengen aus
einem Mengensystem A C (), wobei

Z(Q) :={A: A ist Teilmenge von 1} die Potenzmenge bezeichnet.

— Ist Q endlich (oder allgemeiner hichstens abzihlbar), dann wihlt man typischerweise
A= 2(Q), d.h. jede mogliche Teilmenge des Grundraums soll eine Wahrscheinlichkeit
erhalten.

» Sprechweise: Ereignis A tritt ein < Ergebnis w liegt in A

e Vorsicht: w ist kein Ereignis! Aber {w} ist ein (Elementar-)Ereignis, falls A geeignet gewihlt
ist.

Beispiel 1.1.

1. Werfen einer Miinze:
O={K,Z}

Das Ereignis “Es fallt Kopf” entspricht A = {K}.

2. Werfen eines Wiirfels:
0={1,...,6}

Das Ereignis “Augenzahl ist gerade” ist gegeben durch A = {2,4,6}.

3. In einem Netzwerk werden Lingen (in Byte) der ersten n = 10° Datenpakete beobachtet,
die an einem Router ankommen:

Q=N"={(wy,...,wn) |w; € Nfiir alle 1 <i<n}

Interpretation: w; = Léinge des i-ten Paketes

Das Ereignis “Das grofite Paket umfasst maximal 107 Byte” entspricht

A:={(w1,...,wn) |w; < 107 fiir alle 1 <7 < n}.

&

Logische Verkniipfungen zwischen Bedingungen, die Ereignisse definieren, lassen sich durch men-
gentheoretische Operationen zwischen diesen Ereignissen beschreiben.
Seien A, B C Q Ereignisse. Dann ist:

e AUB={we€ Q|we Aoderw € B} das Ereignis, dass A eintritt oder B eintritt (nicht
exklusiv, d.h. es konnen auch beide Ereignisse eintreten),

ANB={weQ|we Aund w € B} das Ereignis, dass A und B eintritt,

A\B={we Q|we A,w ¢ B} das Ereignis, dass A eintritt, aber nicht B eintritt,
e B¢ das Ereignis, dass B nicht eintritt.

e A C B bedeutet: Wenn A eintritt, dann tritt auch B ein.



Im Wahrscheinlichkeitsmodell soll jedem FEreignis eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden.
Diese miissen “zueinander passen”. Bspw. muss bei A C B gelten:
(Wahrscheinlichkeit von A) < (Wahrscheinlichkeit von B).
Man spricht hier von der Monotonie von Wahrscheinlichkeiten.
Mathematisch werden alle Wahrscheinlichkeiten durch eine Abbildung

P:A—=R
beschrieben, die wie folgt normiert ist:
e P(() =0, d.h. das Ereignis, das nie eintritt, hat W’keit 0.
e P(Q) =1, d.h. das Ereignis, das immer eintritt, hat W’keit 1.
Zusammen mit der Monotonie folgt, dass P nur Werte in [0, 1] annehmen kann, also

P: A—10,1].

» Welche weiteren Eigenschaften sollte so eine Abbildungen P erfiillen?

Im einfachsten Fall besteht der Grundraum 2 (nur) aus endlich vielen Elementen.

Definition 1.2. Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar (€2, P) bestehend aus
einem endlichen Grundraum € # () und einer Abbildung P: &2(§) — [0, 1] mit den Eigenschaften:

(a) P(Y) =1
(b) A,B C Qdisjunkt = P(AUB)=P(A)+ P(B) (Additivitit)
P heifit dann Wahrscheinlichkeitsmaif3.

Diese axiomatische Definition von Wahrscheinlichkeitsriumen geht auf Kolmogorov (1933) zuriick.
Wir werden im Verlauf der Vorlesung auch gréfiere Grundriaume zulassen.

Beispiel 1.3. 1. Einmaliges Werfen eines fairen Wiirfels:
Q=A{1,...,6},
: _ 1Al _ Al
ACQ:P(A)= {5l =5,

insbesondere P({w}) = = fiir alle w € Q.

Abb.: Wiirfelexperiment in
der Vorschulgruppe
2. Werfen zweier ununterscheidbarer fairer Wiirfel:
Q= {(w17w2) | wi,w2 € {17 s 56}3(*-)1 < WZ}

Hier ist es nicht sinnvoll, jeder Menge {(w1,w2)} die gleiche Wahrscheinlichkeit zuzuweisen,
denn es gibt z.B. 2 Moglichkeiten (1,2) zu erhalten, aber nur eine fiir (1,1).

1

o P = {3

36, falls wi # wo

falls w1 = wo

Fiir A C Q folgt P(A) = Y P({w}).
wEA



Wir fassen die wichtigsten elementaren Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf endlichen
Réumen in folgendem Satz zusammen.

Satz 1.4. Sei (Q, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt
(i) P(0) =0,

n n

(iii) VAC Q:  P(A¢) =1— P(A),
(iv) VA,LBCQACB: P(B\A)=P(B)— P(A), insbes. P(A) < P(B),
(v) VA,BCQ: P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB),

(vi) VA1, ..., Ay CQneN: P(LL%)SEZP@%) (“Subadditivitit”).

=1 =1

Beweis. (i) bis (v): Ubungsaufgaben.

(vi) Fir Aq,..., A, CQ betrachten wir By := 47 und B; := 4; \ ( 2;11 A)CA firi=2,...,n.

Dann sind By, ..., B, paarweise disjunkt und es gilt
n n

A; =B
i=1 i=1

Wir folgern:

1.2 Erste Beispiele endlicher Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Wir werden nun einge wichtige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf endlichen Wahrscheinlichkeitsréum-
en diskutieren lernen.
Betrachten wir den kleinsten nichttrivialen Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 1.5. Auf dem Grundraum Q = {0, 1} wird durch durch
P({1})=p fiir ein p € [0,1]

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung festgelegt, welche als Bernoulliverteilung mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p bezeichnet wird.

Es gilt
P({0}) =1-P({1}) =1-p,

sodass tatséchlich fiir alle Elemente der Potenzmenge Z(Q) = {0,{0},{1},{0,1}} Wahrschein-
lichkeiten eindeutig festgelegt sind.

Miinzwurfexperiment: Mit der Kodierung 0=, Zahl“ und 1=, Kopf“ kann das Miinzwurfexperi-
ment mit einer Bernoulliverteilung modelliert werden, wobei die Miinze fair ist, wenn p = 1/2.



ER-Graph mit n=50, p=1/10 ER-Graph mit n=50, p=1/3

Abb.: Realisierungen von Erdds—Rényi-Graphen mit Parametern n = 50 und p = 1/10 (links) und
p = 1/3 (rechts).

Beispiel 1.6. Ein sehr einfaches Modell fiir (soziale) Netzwerke ist ein Erdds—Rényi-Graph:

Wir betrachten n € N Individuen, wobei sich zwei Personen (i, ) € {i,5 € {1,...,n} : i # j} mit
Wahrscheinlichkeit p € (0,1) gegenseitig mogen/folgen/liken/zitieren/. ..

Wir stellen die Individuen als Knoten eines (ungerichteten) Graphen dar. Fiir jedes Paar (4, j)
fithren wir ein Bernoulliexperiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p durch. Falls das Ereignis {1}
eintritt, verbinden wir die Knoten 4, j mit einer Kante. &

Das Modell fiir den fairen Wiirfel ist ein Spezialfall einer wichtigen Klasse von Wahrscheinlich-
keitsrdumen:

Definition 1.7. Ist Q # 0 endlich, so heifit das durch

P(A) = Al 4o,

= ﬁ’

definierte Wahrscheinlichkeitsmafl die Gleichverteilung oder Laplace-Verteilung auf €. Hier-
bei bezeichnet |A| die Anzahl der Elemente der Menge A.

Bei Gleichverteilungen sind also nur Méchtigkeiten von Mengen zu bestimmen. Dafiir sind oft sog.
Urnenmodelle und Kombinatorik hilfreich.

Urnenmodelle

Es werden k Ziehungen aus einer Urne mit Kugeln, die mit 1, ..., n durchnummeriert sind, durch-
gefiihrt.

Dabei betrachten wir wahlweise

e Ziehen mit oder ohne Zuriicklegen,
e Ziehen mit oder ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge.

Im Folgenden werden geeignete Grundriume fiir diese Zufallsexperimente und deren Méchtigkeiten
angegeben.

Ziehen mit Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung der Reihenfolge:

Moglicher Grundraum:

Qnzmr = {(wi,...,wp) |w; €{1,...,n}VI<i<k}={1....n}"



Interpretation: w = (w1,...,wk) € Qmzmr bedeutet, dass fiir alle 1 <
1 < k im i-ten Zug die Kugel mit der Nummer w; gezogen
) worden ist.
» Es gilt |QmZ,mR‘ =nk.
Ziehen ohne Zuriicklegen und mit Beriicksichtigung der Reihenfolge:

Méglicher Grundraum:

Qoz,mR:{(wl,...,wk)e{l,...7n}k\wi;&ij1§i<j§k}

Interpretation: w = (w1, . ..,wk) € Qozmnr bedeutet, dass fiiralle 1 <4 <k
im i-ten Zug die Kugel mit der Nummer w; gezogen worden
ist.

. n!
> Bs gilt [Qozmpl =n-(n—1)--(n—k+1) = o=,

Begriindung: n Moglichkeiten fiir wy,
dann n — 1 Moglichkeiten fiir ws bei gegebenem wy,
dann n — 2 Moglichkeiten fiir ws bei gegebenen wy, ws,

dann n — k + 1 Moglichkeiten fiir wy bei gegebenen wy, ..., wg_1.
Ziehen ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge:

Moglicher Grundraum:

Qoz’oR:{(wl,...,wk)e{l,...,n}k|wi<ij1§i<j§k:}

Interpretation: w = (w1,...,wi) € $ozor bedeutet, dass die der
Grofle nach geordneten gezogenen Kugelnummern ge-
rade wy,...,w; sind.

. |QOZ,mR‘ n! n

» Es gllt |QoZ,oR| = k' = k'(n _ k)' = (k)

Begriindung: Es gibt zu jedem (w1, ...,wr) € Qoz0r genau k! verschiede-

ne Moglichkeiten, die k verschiedenen Kugelnummern anzu-
ordnen, d.h. jedem w € €,z ,r entsprechen k! Elemente aus
QoZ,mR

Alternatives Modell: Qoz,oR = {S C{L,....,n}|]|S] = k}, wobei S € QoZ,oR als die Menge der

gezogenen Kugelnummern zu interpretieren ist.

Ziehen mit Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge:
Moglicher Grundraum:

QmZ,oR: {(wl,...,wk) € {1,...,n}k \wi Swj V1 SZ<]S]€}

Interpretation: w = (w1,...,wx) € Qmzor bedeutet, dass die der
Grofle nach geordneten gezogenen Kugelnummern gerade
wi,...,wg sind.

Um |Q,2,0r| zu bestimmen betrachte die bijektive Abbildung
S Qmzor = Q= {(@1,.. ., o) €{l,...,n+ k11| @ <@ < <@}
S((wiy .. wi)) = (wr,wa + L,ws +2,...,wp + k—1)
Q* ist vom gleichen Typ wie {2,z ,r mit n ersetzt durch n +k —1

k—1
» Daher gilt [Qnz.or| = Q7] = (”*k >



Beispiel 1.8. 6 Kugeln werden ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge aus
49 Kugeln gezogen.

= Esgibt () = 13.983.816 Moglichkeiten

Da alle Kombinationen gleich wahrscheinlich sind, ist die W’keit fiir 6 Richtige

~T7,15-1078. o

L
(5)

Beispiel 1.9. Sie haben am Geldautomaten die PIN fiir Thre EC-Karte vergessen, wissen aber
noch, dass es der Geburtstag einer Ihrer 10 Cousinen war. Sie probieren die 10 moglichen PINs
in zufilliger Reihenfolge am Geldautomanten durch, bis dieser evtl. die Karte nach drei falschen
Versuchen einzieht.

» Wie grof ist die W’keit, dass Sie genau 3 Versuche benotigen?

Situation: 3 mal Ziehen ohne Zuriicklegen und mit Berticks. der Reihenfolge
10!

~ Q= {(wl,wg,wg) S {1,...,10}3 | wj 7’5 Wi Vi #]} = |Q| = 7 =720

Es kann Gleichverteilung angenommen werden. '

Ist r € {1,...,10} die richtige PIN, entspricht , Erfolg im dritten Versuch* dem Ereignis

A={(w,wo,w3) €EQ|wg=r} = [A=(10-1)-(9—1)-1=72.

Al 72
PA) =2 == 1.

Den Urnenmodellen sehr dhnlich sind Fachermodelle:

» Bei Gleichverteilung gilt also

Wir haben £ Murmeln und wollen diese auf n Fécher verteilen. Dabei gelte wahlweise:
e Mehrfachbelegung der Ficher erlaubt oder nicht erlaubt
e unterscheidbare Murmeln oder nicht unterscheidbare Murmeln.

» Wie viele verschiedene Ergebnisse gibt es jeweils?
» Die resultierenden 4 moglichen Situationen entsprechen den 4 Urnenmodellen.
Begriindung: Nummeriere die Facher von 1 bis n durch.

Nimm eine Urne mit n durchnummerierten Kugeln.

Fiir jede Murmel ziehen wir jetzt eine Kugel aus der Urne

und legen die Murmel in das Fach mit der Nummer, die auf

der Kugel steht.

Mehrfachbelegung moglich < Ziehung mit Zuriicklegen
Murmeln unterscheidbar < Reihenfolge beriicksichtigt.

Es ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen Urnen- und Fachermodellen.

Angegeben ist jeweils die Méchtigkeit des Grundraums

Urnenmodell mit ohne
mit Zuriicklegen Zuriicklegen
n Kugeln und
k Ziehungen
mit nk ol unterscheidbare
Reihenfolge (n—k)! Murmeln
ohne k1 n ununterscheidbare
Reihenfolge ") (i) Murmeln
mit ohne Verteilung von
Mehrfachbelegung | Mehrfachbelegung | & Murmeln auf
n Fécher




Warnhinweis:

Urnenmodelle erméglichen es, Anzahlen vieler Mengen zu bestimmen, und damit die auch Wahr-
scheinlichkeiten, falls von einer Laplace-Verteilung/Gleichverteilung ausgegangen werden kann.
Allerdings ist die Annahme einer Gleichverteilung in vielen Féllen nicht gerechtfertigt, insbes. oft
nicht im Modell mit Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge!

Erinnerung Beispiel [1.3|(2): Werfen zweier ununterscheidbarer fairer Wiirfel. Der Grundraum

Q= {(wi,w2) |wr,wa2 € {1,...,6},w1 <woa}

ist vom Typ Q.7 or mit k = 2, n = 6, aber Zufallsmechanismus wird nicht durch Gleichverteilung
beschrieben, da z.B.

P{(1,2)}) = 2/36 #1/36 = P({(1,1)}).

1.3 Diskrete Wahrscheinlichkeitsriume

Im Beispiel zur Gréfle von Datenpaketen liegt kein endlicher, sondern ein abzihlbarer Grund-
raum vor. Die Additivitdt ist dann nicht mehr ausreichend, um eine vielseitig einsetzbare Theorie
zu entwickeln.

Definition 1.10. Sei  # @ eine beliebige nicht-leere Menge. Eine Abbildung P: Z(Q) — [0,1]
heifit diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf3, falls

(a) P(Q) =1,

(b) YA, C Q, n € N, disjunkt: P( U An) = Y P(A,)  (o-Additivitit),
neN neN

(c) es existiert eine (hochstens) abzéhlbare Menge 9 C © mit P(Qp) = 1.
Dann heifit (2, P) diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

Man beachte, dass wir nun in (b) abzihlbar unendlich viele disjunkte Mengen zulassen.

Satz gilt analog auch fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume:
Satz 1.11. Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt

(i) P(0)=0

k k

(iii)) VAC Q:  P(A%) =1— P(A)
(iv) VA, BCQ,ACB: P(B\A) =P(B)— P(A) Inshes. P(A) < P(B)
(1) VA,BCQ: P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(ANB)
(vi) Fiir alle Folgen A, CQ, neN gilt P( U An) <3 P(A,)  (“o-Subadditivitit”)
neN neN

Man beachte, dass wir die Subadditivitét in (vi) von endlich vielen Mengen auf abzihlbar viele
Mengen erweitert haben.

Beweis. Da o-Additivitdt insbesondere Additivitdt impliziert (setze A, = 0 fiir alle n > k), kann
man (i) bis (v) exakt wie in Satz zeigen. Fiir (vi) gehen wir ebenfalls analog vor, wobei wir
statt (i1) die o-Additivitit von P verwenden. O



Diskrete W’mafle lassen sich durch eine Funktion f: @ — [0, 1] eindeutig beschreiben:

Satz 1.12.

(i) Sei (S, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Dann wird die Funktion f: Q — [0,1], f(w) =
P({w}) Wahrscheinlichkeitsfunktion oder Zihldichte von P genannt und besitzt folgen-
de Figenschaften:

(a) Qp :={w e Q| f(w) > 0} ist abzihlbar (und heifst Triger von P bzw. f),
(6) > flw)=1.

weN
Fiir alle A C Q gilt dann:
P(A) =) flw= Y [l

weA wEANQT

(i1) Ist umgekehrt Q # O und f : Q — [0,1] eine Funktion, die (a) und (b) erfillt, so existiert
genau ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf auf ), das f zur Zihldichte hat.

Beweis. (i) Wegen Eigenschaft (c) aus der Definition gilt fiir alle w ¢ o, dass 0 < f(w) =
P{w}) < P(25) =1— P(Qp) = 0. Also ist Qr C Qg abzéhlbar. Damit haben wir (a) gezeigt. (b)
folgt aus

Y @) TER N fw) = Y P({w)) THE o) = 1.

weN W€ W€
Weiterhin gilt fiir alle A C Q, dass P(A\ Qg) < P(Q§) = 0 gilt, sodass
P(A) = P(AN Q) + P(A\ Q)
= P(A n Qo)
o’—ad:ditiv Z P({w})

wEANQ

= > flw)

weANQ

folgt. O

Beweis. Hieraus folgt einerseits

PA)= Y fw= > fl- > [ = Y fw

wEANQ wEANQT we(ANQ)\Qr —0Vores wEANQT
- T

und analog

PA)= > fw=> fw- Y flw=> fl).

wEANQT weA weA\Qr weA

Man beachte, dass in der letzten Summe nur hochstens abzdhlbar viele Summanden von null
verschieden sind. O

10



Beweis. (ii) Eindeutigkeit: Ist f die Zdhldichte zweier Wahrscheinlichkeitsmafie P und @ auf €,
dann gilt:

P(A) =) flw=Q4) VACQ.

w€EA
Also stimmen die beiden Abbildungen P: Z(2) — [0,1] und @: £(Q) — [0, 1] iiberein.

Beweis. Ezistenz: Wir definieren eine Abbildung P: £(2) — [0,1] auf Q mittels

P(A):=) flw) VACQ

weA

Dann gilt P(Q) =} .o f(w) = 1, fiir alle disjunkten A4,, C Q,n € N gilt

P(UJA) = Y f@=3 (2 fw) =3 P,

neN WeUneN A, neN weA, neN

und fiir Qg := Qp = {w € Q: f(w) > 0} gilt

P(Q) =Y flw)=)Y fw- > flw=1

w€Ro weN we\Qo

Somit ist P ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl auf € mit der Eigenschaft P({w}) = f(w) fiir
alle w € Q. O

()t

=:f(k)

Fiir p € [0, 1] liefert der Binomische Lehrsatz:

L=(p+1-p)" =)

k=0

n

» f:{0,...,n} = Q — [0,1], erfiillt die Bedingungen (a) und (b) aus Satz ist also die
Zahldichte eines diskreten Wahrscheinlichkeitsmafles auf €.

Definition 1.13. Das Wahrscheinlichkeitsmafl P = By, ;,y auf {0,...,n} mit der Zéhldiche

f(k) = <Z>pk (1=p)"* Vke{o,...,n}

heifit Binomialverteilung mit Parametern n € N und p € [0, 1].

11



o
(\! —_
e Bin(20,1/2)-Zahldichte
Bin(20,1/5)-Zahldichte
0
—
s
o
—
[Te)
} ‘ i |
o
8 1 llLL___
o
0123456 7 8 910 12 14 16 18 20

Abb.: Zéhldichten
der Binomialverteilung mit n = 20 und Erfolgswahrscheinlichkeiten p = {1/2,1/5}.

Spdter: B, ) beschreibt zufillige Anzahl der Erfolge bei n-maliger unabhéingiger Durchfiihrung
eines Zufallsexperiments mit Erfolgswahrscheinlichkeit p. Wir sehen aber bereits hier, dass wir fiir
n = 1 gerade die Bernoulliverteilung erhalten.

Auf eine weitere wichtige Verteilungsfamilie fithrt folgende Frage:

Beispiel: Wie grof} ist die W’keit, dass man genau k-mal (unabh. voneinander) einen fairen Wiirfel
werfen muss, bevor das erste Mal 6 gewiirfelt wird?

W'keit, k-mal keine 6 zu wiirfeln: (%)k, Wkeit, beim (k + 1). Mal 6 zu wiirfeln: £.

» Gesuchte Wahrscheinlichkeit = (%)k . % VkeNy

Definition 1.14. Das Wahrscheinlichkeitsmafl P = s
G, auf Ny mit der Zahldichte

f(]i}):(]_—p)kp, kENo,

0.4

heiflt geometrische Verteilung mit Parameter p €
(0,1].

——
F

F

F

f

0.0

Abb.: Zahldichte der geometrischen
Verteilung mit p € {1/2,5/6}.

f ist tatsédchlich eine Zéhldichte auf Ny, denn Ny ist abzidhlbar und

ST =p 3 (g ey

k€No k€No 1-(1-p)
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G, beschreibt Anzahl der Misserfolge bis zum ersten Erfolg bei unabhéngiger Durchfiihrung eines
Zufallsexperiments mit Erfolgsw’keit p.
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2 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhingigkeit

Frage: Wie kann man den Einfluss eines Ereignisses B auf die Ein-

trittsw’keit eines anderen Ereignisses A beschreiben?
Idee: Vergleiche die W’keit, dass beide Ereignisse eintreten, mit der

W’keit, dass das Ereignis B eintritt.
Motivationsbeispiel: Zwei Wiirfel werden geworfen, wobei einer offen liegt und einer verdeckt ist.

Die Augenzahl des offenen Wiirfels ist also bekannt. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
Summe der beiden Augenzahlen > 9 ist?

Ist die bekannte Augenzahl in {1, 2}, dann ist die gesuchte W-keit = 0.

Ist die bekannte Augenzahl in {3,...,6}, so ist es moglich mit dem zweiten Wiirfel auf die Au-
gensumme > 9 zu kommen. Wie bestimmt man die W-keit?

Definition 2.1. Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, B C 2 mit P(B) > 0 und
A C Q. Dann heif3t

P(ANB)

P(A| B):= P(B)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

Bemerkung: Man beachte, dass fiir festes B C Q mit P(B) > 0, die Abbildung A — P(A|B)
wieder ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl auf €2 ist.

Rechnung im Motivationsbeispiel: Q@ = {wi,ws) : w; € {1,...,6},7 € {1,2}} ausgestattet mit
Gleichverteilung auf Q. Sei B; = {w; =i}, i € {1,2} und A = {wy + wq > 9}.

Dann ist P(A[By) = P(A[B,) = 0 und 7.B. P(A|By) = Pm=beacth) — 156 — 1.

Beispiel 2.2.

Beim Skat erhiilt jeder der 3 Spieler 10 Karten, 2 Karten kommen in den Stock.

Modell: Q@ = {w = (w1, ...,ws2) € K3? |w; #w; Vi# j}
mit Menge aller Karten K = {OA, 8A, QA &A OK, ... &7},
P Gleichverteilung auf Q.

Interpretation: wy,...,w1o: Karten von Spieler 1,
w11, - - .,wsq: Karten von Spieler 2,
woa1, . ..,wsq: Karten von Spieler 3,
W31, Wsa: Stock

Spieler 1 erhélt keinen Buben und méchte nun die W’keit bestimmen, dass einer der anderen
Spieler alle 4 Buben hilt.
Sei

B:={we|{w,...,w10} N{OB,...,%B} =0}=,Spieler 1 hat keinen Buben*,
A; = {w € | {<>B, e ,*B} - {wlol‘_g, e ,wlOi}}é,,Spieler i hat alle Buben“.

» Gesucht ist P(As U A3|B).
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Es gilt
P((A2 U A3)N B)

P(A2 UA3|B) =

P(B)
Az,@gB P(A2 U Ag)
- P(B)
Az, Ay disjunkt  P(Ag) + P(A3)
B P(B)
_ Aol /12 + |As| /12 _ 2|As|
|1B|/1€] 1B|
WObel
|B| = 25 - 22!= Anz. Mogl.,, 10 Karten von Spieler 1 ohne Zuriickl. aus
28 Nicht-Buben zu ziehen und {ibrige 22 Karten bel. zu
verteilen
|As| = 25 - 28! = Anz. Mégl., 4 Buben auf 10 Karten von Spie-
ler 2 zu verteilen und die 28 anderen Karten
beliebig
A 10! - 28! - 18! 12
(AQUA3|B)_2| 2l = —= ~0,057.

|B| 6!-28!- 22! — 209

Im Vergleich die W’keit vor Verteilen der Karten, dass irgendein Spieler alle 4 Buben erhélt

|A2] _10!-28! 63
P(Ay) = = 1
3P(A2) =350 1] = 3% 32— 3506~ V1T <

Satz 2.3. Sei (Q, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, I eine (héchstens) abzihlbare In-
dexmenge, B; C Q,i € I, disjunkt mit P(B;) > 0 und | J;c; B; = Q (d.h. B;, i € I, bildet eine
disjunkte Zerlegung von ). Weiter sei A C §) beliebig.

(i) Es gilt der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

:ZP(A | Bi) - P(Bi).

iel

(i) Falls P(A) >0 und k € I, dann gilt der Satz von Bayes:

P(A| By) - P(By)
>ier P(A| By) - P(B;)

Beweis. (i) Fiir (B;)icr € Q und A C ) wie angegeben gilt

P(By | A) =

A=ANQ=AnN (UBi) = JAnBy).
i€l i€l
Nun sind alle AN B;, i € I, disjunkt, sodass aus der o-Additivitéit und der Definition der bedingten
Erwartungen folgt:

P(A) =P (UAmB) S P(ANB:) =Y P(A|B,)- P(By).

iel iel iel
(79) Gilt zusétzlich P(A) > 0, erhalten wir fiir jedes k € I:
P(BL,NA) @) P(BrNA)
P(BL|A) = (©)
B = "0a T T S Pl By PE)
P(BxNA
Py PB) _ PAIBY- P(BY

T S PA[B) - P(Bi) S, P(A| Bi)-P(By)
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Beispiel 2.4 (Brustkrebsvorsorge).

Rontgen-Mammographie ist eine Moglichkeit, Brustkrebs vorzeitig zu erkennen.

In ca. 83% der Fille, in denen ein Tumor (in irgendeinem Stadium) vorhanden ist, ist der Test
positiv, d.h. der Tumor wird erkannt.

In 97% der Fille, in denen kein Tumor vorliegt, fillt der Test negativ aus.

Wir betrachten nun die Ereignisse:

K : Es ist ein Tumor vorhanden.
T : Der Test ist positiv

Dann gilt:

P(T|K)=0,8 und P(T°|K®)=0,97= P(T|K") =0,03
| S —

Sensitivitit des Tests Spezifitidt des Tests

» Was bedeutet es nun, wenn der Test positiv ausféllt?

Wir wenden den Satz von Bayes auf die Zerlegung Q2 = K U K€ und A =T an:

Bayes P(T‘K)P(K) 1

P(K|T) = c o P(T|K<) P(K®
P(T|K)-P(K)+P(T|K¢)-P(K°¢) 1+ Ig(:lr\Kg.PEK))

Wird der Test ohne besondere Indikation angewendet, so entspricht P(K) der relativen Hiufigkeit,
mit der Brustkrebs in der betrachteten Bevolkerungsgruppe auftritt.

Die Werte liegen dann etwa bei (quelle: zentrum fir Krebsregisterdaten, Datenbasis 2014)

35 — 45-Jihrige: P(K) ~ 11 = P(K|T)=~ 0,202

55 — 65-Jéhrige: P(K) =~ = P(K|T)=~0,456

s

3

=

Folgerung:

Wihrend bei einer um die 60-Jihrigen also etwa mit einer Wahrscheinlichkeit von iiber 45%
tatséichlich ein Tumor vorhanden ist, wenn der Test positiv ausfillt, ist dies bei um die 40-Jéhrigen
nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 20% der Fall (immer immernoch deutlich tiber der W’keit
von 115 ~ 0,009).

Generell ist die Aussagekraft von derartigen medizinischen Tests selbst bei hoher Spezifitit sehr
beschrinkt, wenn die Erkrankungswahrscheinlichkeit sehr gering ist. (Die Sensitivitéit spielt bei der
Berechnung der Erkrankungsw’keit im Fall seltener Erkrankungen eine deutlich geringere Rolle,
so lange sie merklich grofier als 50% ist.)

&

Beispiel 2.5 (Simpson-Paradoxon).
Bei den 6 Fachern mit den hochsten Bewerberzahlen wurden 1973 an der Universitédt Berkeley ca.
44,5% der minnlichen, aber nur etwa 30,3% der weiblichen Bewerber zugelassen.

Maénner Frauen
Fach | Anzahl der Zulassungsquote Anzahl der Zulassungsquote
Bewerber (in %) Bewerberinnen (in % )

1 825 62 108 82

2 560 63 25 68

3 325 37 593 34

4 417 33 375 35

5 191 28 393 24

6 373 6 341 7

insg. | 2691 44,5 \ 1835 30,3
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» Ist die geringere Annahmequote bei Frauen ein Zeichen fiir Geschlechterdiskriminierung? Wir
setzen natiirlich voraus, dass bei beiden Geschlechtern der Anteil Qualifizierter gleich hoch ist.
In 4 der 6 Ficher ist die Annahmequote der Frauen hoher, in den beiden anderen nur geringfiigig
niedriger. Dennoch ist die Gesamtannahmequote bei den Frauen wesentlich niedriger.

Grund: Die Frauen haben sich bevorzugt in Fichern mit hoher Ablehnungsquote beworben (> 51%
der Méanner haben sich bei den beiden Féachern mit der héchsten Zulassungsquote beworben, aber
nur = 7% der Frauen).

Was ist der Zusammenhang zur bedingten Wahrscheinlichkeit?

Wir modellieren der Einfachheit halber die Situation fiir Frauen und Méanner getrennt (aber ana-
log). Hier sei das Modell fiir eine zufillig unter allen Bewerberinnen ausgewéhlte Frau vorgestellt.

Setze @ = {1,...,6} x {1,0}, wobei fiir (f,b) € Q f das gewihlte Fach angibt, b = 1 bedeutet,
dass Bewerberin zugelassen, und b = 0, dass sie abgelehnt wurde.
Dann ist

F; :=={(i,1), (i,0) }=,sie hat sich auf Fach ¢ beworben“,1 < i < 6,
Z :={(1,1) | 1 <i < 6}=,sie wurde zugelassen®.

Das W’ma8} P,, das die Situation der Frauen beschreibt, ist vollstindig bestimmt durch die An-
gaben

P, (F;) = Anteil der Frauen, die sich auf Fach i beworben haben,
P, (Z|F;) = Annahmequote fiir Frauen im Fach i.

(Warum?)

Sei (Q, P,,) das analoge Modell fiir die Ménner.
» Die Annahmew’keit betréigt (Satz von der totalen W’keit) fiir Frauen/Ménner:

6
Py(Z) = ZPw(Z|Fi>-Pw<Fi>,
Pu(Z) = Y PulZ|F)- Pu(F).
i=1

» Py, (Z) < Py (Z) kann auftreten obwohl P, (Z|F;) > P, (Z|F;), wenn nur die kleinen bedingten
W'keiten P, (Z|F;) mit groBen Gewichten P, (F;) in die Summe eingehen.

» Das ,,Paradoxon® besteht also i.W. nur in einer unzuldssigen Gleichsetzung von bedingten und
“normalen/unbedingten” Wahrscheinlichkeiten!

» Alle relevanten Einflussfaktoren (hier: die Fécherwahl) miissen beriicksichtigt werden, wenn man
den Einfluss eines Merkmals (hier: das Geschlecht) auf eine ZielgréBe (hier: die Zulassungsquote)
untersuchen mochte, es sei denn, man kann sicherstellen, dass diese weiteren Einflussfaktoren fiir
alle Ausprigungen des eigentlich interessierenden Merkmals gleich sind (im vorliegenden Fall also
P, (F;) = Pp(F;) gelten wiirde).

Anwendung in medizinischen Studien: Beim Vergleich der Wirksamkeit eines neuen Medikaments
mit der eines anderen Medikaments oder eines Placebos werden die teilnehmenden Patienten
zufillig auf die beiden Gruppen (also diejenigen, die das neue Medikament erhalten, und die Kon-
trollgruppe derjenigen, die das andere Medikament oder das Placebo erhalten) aufgeteilt (“rando-
mized trial”).

&

Bevor wir weitermachen listen wir stichwortartig Begriffe, die wir uns bis jetzt angesehen haben.
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1. Wir wissen was W-Mafle und diskrete W-Réume sind. (Definition und elementare Eigen-
schaften.)

2. Urnenmodelle. Vielfach anwendbar und oft mit Gleichverteilung modellierbar.
Diskrete W-Mafle konnen eindeutig durch Zahldichten charakterisiert wird.

Wir haben einige wichtige Verteilungen kennengelernt.

AN

Wir haben bedingte Wahrscheinlichkeiten definiert, Satz von totaler W-keit und Satz von
Bayes bewiesen und Beispiele betrachtet.

Folgende Fragen sollten alle mit dem Wissen der Vorlesung beantworten kénnen. Wer die Fragen
nicht richtig beantworten kann oder Schwierigkeiten damit hat, sollte unbedingt die entsprechenden
Stellen im Skript nacharbeiten.

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

(a) Auf {0,1} ist die Bernoulli-Verteilung ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmas.

(b) Auf R sei ein W'maf definiert via P(1) = p und P(0) = 1 — p fiir ein p € [0,1]. Dann ist
(R, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

(c) Die Zihldichte der Gleichverteilung auf {1,2,...,n} fiir ein n € N ist gegeben durch f(k) =
1/kfirk=1,...,n.

(d) Jedes Wahrscheinlichkeitsmaf ist o-additiv.

(e) Wenn Mengen A, B C Q nicht disjunkt sind, d.h. wenn A N B # &, dann gilt P(AU B) <
P(A) + P(B).

Wir kommen nun zu einer sehr zentralen Definition in der Stochastik.

Wird A nicht von B beeinflusst, so sollte P(A) = P(A | B) = Pgégf) gelten.

Definition 2.6. Sei (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Zwei Ereignisse A, B C §)
heiflen (P-)stochastisch unabhiingig, falls

P(ANB) = P(A) - P(B).

Ereignisse Ay, ..., A, C Qin einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (2, P) heifien (P-)stochastisch
unabhiingig, wenn fiir jede Indexmenge I C {1,...,n}, I # &, gilt

P (ﬂ A,;) =[] P4

il iel
Beispiel 2.7.

1. Wir betrachten zweimaliges Werfen eines fairen Wiirfels: Q = {1,...,6}? mit Gleichvertei-
lung P.
A={1} x{1,...,6} (beim ersten Wurf fillt 1)
B=/{1,...,6} x {1} (beim zweiten Wurf fillt 1)

sollten unabhéngig sein. In der Tat gilt

1 6 6

P(ANB) = P(1} x {1}) = go=or - = =

P(A) - P(B).

18



2. Wir betrachten wieder das Skatspiel wie oben. C' = {{B, 4B, OB, &B}.

A={weQ:[{w,...,wio}NC| =1} (Spieler 1 hat einen Buben)
B={weQ: [{wi1,...,w0} NC| =1} (Spieler 2 hat einen Buben)

sollten nicht unabhéngig sein: P(A) = P(B) =4-10- f—g: -221/32! ~ 0, 4283, aber
28!

¢
Bemerkung 2.8.

1. Deﬁnitionstellt sicher, dass jede beliebige Auswahl A;,i € I C {1,...,n} aus unabhiingi-

gen Ereignissen Ay, ..., A, auch wieder unabhéngig ist.
2. Mehr als zwei Ereignisse A1, ..., A, sind im allgemeinen nicht stochastisch unabhéngig, wenn
nur

i=1
gilt.  Gegenbeispiel:

Al =0 und As =A3=A
——— —_—
P(A1)=0 P(A)e(0,1)

So gilt zwar

P (ﬂ Ai> ~ P(2) =0 =[] P(4).
i=1 ;
aber A, Ay, Az sind nicht stochastisch unabhéngig, da
P(A2 N Az) = P(A) # P(Az) - P(A3) = (P(A))*.
3. Mehr als zwei Ereignisse sind in der Regel nicht stochastisch unabhingig, wenn jeweils zwei
der Ereignisse stochastisch unabhéngig sind. (Paarweise Unabhingigkeit)
Gegenbeispiel: Zweimaliges Werfen eines fairen Wiirfels

Modell: Q= {1,...,6}2, P Gleichverteilung

Betrachte die Ereignisse

A; ={1,3,5} x {1,...,6} (erste Augenzahl ist ungerade),

A ={1,...,6} x {1,3,5} (zweite Augenzahl ist ungerade),

Az ={(w1,w2) € Q| w1 + wy ungerade} (Augensumme ungerade)
=({1,3,5} x {2,4,6}) U ({2,4,6} x {1,3,5}).

Dann sind jeweils zwei dieser Ereignisse unabhingig, z.B.

2,4,6} x {1,3,5 9 1
= { }|Q{ } =25 = §.§:P(A2)'P(A3)

—_

P(AsN As)

Aber: A1, A5, A3 sind nicht stochastisch unabhéngig, denn

1
AlﬂAgﬁAgzg = P(AlﬁAgmAg)ZO#g P(Al)P(AQ)P(A3)
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3 Zufallsvariablen und ihre Verteilungen

Fiir Stochastiker sind oft nicht die W-keiten auf einem bestimmten W-Raum (€2, P) von Interesse,
sondern die W-keiten, mit der eine Zufallsgriffe X Werte in einer bestimmten Menge S annimmt.
In diesem Kapitel werden wir diesen wichtigen Begriff der Zufallsvariablen kennen lernen. Diese
sind nichts anderes als die mathematische Modellierung/Beschreibung von zufiilligen Grofien sind.
Frage: Wie ergéinzt man S zu einem W-Raum?

Definition 3.1. Ist (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und S # & eine beliebige Menge,
so wird die Abbildung X : Q — S auch S-wertige Zufallsvariable genannt.

Satz 3.2. Ist X: Q — S eine Zufallsvariable auf einem diskreten Wraum (2, P), dann wird durch

PX(B):= P(X"%(B)), VBCS,

ein Wahrscheinlichkeitsmafs PX auf S definiert, welches Verteilung von X genannt wird. (S, PX)
st ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

Notation fir Urbilder:

{XeB} = {weQ|Xw)eB=X4B)
{X=2} = {weQ|X(w) =2}=X"({z})
{(X>z2} = {weQ|X(w)>a}=X""((r,00) (im Fall $=R)

etc. Zudem schreiben wir bspw. P(X € B) := P({X € B}).

Beweis. Wir weisen die Eigenschaften eines diskreten Wahrscheinlichkeitsmafles nach. Aus der
Normierung und der o-Additivitit von P folgt

PX(S)=P(X'(S)=P(XecS)=P(Q) =1
sowie fiir beliebige disjunkte Mengen A,, C S,n € N:

PY(J4n)=P(xeJa)=P(Jxea)

neN neN neN

=Y P(X €A,) =) P¥(4,).

neN neN

Ist schlieBlich Qp C Q eine diskrete Menge mit P(2) = 1, dann definieren wir Sy := {s € S|3w €
Qo : X(w) = s}. Sp ist hochstens abzihlbar und es gilt

PX(Sp) = P(X € Sp) = P(X'(S0)) > P(Q) = 1.
Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass (S, P*) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist. [

Beispiel 3.3.
Der zugrundeliegende Wraum ist = {1,...,6}* versehen mit der Gleichverteilung P. Die Au-
gensummen wird beschrieben durch die Zufallsvariable

X:Q—={2,...,12} = S, X (wr,ws2) := wy + wa.
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Die Verteilung PX von X hat die Zihldichte fx fiir alle k € S gegeben durch

fx(k) = PX({k}) = P(X = k)
= P({(wl,w2) € | X(wl,wg) =w1tw = k‘})
:P({(wl,kj—wl) |1§w1 §6,1§k:—w1 §6})
= P({(wl,k —wi) | max(1,k — 6) < w; < min(6, k — 1)})

_{’fg—g falls 2 < k <7

) 13—k

6|k -7

36 ¢

3.1 Unabhingige Zufallsvariablen

Im vorangegangen Beispiel gehen wir ganz intuitiv davon aus, dass die beiden Wiirfelwiirfe un-
abhdngig von einander sind. Diese Intuition wollen wir nun formalisieren.

Zufallsvariablen sollen als unabhingig gelten, wenn beliebige Ereignisse, die damit ausgedriickt
werden konnen, stochastisch unabhéngig sind.

Definition 3.4. Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und S;,i =€ {1,...,n}, nicht-
leere Mengen. Zufallsvariablen

X;:Q— S, ie{l,...,n},
heiflen (P-)stochastisch unabhingig, wenn fiir beliebige B; C S;, i € {1,...,n}, die Ereignisse
{Xl € Bl}v' e a{Xn S Bn}

stochastisch unabhéngig sind.

Die Zufallsvariablen X;: Q — S; besitzen die Verteilungen PX¢ fiir alle i = 1,...,n.
Auch der Vektor (Xi,...,X,): Q@ = S1 x -+ x S, ist eine Zufallsvariable mit einer Verteilung
P& Xn) quf 81 X -+ X S

Satz 3.5. In der Situation von Definition[3]] sind dquivalent:

(i) X1,...,X, sind stochastisch unabhingig.
(i) VB; CS; (1<i<n): P{X; € B;V1<i<n}=[[", P{X; € B;}

(iii) Bezeichnen fx, die Zihldichten von PXi auf S;, dann hat die Zdhldichte Jot ., on
PX1Xn) hat die Form

n

Jxinx) (o tn) = Hin(ti) Vt; € Si,1 <1< n.

i=1

» Die gemeinsame Verteilung P(X1~Xn) unabhiingiger Zufallsvariblen X1, ..., X, besitzt also
Produktgestalt.

Beweis. Wir verwenden einen Ringschluss (i) = (i) = (it3) = (i).

(1) = (4i) folgt direkt aus den Definition von stochastischer Unabhéngigkeit von Ereignissen und
Zufallsvariablen.

21



(#4) = (4i1) Fir t; € S;,i = 1,...,n wihlen B; = {t;} und erhalten aus (ii):

Fxrxny (s tn) = P& Xnd (L 00, 1)

[ Px =
i=1
-1

({ti}) = H i (ti)-

(tit) = (i) Fir IC{l,...,n} und B; € S;, i € I ist
P(X; e B¥iel)=]][P(Xi € By)
el

zu zeigen. Fiir i € {1,...,n} \ I setzen wir B; = S; und erhalten aus (i47)

- ¥

(t1,..,tn)EB1X-X By,

= Z Z ﬁfxi,(t)

t1€B; tn€By, 1=1

ﬁ( > fX,:(fz'))
i=1  t,€B;

=[] PxieB)

Jxa, xo) (T, - -

v tn)

iel
Fiir die letzte Gleichung benutzen wir, dass P(X; € B;) =1 fir {1,...,n}\ I.

Gemeinsame Verteilung von ZV X, Y sei gegeben durch die Werte P(X = ¢,Y = j), i € S =
{0,1,2}, j e T={-1,0,1}.

PX=iY=j)|j=-1 j=0 j=1]|PX=1i)
i=0 0.1 02 01 0.4
i=1 0.1 01 0.1 0.3
i=2 0.1 01 0.1 0.3

P(Y =) 0.3 04 03

Insbesondere kénnen wir die Randverteilungen und ihre Z&hldichten ablesen.
Zum Beispiel gilt fiir A; C S

> P(X =

i€A

P(XeA)=

iy=> P(X

€A

=i, YeT)=

2. P

€Ay jET

=4,Y =)

Die Zufallsvariablen sind nicht unabhéngig. Zum Beispiel gilt

P(X=0,Y=-1)=01#04-03=P(X =0)-P(Y =—1).

Wie miisste die Tabelle aussehen, damit bei den gleichen Randverteilungen die Zufallsvariablen
unabhéngig wiren?
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PX=iY=j)|j=-1 j=0 j=1]|PX=1)
i=0 012  0.16 0.12 0.4
i=1 009 012  0.09 0.3
i=2 009 012  0.09 0.3

PY =) 0.3 04 03

Beispiele: Sind folgende ZV X und Y unabhéngig?

1. Seien X und Y Zufallsvariablen mit Wertebereich {0, 1,2} bzw. {1,2,3}. und gemeinsamer
Zshldichte (z,y) — P(X = 2,Y = y) von (X,Y) gegeben durch:

s\y | 1 2 3
0 [1/10 0 3/10
1 [2/10 o0 1/10

2 | 1/10 2/10 0

2. Seien X und Y Zufallsvariablen mit Wertebereich {—2,0,1} bzw. {1,3} und gemeinsamer
Zahldichte

z\y | 1 3

-2 2/20 1/20
0 |4/20 4/20
1 |6/20 3/20

Bemerking: Ist f(xy) die gemeinsame Zihldichte auf S x T, dann sind die Zéhldichten fx und
fv (genannt Rand-Zihldichten) gegeben durch

fx(@) =" focry(@y) md fyr(y) =Y fxy)(@y)

yeT zeS

Beispiel 3.6 (n unabhingige Bernoulliexperimente).

Ein Bernoulli-Zufallsexperiment wird n-mal unabhingig durchgefiihrt, wobei die Erfolgswahr-
scheinlichkeit jeweils p € [0, 1] sei.

Wir betrachten den Grundraum 2 = {0,1}", wobei fiir w = (w1,...,wy,) € Q w; = 1 gelte, falls
das i-te Experiment erfolgreich war und sonst w; = 0.

Q sei mit einem W’mafl P versehen.

Nun betrachten wir die Zufallsvariablen

X;:Q—{0,1} mit X;(w)=w; also

X — 0, falls i-tes Experiment Misserfolg,
‘11, falls i-tes Experiment Erfolg.

Da X; Bernoulli-verteilt mit Erfolgw’keit p sein soll, muss gelten

fx,()=P%({1}) =p,  fx,(0)=P%({0})=1-p
= fx(w)=p""(1-p)'¥,  w; €{0,1}.

Wegen X;(w) = w;,i =1,...,n gilt fiir den Zufallsvektor
(X1,..., Xn)(w)=w fiir alle w e N

> P=pPEXa),
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Wegen der geforderten Unabhéngigkeit von X, ist die Ziahldichte von (X4, ..., X)) als Produkt-
dichte gegeben:

f(wh e ,wn) = f(xl,...,xn)(wh cey W) = Hin(wi)
i=1

n
=[] @—p'
1=1

= pz?zl wi (1 _p)Z?zl(lfwz‘).

Wir betrachten nun die Zufallsvariable Y := """ | X;, also die Anzahl der Erfolge in n Experi-
menten. PY hat die Zihldichte

fy (k) =P({Y = k})

:P({(wl,...,wn) €N ‘ Y(wy,...,wp) = ZXi(w) = Zwi = k‘})

i=1

(),

denn jeder Summand ist gleich p*(1 — p)"~* und es gibt () Mdglichkeiten, die k der n Stellen
auszuwéhlen, an denen w; den Wert 1 annimmt.

» Die Zihldichte fy der Verteilung von Y ist gegeben durch

fr(k) = (Z)pk(l —p)nk fir alle k € {0,...,n}.

» Y ist binomialverteilt: PY = B p)
Fazit: Sind X1,..., X, stochastisch unabhingig mit PX: = (1,p), dann gilt fiir deren Summe
Y =", X, gilt

Y
P = B(n,p)-

Beispiel 3.7 (Capture-Recapture-Verfahren).
Ziel: Die Anzahl N von Fischen in einem See soll geschéitzt werden.
Verfahren:

1. Fange M Fische, markiere sie (mit Nummern) und lasse sie wieder frei.
2. Fange wieder n Fische, darunter seien m markierte.

Annahme: Die Fangwahrscheinlichkeit im 2. Schritt sei fiir markierte und unmarkierte Fische
gleich.

Modell:
n-maliges Ziehen ohne Zuriicklegen aus N Fischen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge.
Der W’raum ist damit gegeben durch

Q={(wi,. .,wn) €{l,...,N}" w1 <wz < -+ <wp}
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versehen mit der Gleichverteilung P.
Markierte Fische entsprechen den Nummern 1,..., M. Die Anzahl der gefangen markierten Fische
entspricht der Zufallsvariable

X(w) =Y Tq,. (@)
i=1
mit der Indikatorfunktion

1a(w) 1, fallswe A ACQ
w) = .
4 0, fallswg A}’ =

Die moglichen Werte von X (w) sind also gegeben durch die Bedingungen
0< X(w) <min(n, M), n—X(w)<N-M,
womit folgt, dass der Wertebereich von X
S = {max(0,n+ M — N),...,min(n, M)}

ist.
Zu berechnen ist nun:
{w € Q| X(w) =m}

PX({m}) = P(X =m) = a ,

wobei || = (]X ) die Anzahl der Moglichkeiten ist, n Fische aus N Fischen auszuwéhlen.

Es gibt genau (AW{ ) Moglichkeiten, m Fische aus M markierten Fischen zu ziehen.
Es gibt genau (]Z :7]\714 ) Moglichkeiten, n — m Fische aus allen N — M nicht markierten Fischen zu
ziehen.

N—

n7 i\f ) Moglichkeiten, n Fische aus N zu ziehen, so dass genau m davon

» Insgesamt gibt es (An/{) . (
markiert sind.

() - ()

()

~  PX({m})=P(X =m) = Is(m) VYmeNg (%)

Definition 3.8. Das Wahrscheinlichkeitsmafi P =
H(n,mm) auf Ng mit der Zéhldichte Die rechte
Seite gibt die Zéhldichte (%) heiit hypergeome-
trischen Verteilung.

0.30
|

Hyp(30.20,20)

Hyp(50,20,2

0.25

[ ‘II_ .

20

0.10 015 0.20
I I I

0.05
I

0.00

012 3 456 7 8 910 12 14

Abb.:  Ziahldichte der Hypergeometri-
schen Verteilung mit M = n = 20 und
N € {30,50}. O
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Die hypergeometrische Verteilung H x r,,) beschreibt die Anzahl der markierten Gegenstéinde
beim n-maligem Ziehen ohne Zuriicklegen aus N Gegensténden, von denen M markiert sind.
Zieht man mit Zuriicklegen, so ist die Wahrscheinlichkeit, einen markierten Gegenstand zu
ziehen, bei jeder Ziehung M/N. Die Anzahl der gezogenen markierten Gegenstinde hat daher
gerade die Binominalverteilung B, r/n)-

Falls n < N, dann ist Ziehen mit oder ohne Zuriicklegen fast identisch und daher

0.25
|

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
| | |
0.00 0.05 0.10
| |
m
=
f—
e
E—
E——
e
—_—
_
_——
e ———
_—
EE——
]
——
—
—
=
=
r

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45

n

Abb.: Vergleich der Binomal- under hypergeometrischen Verteilung fiir § = 0.1 (links) und
+ = 0.6 (rechts)

Beispiel 3.9.

In Beispiel 3.7 ist uns ein erstes statistisches Modell begegnet: Auf Ny betrachten wir die Familie
von Verteilungen (’H(N,M,n))NeN, wobei M, n fest und bekannt sind, aber N € N ein unbekannter
Parameter ist.

Ziel: Konstruktion eines Schétzers fiir den wahren Parameter N, unter dem Beobachtungen er-
zeugt wurden.

Losungsidee: Wir werden sehen, dass die erwartete Anzahl markierter Fische n - % ist, wobei NV
unbekannt ist.

Gehen wir nun davon aus, dass die tatsichliche Anzahl der beobachteten, markierten Fische X (w)
in etwa gleich der erwarteten Anzahl ist, erhalten wir den Schétzer

X(w)%rw% ~  N:= {nX]\(i)}

wobei [z] die GauBl-Klammer von x bezeichnet, also die gréfite ganze Zahl kleiner oder gleich .

¢
Beispiel 3.10.
Modell:
N = Populationsgroe, (unbekannt aber nicht zufillig),
M = 1000, markierter Fische,
n = 1000, Stichprobengréfie, Anzahl der Fische beim zweiten Fang,
k = 100, Anzahl markierter Fische beim zweiten Fang (Beobachtung).
Im Beispiel erhalten wir
~ 1000 - 1000
N=——=1 .
100 0000
¢
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Es sei A > 0. Eine Ny-wertige Zufallsvariable X ist Poissonverteilt mit Parameter A, kurz X ~
Pois(\), wenn

AR
_e)‘—

P(X=k)=e 5. k=012

Nach Hausaufgabe handelt es sich tatsédchlich um eine Z#hldichte
Anwendungen:

e Radioaktiver Zerfall/ Anzahl des Ausschlige des Geigerzihlers pro Zeiteinheit (viele Atom-
kerne, kleine W-keit fiir Zerfall).

e Anzahl der Anfragen bei einem Server pro Zeiteinheit (viele ,Kunden®, kleine W-keit fiir
Anfrage).

e Anzahl (seltener) Unfille in einer Woche in einer Grofistadt,
e Anzahl (seltener) Mutationen an einem DNA-Strang.

Die Anwendungen sind durch den Poisson’schen Grenzwertsatz begriindet.

Fiir eine grofle Anzahl an Experimenten n und eine kleine Erfolgsw’keit p kann By, ;) durch eine
strukturell einfachere Verteilung approximiert werden:

Satz und Definition 3.11 (Poisson’scher Grenzwertsatz). Ist p, € (0,1), n € N, so dass
lim np, = A >0, dann gilt

n—oo

2\E
lim B(n,pn)({k}) = lim <Z>p];,(1 7pn)nik = == k) VEk e Np.

n—o00 n—00 k!

Dieses Resultat ist auch unter Namen , Gesetz der kleinen Zahlen® bekannt.

Beweis. Fiir festes k gilt

—1 fiir n—oo

Daraus folgt fiir n — oo

Bupn (1K) _ ()P~ pa)

T %
e e
k! k
:k<’;><”i’”) .(1—pn)*k-(1—”p”)"eA—n. 0
n N————— n
—_— T 1 ——
—1 —1 —e A
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n

N

o
Bin(10;0,5)
Bin(30;0,1)

Q| Bin(100;0,02)

(=} Poiss(2)

)

-

<)

o

—

o

n

o

[S)

s L i E

o

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abb.: Nlustration des Poisson’schen Grenzwertsatzes: Zahldichten der Binomialverteilung mit
Parametern n - p — 2 und Poissonverteilung mit Intensitét 2.

Anwendung: Die Anzahl der Zerfélle pro Minute in einer radioaktiven Probe

ist (ndherungsweise) Poisson-verteilt. Dies ldsst sich mit dem

Poisson’schen Grenzwertsatz erkliren, wenn sich die Zerfille ein-

zelner Atome nicht gegenseitig beeinflussen.
Beispiel 3.12 (Uberbuchung).
Fiir einen Flug stehen 200 Plitze zur Verfiigung. Da erfahrungsgemifl 3% aller Ticketkéufer nicht
zum Flug erscheinen, verkauft die Fluggesellschaft n = 203 Tickets.
Frage: Wie hoch ist die W’keit, dass der Flug iiberbucht ist, wenn man vereinfachend annimmt,
dass das Nichterscheinen bei allen Ticketkiufern unabhéingig voneinander erfolgt?
Sei X die Anzahl der Ticketkiufer, die nicht zum Flug erscheint. Dann ist X gerade B, ,-verteilt
mit p = 0,03.
Die Wkeit einer Uberbuchung ist daher gerade

P(X <£2) =B, ({0,1,2}) ~ 0,0555.
Verwendet man die Poisson-Approximation aus Satz 3.7, so erhélt man

P(X <2)=~P,,({0,1,2}) ~ 0,0581.
Der relative Approximationsfehler betréigt knapp 5%. &
Oft treten Summen unabhingiger Zufallsvariablen auf, z.B. als Gesamtmessfehler, der sich aus

unabhéngigen Einzelfehlerquellen zusammensetzt.
Die Frage, die sich dann stellt ist wie man mit Verteilungen von Summen rechnen kann.

Seien X und Y Augenzahlen zweier Wiirfel und Z = X + Y. D.h. wir haben Q = {1,...,6}? mit
Gleichverteilung P fiir die beiden Wiirfelwiirfe und der Wertebereiche von X, Y ist {1,...,6} und
der von Z ist {2,...,12}.

Wir koénnen die Zufallsvariablen als Z-wertig auffassen indem wir ihre Verteilung auflerhalb der
Wertebereiche auf 0 setzen:

Frage: Wie bestimmt man die Verteilung von Z7?7

Méglichkeit 1: Abzihlen einzelner passender Kombinationen auf

P(Z=8) = P(X +Y =8) = P{(2,6),(3,5). (4,4), (5,3), (6,2)}) = -
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Mdglichkeit 2: Systematisch berechnen mit Schreibweise fx (i) = P(X = i), etc.

6
P(Z=8)=P(X+Y =8)=) P(X+Y=8X=i)

=1

P(Y =8—1i X =1i) UmthP =8—i)P(X =1i)

Il
_Mm

= fy (M) fx(1) + fy(6)fx(2) +---+ fr(2)fx(6)
= fy(6)fx(2) + fy(3)fx(5) + fr(4) fx(4) + fr(5) fx(3) + fr(2)fx(6)
5

~ 36
Wobei wir fy(7) = P(Y = 7) = 0 benutzt haben.

Satz und Definition 3.13. Sind X,Y R-wertige Zufallsvariablen auf einem diskreten Wahr-
scheinlichkeitsraum mit Zihldichten fx von PX und fy von PY, dann heifit

(fxxf)z) = > fx(@) fr(z—z), VzeR,

z€R: fx (z)>0

die Faltung von fx und fy. Hierbei ist fx * fy ist wieder eine Zdihldichte mit dem Trdiger
Qr:={zeR|Fr,yeR:z=x+y, fx(x) >0, fy (y) > 0}und die zugehdirige diskreten Verteilung
PX « PY nennen wir Faltung von PX und PY .

Beweis. Da die Triger von PX und PY abzihlbar sind, muss auch Q7 abzihlbar sein. Weiterhin
ist (fx * fy)(z) > 0 fiir alle z € R und (fx * fy)(z) > 0 kann nur gelten, wenn es mindestens
eine Zerlegung z = x 4+ y mit fx(x) > 0, fy(y) > 0 gibt. Um nachzuweisen, dass fx * fy eine
Zahldichte ist, bleibt zu zeigen

D Uxsf)z) = DY fx@) fr(z—x)
z€R zeR xzeR
=N fx()
z€R yeR
= (ZfX(x))(ZfY(y))-
z€R yeR

Man beachte, dass in allen Summen ho6chstens abzéhlbar viele Summanden von null verschieden
sind. O

Satz 3.14. Sind X,Y wunabhingige R-wertige Zufallsvariablen auf einem diskreten Wahrschein-

lichkeitsraum, so gilt
PX « pY = pXtY,

Beweis.
Fiir jedes z € R gilt nach der Definition der Faltung und mit Hilfe der Abzéhlbarkeit des Tragers
von PX sowie der o-Additivitit von P:

(fx = fy)(z) = P ({2}) = P(X +Y =2)
—pP({x+v=21n( U {x=a}))

z€R: fx (x)>0

=P( U (xX=atn{x+y=2})

zER: fx (z)>0

= > PX=zY=z-ux).

z€R: fx (z)>0
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Nun verwenden wir die Unabhéngigkeit von X und Y, um fiir alle n € Z zu folgern:

(fx = fy)(z ZP Y =2—-1) ZfX fy(z—x). O

z€R z€R

Beispiel 3.15. Wir berechnen die Faltung zweier Poisson-Verteilungen.

Seien A1, A2 > 0. Dann hat Py, * Py, die Zahldichte

(e * Fra)(@) =D fu (k) - fro(n = k)
k=0
= iC_M : )if ceThe )\gik
pors k! (n—k)!
1 — n!
—p—(A1FA2) | E yn—k
¢ n! kl(n —k)! AT Az

o) ; O+ Aa)"
=fa+x(n)  Vn € No.
Da diskrete Wahrscheinlichkeitsmafle durch ihre Z#éhldichten eindeutig bestimmt sind, gilt also
Pry *Pry = Pay4ars- &
Beispiel 3.16 (Quicksort).

Die Zahlen z4,...,z,, die alle als verschieden angenommen werden, sollen sortiert werden. Der
Algorithmus Quicksort erledigt die Aufgabe wie folgt:

1. Wiahle zufillig gleichverteilt ein x; aus.
2. Ordne Zahlen z; < x; links von x; ~» X; Vektor von Zahlen < x;.
3. Ordne Zahlen z; > z; rechts von z; ~ X, Vektor von Zahlen > x;.

4. Verfahre mit X; und X, getrennt ebenso, usw. bis nur noch Vektoren der Lange 1 {ibrig sind.

Soetwabei 3 7 26 13 1

1. zufillige Wahl 7:

3261 |7] 13 ~> 5 Vergleiche
—_— ~—
X

2. zufillige Wahl 3 (bei X;):

[3] 6 | 7| 13 ~ 3 Vergleiche
Xi

3. zuféllige Wahl 1 (bei X):

112 13] 6 |7] 13 ~» 1 Vergleich
9 Vergleiche
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Wir wollen nun eine Laufzeitanalyse des Algorithmus durchfiihren.
Zunéchst der worst case:

Die gewahlte Zahl ist jeweils kleinste oder grofite.

» Die Anzahl der Vergleiche ist dann:

n-(n—l).

n-1)+mn-2)+--+1= 5

» Die grofitmogliche Anzahl an nétigen Vergleichen ist damit n(n —1)/2.

Nun zum best case:
Es sei speziell n = 2% — 1 und die ausgewihlte Zahl jeweils die mittlere.

1.) 2% — 2 Vergleiche ~~ 2 Blocke mit Linge 2F71 — 1
2) 2. (25=1 — 2) Vergleiche ~- 4 Blocke mit Lénge 2872 — 1
3.) usw.

» Gesamtanzahl der Vergleiche:

(2F —2)+2.(2F 1 —2) ... 4 2k2.(22 _9)
k—2

=(k—1)2F-2> "2

=0
= (k—1)2F —2(2*1 —1)
=(k—-2)-2" +2xn-log,n.

Spiter: Die erwartete Anzahl der bendtigen Vergleiche ist etwa

2log 2 - Anzahl Vergleiche im best case.
——
~1,39

Wir bestimmen nun die Z&hldichte der zufilligen Anzahl von Vergleichen, die zum Sortieren
bendétigt werden.
Da die Auswahl im 1. Schritt des Algorithmus jeweils zufillig gleichverteilt erfolgt, hiangt die
Verteilung der Anzahl von Vergleichen nur von der Anzahl der Daten ab, nicht von ihren genauen
Werten oder ihrer Reihenfolge.
Wir definieren

Z(X) := Zahl der Vergleiche, um Vektor X zu sortieren,

so dass nach der Konstruktion des Algorithmus
Z(X)=n—-1+Z(X))+ Z(X,)
gilt und die Zahldichte
fa(m) = P(Z(z1,...,2n) =m)=P(Z(X))+Z(X,)=m—(n—-1)), meN,
nur von n abhéngt.

Bezeichne nun K die zufillige Stelle, die die im 1. Schritt des Algorithmus ausgewéhlte Zahl nach
Ordnung hat. Das Ereignis { K = k} bedeutet also gerade, dass die k-te kleinste Zahl ausgewéhlt
worden ist.
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Bei gegebenem Wert k sind Z (X)), Z(X,.) stochastisch unabhéngig, da die zu vergleichenden Zahlen
in den Teilvektoren X; und X, jeweils unabhingig gewéhlt werden. Da dann Z(X;) und Z(X,)
die Lénge k — 1 bzw. n — k haben, gilt

P(Z(X)+Z(X;)=m—n+1|K=k)=(fr-1* for)m—n+1).
Es folgt mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
falm) = P(Z(X)+Z(X,)=m—n+1)
= zn:P(Kz kYP(Z(X) + Z(X,) =m —n+1| K =k)

n

= > (e fak)m =t )

k=1

171
_n;

m—

Z )+ fu—k(m —n+1-3j).
7=0

» Fiir n > 3 kann f,, rekursiv berechnet werden, da

fo(0) =1, fo(k) =0VEk#0, f1(0) =1, fi(k)=0VYk#0,

f2(1) =1, fo(k)=0Vk#1.
“l ||""'I"" % “‘ HHHHH”””””” ““““““ § w\\“““ | ‘HmummHHHIHMMmmwmmmw_w

15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45 70 82 94 107 122 137 152 167 182 197 180 203 226 249 272 295 318 341 364 387

ﬁ -m
Abb.: Zahldichten der bendtigten Vergleiche fiir Quicksort fiir n € {10, 30, 50}.

-n3

0.08 0.12
! !
0.020
0.010 0.015

0.010
0.005

0.00 0.04
[ T
—

» Die Verteilung der Vergleichsanzahl konzentriert sich in einem Bereich, der deutlich kleiner die
als worst case Anzahl ist. &

3.2 Markovketten

Im vorangegangenen Beispiel sind die Anzahlen der zum Sortieren der Teilvektoren X; und X,
benstigten Vergleiche nicht vollsténdig stochastisch unabhéngig voneinander.

Die Anzahl der noch benétigten Vergleiche hingt jedoch von den bis dahin erfolgten Sortierschrit-
ten nur iiber die Lénge der Vektoren in der aktuellen Zerlegung des Datensatzes ab, nicht von dem
Weg, wie diese Zerlegung erreicht worden ist.

Folgen von Zufallsvariablen, die eine entsprechende Abhéngigkeitsstruktur aufweisen, treten in
vielen Anwendungen auf.

Im Folgenden sei S immer eine hichstens abzéhlbare Menge.

Definition 3.17. Eine Folge (X, )nen, von S-wertigen Zufallsvariablen auf einem diskreten Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, P) heift Markovkette, falls sie die folgende sog. Markoveigenschaft
erfiillt:

P(XnJrl = Sn+1 | Xn = Snaanl =Spn—15--- ,X() = 50) = P<Xn+1 = Sn+1 | Xn = Sn)7
Vn €N, so,...,Sn41 € S mit P(Xp, = 5p, X1 = Sp—1,..., X0 = s0) > 0.
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Die Markovkette heifit homogen, falls die sogenannten Ein-Schritt-Ubergangswahrschein-
lichkeiten

pts = P(Xpi1 =t | X,, = 5)

fiir alle n € Ny mit P(X,, = s) > 0 gleich sind.

» Bei Markovketten hingt das zukiinftige stochastische Verhalten gegeben dem gegenwértigen
Zustand nicht von der echten Vergangenheit ab.

Das stochastische Verhalten einer homogenen Markov-Kette ist eindeutig bestimmt durch die
Startverteilung PX¢ (z.B. durch die Angabe der zugehorigen Zihldichte fo(s) = P(Xo = s),
s € S) und die Ubergangswahrscheinlichkeiten py, mit ¢, s € S. Dann gilt z.B.

P(Xo = s9, X1 = 51, X2 = 89)
= P(Xy=s5] X1 =51,X0=150) P(X1=s51,X0=50)
= Psys, - P(X1 =81 | Xog=50) P(Xo=50)
= DPsasi  Psiso - fo(S0)-

» Allgemeiner gilt fiir beliebige Ereignisse A;, 0 <1i < n,

P(X;i€e AiV0<i<n)= Z Z Psusu—1 *Psn_1sn_z - Psise - Jo(s0)-
s0€Ap Sn€Ap

1-B

Uber'gangsdiagramm allgemeiner MK auf I = {1, 2}, mit o, 8 € [0,1].

« 1—«
P(l—ﬁ ; )

Die Ubergangsmatrix ist
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I =1{1,2,3,4}. Zugehorige MK hat die Ubergangsmatrix

0 1/2 0 1/2
1/2 0 1/2 0
0 1/2 0 1/2
/2 0 1/2 0

P =

Die MK ist periodisch: Ist der Irrfahrer zur Zeit 0 in {1, 3}, dann ist er mit W’keit 1 zu ungeraden
Zeitpunkten in einem der Zustéinde aus {2,4} und zu geraden Zeitpunkten in einem der Zusténde
aus {1, 3}.

Beispiel 3.18 (Gliicksspiel).

Spieler A und B spielen folgendes Gliicksspiel:

Spieler A bestimmt pro Runde den FEinsatz und wirft eine Miinze. Féllt Kopf, so zahlt B den
Einsatz an A, sonst zahlt A den Einsatz an B. Spieler A darf bestimmen, wie lange gespielt wird.
Zu Anfang hat Spieler A 1€ und benétigt 5€. Er spielt daher so lange, bis er die 5€ zusammen
hat oder sein gesamtes Kapital verspielt hat. Er entschliet sich fiir folgende , kithne Strategie“(bold

play)

gesamtes aktuelles Kapital, falls Kapital

<
5 — Kapital, falls Kapital >

Einsatz von A = { €
€

INI[SENII]

Die Wahrscheinlichkeit, dass Kopf féllt, sei jeweils p, und die Wiirfe sollen sich gegenseitig nicht
beeinflussen.

Die Zufallsvariable X,, bezeichne das Kapital von A nach n Spielen. (Der Wert soll sich
nicht mehr dndern, sobald das Spiel beendet ist.)

» (X, )nen, ist eine homogene Markov-Kette.

Abb.: Ubergangsgraph, d.h. der Graph aller moglichen Ubergiinge von X, nach X,, 1 mit die
zugehorigen Ubergangswahrscheinlichkeiten im ,,bold play*.

Frage: Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhélt Spieler A schliellich 5€7
Bezeichne py, die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler A bei einem Kapital von k z.Z. n tatséichlich 5€
erhilt, bevor er pleite geht:

pr:=P(X;=5fireinl>n|X, =k),

wobei py nicht von n abhéngt.
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Unter Verwendung der Markoveigenschaft erhalten wir

pr=P(X;=5fireinl>n| X, =1)

=P(Xp1=2,X;=5fireinl>n|X,=1)
+P(Xp1=0,X;=5fireinl >n|X,=1)

=0
 P(X,=1,Xp41=2,X,=5fireinl>n+1) P(X,=1X,41=2)
B P(X,=1,Xp41 =2) P(X,=1)
=P(X;=5fireinl>n+1][X,=1,X,41=2)-P(Xpy1=2| X, =1)

ME P(X;=5fiireinl>n+1]| X411 =2) pa1

=p2-p

Auf gleiche Art und Weise erhélt man insgesamt die Beziehungen
P1 =P P2
D2 =P - P4
ps=p+(1—-p)-m
pa=p+(1-p)-ps

Als lineares Gleichungssystem in Matrixschreibweise erhalten wir

1 —p 0 0 P1 0
0 1 0 | [p2| _ [0
p—1 0 1 0 ps| |p
0 0 p—-1 1 2 %
=:D
Da D invertierbar ist, existieren eindeutige Losungen pq, ..., p4.
2—p) p?
- p = 2=p)p

1—p2+2pP —pt

Wir betrachten nun den vorsichtigeren Spieler A, der in der gleichen Situation immer nur 1€
setzt. (timid play) )
Es ergeben sich folgende Ubergangswahrscheinlichkeiten:

P P P
p
=0 OB oW oW O =1
1-p
1-p 1-p 1-p

Abb.: Graph alley moglichen Ubergiinge von X,, nach Xp+1 mit die zugehorigen
Ubergangswahrscheinlichkeiten im ,,timid play*.

Das Gleichungssystem der Erfolgswahrscheinlichkeiten lautet nun

1 —p 0 0 P1 0
p—1 1 -» 0 p2| _ |0
0 p-1 1 —p ps| |0
0 0 p-1 1 D4 D



p4

T 1 3p+dpE—2p3 1 pt

~ P1

Der Vergleich beider Strategien ergibt folgende Graphik:

09 py .

08 / .

0.6 F / 4

0.4 / .

03+ / .

01 r s 4

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Abb.: Erfolgsw’keit p; als Funktion von p fiir die Strategien bold play (blau durchgezogen) bzw.
timid play (rot gestrichelt)

Der Vergleich der Wahrscheinlichkeiten p;, dass Spieler 4 bzw. A mit der jeweiligen Strategie
schlieBlich 5€ erhilt, zeigt:

e Fiir p < 1/2: Bei der kithnen Strategie ist p; grofier als bei der vorsichtigen Strategie. Mann
kann zeigen: Die kiihne Strategie maximiert die Erfolgswahrscheinlichkeit p;!

e Fiir p > 1/2: Die Erfolgswahrscheinlichkeit p; bei der vorsichtigen Strategie ist grofier als
bei der kithnen Strategie.

o Fiir p = 1/2: Bei einer fairen Miinze betriigt die Erfolgswahrscheinlichkeit bei beiden Strate-
gien p = k/5. Man kann zeigen: Dies gilt fiir alle méglichen Strategien. Das heifit bei einem
fairen Spiel kann man seine Gewinnwahrscheinlichkeit nicht durch geschicktes
Spielen verbessern!

&
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4 Erwartungswerte und Momente von Zufallsvariablen

4.1 Erwartungswerte und ihre Eigenschaften

Neben den Eintrittswahrscheinlichkeiten gibt es andere Kenngrofien, die einen Eindruck iiber Zu-
fallsvariablen vermitteln.

Definition 4.1. (i) Der Erwartungswert einer R-wertigen Zufallsvariable X: @ — R auf
einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) ist definiert als

Ep[X] =Y X(w) - P({w)).

weN
falls }  cq [X (w)]- P({w}) < oo. (Ansonsten besitzt X keinen (endlichen) Erwartungswert. )

(i) Sei (R, Q) ein diskreter W’raum und Id: R — R die Identitédt, dann heifit

wQ) == Eold] = >z - Q({x})

z€R
Mittelwert von Q, falls 3~ ¢ |z|- Q({z}) < oc.
Beispiele 4.2.
1. Sei X =14 fiir ein A C Q. Dann folgt

Ell4] = = > -P({wh)= P(A).

weA

2. Nun sei P = Py auf Q = Ny und X = Id, sodass X Poisson-verteilt ist: P(X = n) =
P({n}) =e - ?TT,L fiir alle n € Ny. Dann gilt:

u(Py) = E[X] = Z"P({nD = Z"'Q_A ' %
_ AN e -
—)‘Z A CEm ‘“=1AZ€ k!

= Zm{k})z A
k=0

Satz 4.3 (Transformationssatz). Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, X: Q — S
eine Zufallsvariable und g: S — R. Dann gilt:

Ep[g(X)] = Epxly =Y g(s)- PX({s}).
—goX ses

Insbesondere gilt fiir reellwertige Zufallsvariablen X : Q — R

Ep[X]= Y 2-PX({a})= ) a P(X=u)

TEX(Q) 2EX(Q)

» Zu Berechnung des Erwartungswertes Ep[g(X)] bendtigen wir nur die Verteilung PX der ZV
X, aber nicht das zugrundeliegende W'maf} P.
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Beweis. Mit Hilfe der Zerlegung Q = (J, . X *({s}) erhalten wir:

Ep(9(X)) =) 9(X(w)) - P({w})

weN

=Y > (X)) PH{w})

SES weX (w)=s

=> 9(s)- > P({w}

ses weX~1({s})
= Zg(s) “P(X =5)
seS
= g(s)- PX(fs}). O

ses

Beispiel 4.4. Sei X Poissonverteilt mit Erwartungswert A > 0, d.h. PX = P,.
Dann gilt mit g(z) := 2?

E[X?*] = Eplgl = Y 9(n)Pr({n})
n=0
= o
n=0
_ i ( _ 1); - + i & -
= n(n re n—e
n=0 n=0
io: A2 N
= A%e™ ™ + u(Py)
— (n—2)!
o~ A s
= XY et A
k=0
= A+
¢
Beispiel 4.5. Sei X eine Zufallsvariable mit P(X =1) =1 —p und P(X = 2) = p.
Dann gilt E[X]=1-(1—p)+ 2p und
1
EL/X)=1-(1-p) + p
Und im Allgemeinen ist E[1/X] # 1/E[X].
¢

Zwei elementare Rechenregeln fiir Erwartungswerte lieft uns folgendes Resultat.

Satz 4.6. Seien XY Zufallsvariablen auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (2, P), die
Erwartungswerte besitzen. Dann gilt:

(i) ElaX +Y]=a-E[X]+ E[Y] fir alle a € R (Linearitdt).
(i) Gilt X <Y (d.h. X(w) <Y(w) fir alle w € Q), dann folgt E(X) < E(Y) (Monotonie).

38



Beweis. (i) Es gilt

ElaX +Y] =) (aX +Y)(w)P({w})

we
= > (aX(w) + Y (w))P({w})
weN
zaZX( P{w}) +ZY P{w})
weN weN
=aF[X]|+ E[Y].

(i) Aus der w-weisen Abschétzung folgt

ZX Plwl) < > Y(w)P({w}) = BlY]. O

wEQ <Y(w) 20 we

Beispiel 4.7 (Mittelwert der Binomialverteilung).
Sei X eine Zufallsvariable auf (€2, P) mit PX = B, ,). Gesucht ist E[X].
1. Losung: Berechnen nach Definition:

E[X] = ik-P(X:k)

k=0
— = k. n . k(l— )nfk

I;O <k> pH(L—p
_ - (n—1)! —1 n—1 1
B Lt (v ) A A

n—1 n—1 ) N

j_:_ln'p'zo],(fll)])'lﬂ'(l_m

nop-(p+1-p)"!
= n-p

2. Losung: Seien X; unabhingige By ,-verteilte Zufallsvariablen, d.h. P(X; = 1) = p und
P(X;=0)=1-p.
Gemaéf Beispiel 3.6 ist dann Z?:l X; gerade B, ,-verteilt, hat also dieselbe Verteilung wie X.
Daher folgt

=> (0-P(X;=0)+1-P(X;=1)) =n-p.

i=1

Wir erinnern uns an den Erdés—Rényi-Graph aus Beispiel [I.6] mit n € N Knoten:
Ob eine Kante zwischen zwei Knoten gezogen wird, sei durch unabhéngige Bernoulli-verteilte ZVn
X; ~Bap.i=1,...,(3) mit Verbindungsw’keit p € (0, 1) beschrieben.
» Wir erwarten im Mittel (72’) p Kanten im Erdés—Rényi-Graph.
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Beispiel 4.8 (Erwartete Laufzeit von Quicksort).

Wir setzen Beispiel 3.14 fort.

Sei Z(X) = Z(x1,...,x,) die zufillige Zahl der Vergleiche, die benétigt werden, um 1, ..., x, zu
sortieren. Gesucht ist

pn = BZ(X)] = - P(Z(X) =) =Y ifali)-
j=0 j=0

Dabei bezeichnet f, die Zdhldichte von Z(X), die nur von n abhingt (vgl. Bsp. 3.14), so dass
auch p, nur von n abhéngt.

Es wird zuféllig eine Zahl x; gleichverteilt aus z1,...,x, ausgew#hlt; alle Zahlen kleiner als x;
werden in einem Vektor X; zusammen gefasst, die grofieren Zahlen in einem Vektor X,.. Es folgt

Hn = EHZQXN
= En-1+4+2(X)+ Z(X,)]
= n—1+E[Z(X))]+ E[Z(X,)].

Sei ; die K-te kleinste Zahl. Dann hat der Vektor X; der Zahlen kleiner als x; die Lange K —1
und der Vektor X, der Zahlen gréfer als x; die Lénge n — K.
Daher gilt

E[Z(X)] = Y iP(Z(X) =)
j=0

= Y i) P(Z(X)=j| K =kP(K =k)

j=0 k=1
= Y )
j=0 k=1
= i)
k=1 j=0
1 n 1 n—1
= E'}gZquZg-ZMj.
=1 7=0

Ebenso erhalt man

zusammen ergibt sich die Rekursionsformel
2n—l
un::n—-1+;{§:lﬁ.
j=0

Es folgt fiir alle n > 2

n—1 n—2
mpn=n(n =1 +23 gy md (- D = (- -2 423
j=0 =0
und somit
n+1 n—1
Ny, — (N — Dpin—1 =2(n — 1)+ 2pp_1 <= pn = T Hn—1 +2 .

40



Mit vollstandiger Induktion kann man zeigen, dass

"1 < 2nl
{_ noosn ~ 2nlogn

n = 2(n+1 — —4dn
H ( )]z:;j > 2nlogn —4n

Aus Beispiel 3.14 ist bekannt, dass die Laufzeit im best case ~ nlog, n = nlogn/log?2 ist.
» Die erwartete Laufzeit fiir groe Datensitze verhilt sich, wie das 2log2-fache der kiirzesten
Laufzeit!

&

Eine hilfreiche Anwendung von Erwartungswerten ist die Siebformel von Sylvester-Poincaré bzw.
das Finschluss-Ausschluss-Prinzip. Diese kann man zwar auch elementar mit den Mitteln aus
Kapitel 1 beweisen, jedoch erméglichen Erwartungswerte dank der oben bewiesenen Rechenregeln
eine deutlich einfachere Beweisfiihrung (statt iiber vollstéiindige Induktion).

Mit den Mitteln aus Kapitel 1 lésst sich leicht zeigen:

P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANB)
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+ P(C)—P(ANB)—-P(ANnC)—P(BNC)
+PANBNCQC)
Allgemeiner gilt:

Satz 4.9. Seien Ay,..., A, C Q Ereignisse in einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum (S0, P).
Dann gilt:

n n

P(UAi) =3 Py - S PANA)+ Y P(ANANA)-
i=1 i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n
A (=D)"P(AL NN AY)
- ¥ (-1)”'“13( N Ai).
IC{1,...,n}, I#& i€l

Beweis. Wegen 14c =1 —14 und 1405 = 14 - 1p fiir beliebige Ereignisse A, B C § gilt

n

Iyr 4, =1-Ln ape=1-1pn ae=1-]]lac=1-J[(1—14,)
i=1 =1

Ausmultiplizieren liefert
n n
Ty ,oa, = Ta,— > Aala +-+ (=) ] 14,
i=1 1<i<j<n i=1
Die Linearitét des Erwartungswertes ergibt damit

P( L_nJlAZ) = E[]lUlel A,‘,] = iE[]lAi] — Z E[]lAiﬂAj]

1<i<j<n ———~—"
SISIS :P(A,LQAJ)

n
et (—1)”+1E[H 11,41} .
=1
=P(Nizy A)

Wir erhalten also genau die behauptete Formel. O
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Beispiel 4.10 (Rencontre-Problem).

Beim Schrottwichteln bringt jeder der n teilnehmenden Studis ein ,, Geschenk® mit.

Diese werden rein zufillig auf die n Studis verteilt.

Frage: Mit welcher W’keit erhélt wenigstens ein Studi sein eigenes Geschenk?

Modell: @ = S, := {m : {1,...,n} = {1,...,n} | 7 bijektiv }(Menge aller Permutationen von
1,...,n) versehen mit der Gleichverteilung P.

Interpretation: (i) entspricht dem Studi, welcher das Geschenk von Studi i erhélt.

» Gesucht ist P(A) fiir

A::{ﬂ'GQ|Elie{l,...,n}:ﬂ'(i):i}:UAi

mit A; := {mr € Q| (i) = i}.

Die Siebformel liefert

P(A) = Z (f1)|1|+lp( ﬂ Ai),

IC{1,...,n}, I#2 icl
wobei
| Nier Aif
P(QA’) - n!
1
= ﬁ‘{weﬂhr(i):iVieI}]
(n—|I])!
n!
n — |I|)!
> P(A) _ Z (71)|I|+1( | D )

IC{1,...,n}, I#@

Weiter gilt: Pl4) — Z (1)1 (n —n'm)'

n!

IC{1,...,n}, I#&

n

SID D DR | S

k=11C{1,..n},|I|=k

= 3 (et

k=1
n

_ Z(fl)kJrl%

k=1

= l—g (71)l€—>1—ef1 fiir n — oo
- £ k! ’
0

Die W’keit konvergiert sehr schnell:
n |1 2 5 10 00
P(A)[1 0,5 0,63 ~0,63212054 =~ 0,63212056

4.2 Momente von Zufallsvariablen

Definition 4.11. Sei X eine R-wertige Zufallsvariable auf einem diskreten Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, P).
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(i) Existieren E[X] und E[X?], so ist die Varianz von X durch

Var(X) := E[(X - E[X))’] = Y (z-E[X])* P(X =x)
z€X(Q)

definiert. \/Var(X) heift Standardabweichung von X.

(i) Fiir k& € N heit E[X*] (im Falle der Existenz) das k-te Moment von X. Dabei ist
X*: Q — R definiert durch X*(w) = (X (w))*.

Tatséchlich folgt aus der Existenz von E[X?] auch immer die Existenz von E[X] (Cauchy-Schwarz-
Ungleichung).

Bemerkung 4.12. Die Varianz ist die mittlere quadratische Abweichung von X von seinem Er-
wartungswert, also ein Maf} dafiir, wie stark die zufélligen Werte um den Erwartungswert streuen.
Es gilt

Var(X

(X - E[X])?]

=B
= [X2—2X E[X]+ E[X]?]

E[X?] - 2E[X]-E[X] + E[X])?
BX?] - BIX].

Insbesondere gilt:
0 < Var(X) = E[X?] - E[X]* = E[X?] > E[X]~
Allgemeiner gilt fiir alle a € R:
E[(X —a)?] = Var(X) + (E[X] — a)*.

» Die Minimalstelle der Funktion a — E[(X — a)?] ist a = E[X].

Beispiel 4.13.

1. Sei X Py-verteilt, d.h. P(X =n) =e "2y " fiir alle n € Ng. Nach Beispiel 4.2|2 ist E[X] = A
und nach Belsplel m 4.4)ist E X2] = )\2 + A. Damit folgt

Var(X) = E[X?] - E[X]* = M+ A - 2 =\
2. Sei X ~ B(1 ) Bernoulli-verteilt mit Erfolgsw’keit p € [0, 1]. Dann ist F[X] = p und
Var(X) = E[x?] - E[X]* LV B[X] - BIX]* = p(1 - p). o

Wir kommen zu zwei wichtigen Abschitzung fiir die sogenannten Tails einer Verteilung, d.h.
Abschétzungen fiir die Wahrscheinlichkeit, dass eine Zufallsvariable grole Werte annimmt.

Satz 4.14.

(1)
Markov-Ungleichung X sei eine Zufallsvariable mit existierendem Erwartungswert E[X].
Dann gilt

P(X|>¢) <
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(ii)

Chebyshev-Ungleichung X sei eine Zufallsvariable mit existierender Varianz Var(X).
Dann gqilt

P(X - BIX)| = ) < Y X)

2 Ve > 0.

Beweis. (i) Aufgrund der Monotonie des Erwartungswertes und wegen 1yj|>c} <
und ¢ > 0 erhalten wir

|z

21 fiir alle 2 € R

P(IX[>¢) = E[1{|X\Zc}] < E{%q = M

(i) Da fiir positive Zahlen a,b > 0 die Aquivalenz a < b <= a? < b? gilt (Monotonie von
Ry > a — a?) erhalten wir analog zu (4):

fﬂXfEMHEQ:P«Xfmmﬁzg)gEWXjﬁXWL:WMX) -

c c?

Beispiel 4.15.
Sei X Py-verteilt und A > 0. Somit wissen wir E[X] = A = Var(X).

1. Fiir die Markov-Ungleichung gilt mit ¢ > 0:

P(X >¢) <

2. Die Chebyshev-Ungleichung liefert fiir ¢ > A:
PX>c)=P(X—-A>c—-)\)

X
<P(X - A3 ey <) A

(c=N2  (c—Ap

Markov ist schirfer, falls c< A+ % + 4/ A+ i
Es gilt: .
Chebyshev ist schirfer, falls ¢ > X + % + 4/ A+ %

Oft sind beide Schranken viel groBer als P(X > ¢) (moglicherweise sogar > 1).

2 T

T
1
1.8F !
1
1
16f \
1
14+ '
1
1
12f \
\
ir \
0.8
0.6
0.4

0.2

10 12 14 16 18 2‘0 2‘2 2‘4 2‘6 2‘8 30

Abb.: Fiir eine Py-verteilte ZV X mit A = 10 die W’keiten P(X > ¢) (blau durchgezogen) und

P(|X — Al > ¢— ) (braun Strich-Punkt), sowie die Markov-Schranke A\/c (rot gepunktet) und
die Chebyshev-Schranke A/(c — A)? (rot gestrichelt) jeweils als Funktion von ¢ > A
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Beispiel 4.16.

Wir betrachten noch einmal das Beispiel Quicksort.

Sei Z(x1,...,x,) die benotigte Anzahl der Vergleiche, um die Zahlen 1, ..., x, zu sortieren. Nach
Beispiel 4.7 wissen wir

2nlogn —4n < E[Z(x1,...,2z,)] < 2nlogn.

Auf #hnliche Weise kann man zeigen, dass Var(Z(z1,...,2,)) < 3n(n —1).

> P(Z(:El,...,xn)Z2n10gn+a~n)
< P(|Z(x1,...,xn) — E(Z(x1,...,2,))| > 2nlogn—E(Z(xl,...,xn))—i—wn)
>0
< P(|Z(x1,...,20) — BE(Z(z1,...,2,))] > a-n)

Var(Z(zxy,...,xy))

IN

(Chebyshev-Ungleichung)

(@ P
3n(n—1) 3
(a-n)2 a?’

Fiir a = € - logn mit € > 0 ergibt sich:

3

» Mit grofler Wkeit verhélt sich die Anzahl der
Vergleiche im Wesentlichen wie 2nlogn, wenn
der Datenumfang n grof3 ist.

Abb.: Zahldichte der Vergleichsanzahl von
Quicksort fiir n = 50 mit Mittelwert pso ~ 259
(rot) und Schranke 2nlogn =~ 391 (blau).

180 208 236 264 292 320 348 376

0.000 0.005 0.010 0.015

%

Bemerkung 4.17. Die Varianz ist im Gegensatz zum Erwartungswert nicht linear im Argument.
Vielmehr gilt fiir Zufallsvariablen X,Y mit F[X?], E[Y?] < oo:

Var(aX +b) = E[(aX +b— ElaX +b])*] = E[(aX + b — (aE[X] + b))?]
=a*-Var(X), Va,b,cR,

sowie

Var(X +Y) = E[(X +Y — E[X +Y])?]

= E[((X - E[X]) + (Y — E[Y]))?]
= E[(X [D+%X—EWMY—MH%HY—HHW
= Var(X )+2E[(X — E[X])- (Y — E[Y])] 4 Var(Y).

Die vorangegangene Formel fiir die Varianz der Summe von Zufallsvariablen bringt uns direkt auf
einen weiteren zentralen Begriff.
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Definition 4.18. Es seien X,Y Zufallsvariablen mit Erwartungswerten E[X] und E[Y].
Cov(X,Y) = E[(X — E[X])- (Y — E[Y])] = E[XY] - E[X] - E[Y]
heifit (im Falle der Existenz) die Kovarianz von X und Y.

Cov(X,Y)
Var(X) - Var(Y)

Corr(X,Y) :=

heifit dann Korrelation von X und Y, falls Var(X) > 0 und Var(Y) > 0.
X und Y heien unkorreliert, falls Cov(X,Y) = 0.

Beispiel 4.19. Seien X: Q — {0,1} und Y: Q@ — {-1,0,1} ZVn auf einem diskreten W’raum
(©,P). In der nachfolgenden Tabelle ist die Zédhldichte P{X = z,Y = y} der gemeinsamen
Verteilung von (X,Y") angegeben:

\y | -1 0 1
0 [1/10 1/20 1/10
1 |3/10 3/10 3/20

Zur Berechnung der Kovarianz und Korrelation:
e Berechne die Z&hldichten von X, Y iiber die Zeilen- bzw. Spaltensummen.

e Berechne E[X] = 3/4, E[Y] = —3/20 und E[Y?] = 13/20.

Berechne E[XY] =Y, (3, ;ayP(X =z,Y =y) = —3/20.
Es folgt Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] = —3/80.

e Berechne Var(X) = E[X?] — E[X]? = 3/16 und Var(Y') = 251,/400.
» Es folgt Corr(X,Y) = —,/3/251. O

Bemerkung 4.20. Existiert die Kovarianz zweier Zufallsvariablen X, Y, so gilt fiir alle a,b,c,d € R
Cov(aX +b,c¢Y +d) = acCov(X,Y).
Ist Z eine weitere Zufallsvariable, so dass Cov(X, Z) existiert, so gilt auflerdem
Cov(X,Y + Z) = Cov(X,Y) + Cov(X, 2).

Diese sogenannte Bilinearitit der Kovarianz, d.h. die Kovarianz ist in beiden Argumenten jeweils
linear, kann man leicht anhand der Definition nachrechnen.

Satz 4.21. Sein X und Y stochastisch unabhingige reellwertige Zufallsvariablen auf einem dis-
kreten Wraum (Q, P) mit Erwartungswerten E[X]| und E[Y]. Dann gilt

E[X Y] = E[X]-E[Y].
Insbesondere sind unabhdingige Zufallsvariablen unkorreliert.

Man beachte, dass aus Unkorreliertheit nicht Unabhéngigkeit folgt:
Beispiel 4.22. Sei X gleichverteilt auf {—1,0,1} und Y = X2. Dann gilt

E[XY]:E[X3]:—1-%Jrlé:O:O-ng[X]E[Y], aber
P(X:LY:l):P(X:l):%;A%%:P(le)P(Yzl) o



Beweis. Fiir die abzéhlbaren Tréger Qx,Qy C Q von X bzw. Y gilt aufgrund der Unabhéngigkeit
EIXY]= Y > ayP(X =Y =y)

T€EQx YyEQyY
= Z Z zyP(X =2)P(Y =y)
reQx yeQy
= ( Z xP(X:sc))( Z yP(Y:y))
TEQx yeQy
= E[X]E[Y]. O

Korollar 4.23. Fiir Zufallsvariablen X,..., X, gilt
Var (Z X) =Y Var(x)+2 Y Cov(Xi, X;),
i=1 i=1 1<i<j<n

falls die Varianzen alle existieren. Sind die Zufallsvariablen X1, ..., X, unabhdingig (oder schwicher:
unkorreliert), so gilt insbesondere:

Var (z": Xi> = Zn: Var(X;).

Beweis. Es gilt aufgrund Var(Z) = Cov(Z, Z) fiir Zufallsvariablen Z mit existierendem zweiten
Moment, der Bilinearitét der Kovarianz und der Symmetrie Cov(X;, X;) = Cov(X;, X;):

n n n
Var (;X,) = Cov <;Xi,j2_;Xj>
n n

- Z Z COV(Xi7Xj)

i=1 j=1

= XH:COV(XZ‘,Xi) + Z COV(Xi’Xj)

i=1 i,5€{1,....n} i#]
n n

== Var (ZXO = ZVar(Xi) +2 Z Cov(X;, X;).
i=1 i=1 1<i<j<n

Der Zusatz folgt direkt aus Cov(X;, X;) = 0 fiir unabhéngige bzw. unkorrelierte Zufallsvariablen
X, X;. O

Beispiel 4.24. X sei eine B, ,-verteilte Zufallsvariable.

» X hat dieselbe Verteilung wie 7 | X;, wobei X; ~ B(; ;) stochastisch unabhéingig sind (vgl.
Beispiel 3.6).

» Es gilt

Var(X)

Var ( ; Xl)
Korr. A.23 i Var(X;)
i=1

= n - Var(X)

B (1 - ).
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Bemerkung 4.25.

Ziel: Der Wert einer ZV X wurde beobachtet. Daraus soll der Wert der ZV Y vorhergesagt werden.
Zur Approximation von Y soll eine lineare Funktionen von X verwendet werden.

Als Ma# fur die Approximationsgiite / Vorhersagegiite verwenden wir den mittleren quadratischen
Vorhersagefehler

E[(Y — (aX +1))?].

» Wiihle a und b so, dass E[(Y — (aX + b))?] minimal wird.
Es gilt

E[Y —(aX +1))?)] = Var(Y — (aX +b)) + E[Y — (aX +b)]?
— Var(Y —aX) + (E[Y] — aE[X] —b)".

» Der erste Summand ist > 0 und héngt nicht von b ab, sodass der mittlere quadratische Vorher-
sagefehler fiir b = E[Y]—aE[X] minimiert wird, fiir den der 2. Summand (auch > 0) verschwindet.

Der erste Summand

Var(Y —aX) = Var(Y)+2Cov(Y,—aX) + Var(—aX)
= Var(Y) — 2aCov(X,Y) + a? Var(X)

B ~ Cov(X,Y)\?2 ~ Cov(X, Y)?
= (ayVar(x) Vosed )"+ Var(y) )
wird durch die Wahl
_ Cov(X,Y)
~ Var(X)

minimiert, falls Var(X) > 0 gilt.
» Die beste lineare Approximation fiir Y durch X ist also

Cov(X,Y)

Var(h) (X — E[X]) + E[Y].

Die beste lineare Approximation fiir Y durch X ist

Cov(X,Y)

Varlt) (X — E[X]) + E[Y].

Wir standardisieren X und Y nun affin linear so, dass sie Erwartungswert 0 und Varianz 1 besitzen:
- X - E[X ~ Y —-E|Y
¢ X-BX o _Y-mBY]

V/Var(X)’ VVar(Y)

Die beste lineare Approximation fiir Y durch X ist dann folglich

Cov(X,Y) X - E[X] (X VY. &
VVar(X) - Var(Y) +/Var(X) (X,Y)

Der zugehorige mittlere quadratische Approximationsfehler ist
E[(Y - Corr(X,Y) - X)?] =1 — (Corr(X,Y))>

» Insbesondere folgt Corr(X,Y) € [—1,1], da der Erwartungswert einer nicht-negativen Zufalls-
variable nicht negativ sein kann.
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Im Fall |Corr(X,Y)| = 1 ist der Vorhersagefehler gleich 0. Im Fall |Corr(X,Y)| = 0 ist der
Vorhersagefehler maximal.

Achtung: Die Korrelation ist nur ein Maf fiir die Stérke des linearen Zusammenhangs zwischen
X und Y.

Es ist moglich, dass X, Y unkorreliert sind, aber Y vollstdndig durch X bestimmt ist, solange der
Zusammenhang nicht linear ist (siehe Beispiel .

Neben dem Erwartungswert gibt es weitere ,, Lageparameter® , die ,,mittlere Werte“ einer Zufalls-
variable beschreiben.
Definition 4.26. Ist X eine R-wertige Zufallsvarible, so heiit jede Zahl m(X) Median von X

(bzw. vom PX), falls fiir die reelle (deterministische) Zahl m = m(X)

P(X <m)> und P(X >m) >

N

1
2
gilt.

Mediane miissen nicht eindeutig bestimmt sein.

Beispiel 4.27. Ist X auf {0,...,n} gleichverteilt, so ist § der eindeutig bestimmte Median, wenn

n gerade ist. Es gilt ndmlich mit der GauBklammer [z] := max{k € Z|k < z}:

[m+ 1] 1 n
P(X < = P(X < > = > —
(X <m)= " (X<m)> o < m>T),
P(X>m)—w — (Pxzm)>% = m<™
— T n+1 -T2 —2)
Ist n hingegen ungerade, so ist jede Zahl m € ["7_17 "TH} ein Median von X, da
_ n=1 4 q
p(x<® 1):[2 +1_1
2 n+1 2
_n=1l_41
P(X2n+1):[n s +]:1.
n+1 2

In diesem Fall wird mitunter der Mittelpunkt des Intervalls, welches aus den Medianen gebildet
werden kann, “der® Median genannt. &

Bemerkung 4.28. Der Median verhélt sich unter linearen Transformationen wie der Erwartungs-
wert. Mit a,b € R gilt also

m ist Median von X <= am + b ist Median von aX + b
Groflen, die sich so verhalten, werden auch als Lageparameter bezeichnet.

Der Erwartungswert ist auf natiirliche Art und Weise mit der Varianz bzw. der Standardabwei-
chung als Streuungsmaf} verkniipft (vgl. Bem. 4.12).

Auf analoge Weise ist der erwartete absolute Abstand vom Median m(X), also E[|X —m(X)]], als
Streuungsmafl mit dem Median verkniipft: Man kann zeigen, dass ein Wert m genau dann Median
ist, wenn er E(]X — m|) minimiert.

Wie fiir die Standardabweichung gilt unter linearer Transformation mit a,b € R

E(JlaX +b—m(aX +b)|) = |a|E(|X — m(X)]).
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Nicht immer wird in praktischen Anwendungen sauber zwischen Erwartungswert und Median
unterscheiden, obwohl diese weit auseinander liegen konnen. So ist die “erwartete Lebenszeit* eines
Neugeborenen in Wirklichkeit der (empirische) Median.

Insbesondere Ausreifler haben einen unterschiedlich starken Einfluss auf E[X] bzw. m(X).

Beispiel 4.29. Sei X eine {0,1,2, n}-wertige ZV mit P(X = i) = 1%571' € {0,1,2}, und P(X =
n) = ¢ fiir ein € € (0, 1),n > 2. Dann gilt

EX]=1—e+e-n und m(X)=1,

demn P(X <1)=2(1-¢)>fund P(X >1)=2(1—¢)+¢e> 1.
» Wihrend E[X] linear in n wiichst, spielt die Grofie des Ausreifiers n fiir m(X) keine Rolle.
m(X) ist damit robust gegeniiber Ausreilern. $

4.3 Anwendung auf Schitzprobleme

In Anwendungen kennt man typischerweise die zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung
eines Zufallsexperiments nicht, kann aber ggf. eine Familie von W’maflen beschreiben, welche in
Frage kommen, vgl. Beispiel 3.7.

Definition 4.30. Ein statistisches Experiment oder statistisches Modell ist gegeben durch
(Q, (Py)geo), wobel Py diskrete W’mafle auf  sind. 9 ist der unbekannte Parameter. © heifit
Parameterraum.

» Ziel der Statistik sind Riickschliisse von den Beobachtungen auf den zugrundliegenden Parame-
ter, insbesondere wollen wir den Parameter schitzen oder wir wollen testen, ob der Parameter
einen bestimmten Wert hat oder in einem bestimmten Bereich liegt.

Wir betrachten ein statistisches Experiment, (2, (Py)gce) und wollen einen Schitzer 9: Q — ©
fiir ¥ aufgrund einer Beobachtung w konstruieren. Folgende zwei Losungsansitze fithren hiufig zu
guten Schéitzverfahren:

e Maximum-Likelihood (maximale Plausibilitét): Wihle den Parameter 9 = 0(w) unter
dem das Ergebnis/die Beobachtung w die gréfite W’keit hat (am plausibelsten ist), d.h.

Py ({w}) = max Py({w}).

Betrachten wir Zihldichte fy(w) = Py({w}) als Funktion in ¥ fiir einen festes w, nennen wir
sie Likelihood-Funktion.

e Momentenmethode: Wir betrachten eine Zufallsvariable X: 2 — R mit existierendem
Erwartungswert Ey[X] und Py fiir jedes ¥ € ©. Falls X nahe an Ey[X] liegt (wir also eine
relativ geringe Streuung um den Erwartungswert haben), wihlen wir das ¢ = ¥(w), fiir das
gilt:

Beispiel 4.31.  Gegeben eine einzige Beobachtung einer ZV mit Werten in {0, 1,2} mit Verteilung
Py, ¥ € {¥p, 91} und folgenden Zahldichten:

‘ r=0 z=1 x=2
9 =1 0.7 0.2 0.1
9 =19 0.2 0.3 0.5

Wird X = 0 beobachtet, dann ist Py, plausibler. Man wiirde in diesem Fall schétzen, dass ¥ durch
Yo gegeben ist.
Bei einer Beobachtung X = 1 oder X = 2 ist umgekehrt ¢ = ¢J; plausibler.
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Folgende Schétzfunktion bietet sich also an

i(x) = o X =0,
)9 X #£0.

¢

Beispiel 4.32.  Ein Meinungsumfrageinstitut méchte herausfinden, wie hoch der Anteil ¢ € (0, 1)
der Befiirworter einer C'Oy-Steuer ist. Hierfiir werden unabhéngig voneinander und zufillig gleich-
verteilt ausgewihlt n Leute befragt (ggf. Mehrfachzéhlung). Die Anzahl der Befiirworter X in der
Umfrage fithrt auf das statistische Modell

(Q, (P )peo) mit Q=1{0,...,n}, Py =B,g,9€O=10,1].
» Mazimum-Likelihood: Wir maximieren ¥ — fy(k) = (7)9*(1 — 9)"~*: Fiir 0 < k < n gilt

n

0= 590 (k) = <k) (k(1 =9) — (n— k)0)9* 1 (1 —9)"F 1.

Losen dieser Gleichung ergibt (k) = % (Priife hinreichende Bedingung und die Fille k € {0, n}).
» Momentenmethode: Wir betrachten die Zufallsvariable X : Q — R, X (k) = k und erhalten
k= Ey[X] = no.

Losen dieser Gleichung fiihrt ebenfalls auf J(k) = %
» Erwarteter quadratischer Fehler von = % unter Py, d.h. X ~ B, »:

9(1 — )

Ey[(9—0)%] = %Eﬁ (X —nv)?] = % Vary (X) = ——

» Die Genauigkeit der Schéitzung steigt fiir wachsende n. O
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5 Grenzwertsitze

In diesem Kapitel werden wir zwei fundamentale Resultate der Wahrscheinlichkeitstheorie kennen
lernen, welche das asymptotische Verhalten von gewichteten Mitteln unabhéngiger Zufallsvariablen
beschreiben.

Das erste Resultat dieser Art ist das sogenannte ,,Gesetz der groflen Zahlen.

Wir betrachten Summen von n Zufallsvariablen X; fiir n — oo. Fiir grofie n ist die Verteilung von
Z:‘L=1 X; in der Regel nicht exakt oder nur schwer berechenbar.

Ziel: Eine gute Approximation der Verteilung der Summe fiir grofle n.

Satz 5.1 (Schwaches Gesetz der groen Zahlen). Seien X;, i € N, unkorrelierte Zufallsvariablen
mit Erwartungswerten E[X;] und existiere ein M < oo, sodass Var(X;) < M fiir alle i € N. Dann
gilt fir alle e > 0

n M
P(;‘;O(Z_E[Xz])‘ 25) = ne? — 0 fir n— o

Beweis. Die Chebyschev-Ungleichung und die Unkorreliertheit der X; zusammen mit Korollar [4:23]

liefern:
> 6)

P(L 300w - px)

IN

I M .
i=1

Dieser Satz fithrt uns auf die sogenannte stochastische Konvergenz.

Definition 5.2. Seien Y)Y, R-wertige Zufallsvariablen. Y,, konvergiert (P-)stochastisch ge-
gen Y, falls

Ve>0:  P(Y,-Y|>¢) — 0.

n—oo

Wir schreiben Y,, g Y oder Y,, -+ Y P-stochastisch.

Bemerkung 5.3. Unter der Bedingung von Satz [5.1] gilt also

n

S S (X - E[xi) So.

n <
1=1

1 n
Ist E(X;) = u fiir alle ¢ € N, so gilt zudem — E x;, 5 I
n
i=1
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Beispiel 5.4.
Mochte man testen, ob eine Miinze fair ist, dann werfe man sie n Mal und definiere fiir 1 <i < n

X 1, falls im i-ten Wurf Kopf fillt,
"7 10, falls im i-ten Wurf Zahl fillt.

X, sind unabhéngig und By ,-verteilt. Fiir eine faire Miinze gilt p = 1/2.
» Wegen E[X;] = p und des G.d.g.Z. konvergiert die relative Haufigkeit, mit der Kopf fillt:

e I
o |
o
I n o nooo :
*ZXi =Z°p  P-stochastisch. s
n <
=1 ~
o
©
o
Abb.: Realisierung von 37" X, fir X; ~ =
n = =
By 12 und n € {1,...,500}.

T T T T T T
0 100 200 300 400 500

Ist die Miinze fair, so ist die relative Héufigkeit mit hoher W’keit nahe 1/2.

Frage: Bei welchen Abweichungen von 1/2 kann man diese als deutlichen Hinweis auffassen, dass
die Miinze unfair ist (also p # 1/2 gilt)?

Ist tatséchlich p = 1/2, so zeigt der Beweis von Satz

P 1f=o) < M0 tiop_

- ne? ne2 4dne?’

» Eine Abweichung grofier als e = 1/v/47n tritt hochstens mit Wkeit 7 auf.
Ist z.B. n = 500 (1/+/n = 0,045), so liefert die Wahl ¢ = 0,1

Y, 1
P(Y, ¢ (200,300)) :P{H - 5‘ >0,1} <0,05,

Liegt die tatséchliche Anzahl von Képfen nicht im Intervall (200, 300), so ist die Miinze also vermut-
lich unfair. Allerdings ist das Intervall unnétig lang. Spéter wird der sog. zentrale Grenzwertsatz
genauere Abschitzungen liefern.

&

Beispiel 5.5 (Monte-Carlo-Simulationen).

Ziel: Berechne fiir eine Zufallsvariable Z den Erwartungswert E[Z].

Problem: Verteilung PZ ist oft zwar prinzipiell bekannt, aber nicht analytisch bestimmbar. Insbe-
sondere ist dies oft der Fall, wenn Z von der Form f(Y1,...,Y}) fiir “einfache® Zufallsvariablen
Y; ist.

Idee: Simuliere unabhiingige Zufallsvariablen Z;, die verteilt sind wie Z (tats. ,,Pseudozufallszah-
len“ z;, die sich im Wesentlichen wie Z; verhalten).

Wegen des Gesetzes der grofien Zahlen

1 n
— E Z; — E[Z] P-stochastisch
n

i=1

ist zu hoffen, dass + Y% | z; ~ E[Z], wenn n hinreichend grof ist.

Konkretes Beispiel:

Seien Y7, Y5 unabhéngig und gleichverteilt auf {O, %, %, ey 1} =: Sy, fiir ein L € N. Somit sind
(Y1,Ys) gleichverteilt auf S%.
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Falls L sehr grof ist, ist (Y7, Y2) niherungsweise gleichverteilt auf [0, 1]%. Betrachte die Indikator-
funktion, dass (Y7,Y2) im Viertelkreis liegt:

Z= 1{Y12+Y22§1}'
Dann gilt fiir grofles L
E[Z) = P(Y2+YZ < 1)

N Fliche Viertelkreis
~ Fliche Einheitsquadrat 4"

» Mittels z; erhalten wir fiir groe L und n eine Approxi-
mation von 7:

1 <& Abb.: n = 1000 Realisierung von
4';2%%4'15’(2)’“”' (Y1, Y3) mit L = 1000 und
=1 resultierender Approximation
7~ 3.1480.

&

Wir kommen nun zum zweiten fundamentalen Grenzwertresultat.

Satz und Definition 5.6 (Zentraler Grenzwertsatz). Seien X;,i¢ € N, unabhingig und identisch
verteilte Zufallsvariablen, d.h. PXi = Pt Vi, (kurz: ,i.i.d.“ fir ,independent and identically
distributed“) mit Erwartungswert u = E[X;] und Varianz o = Var(X;) € (0, 00).

Dann gilt fir alle x € R:

P(\/nl’7 i(XZ —p) < :E) P (x) = \/12?/3; e /2 gt

i=1

D heifst Standardnormalverteilungsfunktion und

1
. 67t2/2

p(t) = '(t) = Wors ,

teR,

heiffit Standardnormalverteilungsdichte

Der Beweis ist z.B. im Lehrbuch von Diimbgen zu finden.

Seien X7, X5, ... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert p € R
und Varianz o2 € (0, 00).

Dann gilt nach dem Gesetz der groflen Zahlen:

d.h. mit fiir groBe n ist mit groBer Wahrscheinlichkeit ist Y- ; X; nah an npu.
Zentraler Grenzwertsatz quantifiziert dieses ,nah“. Er besagt, dass fiir grofie n

\f(ii){@ = U\l/ﬁ(zj;Xnu) (j\l/ﬁi(Xiu)

anndhernd standardnormalverteilt ist.
Die Standardnormalverteilungsfunktion bzw. -dichte besitzen einige wichtige Figenschaften.
Es gelten:
P(—o00):= lim P(x) =0, O(00) := lim &(z) =1,
Tr—r—00 Tr—r00

o(t) = p(-t), vt e R.
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Daraus folgt fiir alle z € R

Insbesondere  gilt  damit

®(0) = 4.

Beispiel 5.7.
Es seien X1, 1 < ¢ < n, i.i.d. Poisson-verteilt mit Parameter A > 0. Somit gilt F[X;] = Var(X;) =
A, vgl. Beispiele und

» Der Zentrale Grenzwertsatz liefert (fiir grofies n)
(Xi—A) < ac) ~ ®(x)
=1

P(\/%l

7

und daher

P(‘Xn:(xi ~ V)| 2 ¢) & @ e/ Vi) + 1 - B(c/Vnd) = 20( — ¢/ V).

i=1

Andererseits ist > _._; X; Poisson-verteilt mit Parameter nX (s. Bsp. 3.13), sodass

P(‘i(X"A)‘ zc) =1-Pu([nA—cl,..., [nA+c)).

Vergleich dieser Wahrscheinlichkeiten:

1 T T T T T T 10 . .
<
ogﬁ\ﬁ i \\\

R ~—
08 < E .
-
N *\_‘
L 1 i

BN 105 Sh

10f
0sk S 4 10 N

Abb.: Wkeiten fiir nA = 100, jeweils abgebildet als Funktion von c. Blau durchgezogen:
tatséchliche W’keit, schwarz gestrichelt: Normalapproximation, rot gepunktet: Chebychev’sche
Schranke. Links: ¢ € [0, 20], rechts ¢ € [0,80] mit logarithmische Skala der y-Achse.

» Wihrend fiir moderate ¢ die Approximation sehr gut ist, ergeben sich grofiere Abweichungen
fiir extremere Werte von c. &

Wenden wir den Zentralen Grenzwertsatz auf eine By ,-verteilte i.i.d. Folge (X;);>1 an, ergibt
sich wegen E[X;] = p und Var(X;) = p(1 — p):
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Korollar 5.8 (Zentraler Grenzwertsatz von Moivre-Laplace). IstY,, eine B, ,-verteilte Zufalls-
variable mit p € (0,1) fiir alle n € N, so gilt

Yn —np n—o00

P<a< e gb) O Pb) — Bla) V-oco<a<b<oo

Beweis. Fiir i.i.d. By p-verteilte (Bernoulli-)Zufallsvariablen (X;);en gilt, dass Y,, die selbe Vertei-
lung hat wie Y. | X;. Zudem gilt (siche Beispiele oben) u = E[X;] = p sowie ¢? := Var(X;) =
p(1 — p). Daher folgt aus dem Zentralen Grenzwertsatz

P(a<mgb)P<m§b)p(w<a)

P(Z?zl(Xi—u) Sb) _P(Z?zl(Xi—u) ga)

no? Vno?
D) - Dla) V-oo<a<b< oo O

Beispiel 5.9.

Bei einem Flug kann das Flugzeug ny = 200 Personen beférdern. Mit Wahrscheinlichkeit p = 0,96
erscheinen die Ticketinhaber jeweils unabhéngig voneinander zum Flug.

Frage: Wie viele Tickets darf das Unternechmen verkaufen, damit die Wahrscheinlichkeit einer
Uberbuchung (d.h., dass mehr als ng Personen zum Abflug erscheinen) maximal 0,05 betragt?
Bezeichnet

= Angzahl der Personen, die zum Flug erscheinen,

n = Anzahl der verkauften Tickets,

so ist X gerade By, ,)-verteilt.
» Wihle n nun maximal so, dass P(X > ng) < 0,05.

Der Zentrale Grenzwertsatz (bzw. Korollar [5.8]) liefert die Approximation

X —np 1o — P
P(X > ng) P(m>m)
np(1 — p)

Soll nun die rechte Seite kleiner oder gleich 0,05 sein, so ist dies dquivalent zu

_ mot 5R(@T1(0,95)) \/(no - %”(@*1(0,95»2)2 (n0)2
n < _ _ (20
p p p
~  203,55.
» Man kann also maximal 203 Tickets verkaufen.
Die tats. Uberbuchungsw. betrégt dann nur B2gs,,){201,202,203} ~ 0,0113. &

Beispiel 5.10 (Stetigkeitskorrektur).
Die obige Approximation ldsst sich merklich verbessern!
Da X nur natiirliche Zahlen als Werte annehmen kann, gilt

P(X >ng)=P(X >t) Yt € [ng,ng + 1).
Es ergibt sich wie oben

P(X >t~ 1-@(’5_7”17).

np(l —p)
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Oft wird der mittlere Wert ¢t = ng + % des Konstanzintervalls verwendet. Diese Wahl nennt
man Stetigkeitskorrektur, da die Sprungfunktion ¢ — P{X < t} durch eine stetige Funktion
approximiert wird.

Damit ergibt sich n < 204,06, d.h. max. 204 verkaufte Tickets. In der Tat gilt

0,048 fiir n = 204,
P(X >ng) = B(n,p)(no +1,...,n)~ {

0,094 fiir n = 205.

Beispiel 5.11 (Konstruktion eines Tests, Fortsetzung von Beispiel 5.4).

Eine Miinze wird n = 500 mal unabhéngig voneinander geworfen. Die Wkeit fiir Kopf sei p.
Gesucht: Ein Test, ob p = 1/2, d.h. ob die Miinze fair ist.

Wir setzen wieder

X — falls im i-ten Wurf Kopf fillt,
" 10, falls im i-ten Wurf Zahl fallt,

und erhalten das statistische Fxperiment:

n

({0, 13", (B X)) eoyy) mit P X ({wh) = [[ (1 - p)*,w € {0,137

i=1

Die relative Haufigkeit, mit der Kopf fillt, ist gegeben durch

Die Miinze soll als (vermutlich) unfair angesehen werden, falls ‘Xn -1/ 2‘ einen sog. kritischen
Wert c iiberschreitet. » Wie sollte ¢ gewdhlt werden?

» Der Test lehnt Annahme, dass Miinze fair ist, ab, wenn |Xn — 1/2| > c.
Bei der Wahl des kritischen Werts ¢ sind zwei gegenldufige Effekte zu berticksichtigen:

e Wihlt man ¢ grof}, so ist es unwahrscheinlich, dass man eine tatsdchlich faire Miinze irrtimlich
als unfair bezeichnet (Fehler 1. Art); andererseits wird man aber oft eine tatsdchlich unfaire
Miinze nicht als solche erkennen (Fehler 2. Art).

e Wihlt man c klein, so ist umgekehrt die Wkeit, einen Fehler 1. Art zu begehen grof3, aber
die W’keit, einen Fehler 2. Art zu begehen, klein.

» Ublicherweise gibt man sich eine (kleine) obere Schranke a € (0, 1), das sog. Signifikanzniveau,
fiir die Wkeit vor, einen Fehler 1. Art zu begehen (der oft als problematischer angesehen wird),
und versucht dann, die W’keit fiir einen Fehler 2. Art zu minimieren.

» Wihle o (z.B. @ = 0,05) und dann ¢ = ¢, so, dass fiir eine faire Miinze (p = 1/2) die
Wahrscheinlichkeit durch o beschrénkt ist:

1< 1
Pis(|g S Xi=g|> <) <e
i=1
Mittels des Zentralen Grenzwertsatzes erhalten wir die Approximation
I 1
Pl/g(’n;)(i - 5’ > c) ~1— ®(v/n-2) + B(—v/n - 2)
= 2®(—2c¢\/n)

!
= .
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» Es folgt im Fall n = 500, a = 0,05

7! (a/2)

2/

C= —

~ 0,0438.

Die Miinze kann also als unfair angesehen werden, wenn die relative Haufigkeit, mit der Kopf fallt,
nicht in dem Intervall (0,4562;0,5438) liegt.

Vergleicht man das Ergebnis mit dem, dass wir aus der Chebyshev-Ungleichung gewonnen ha-
ben, also dem Intervall (0,4;0,6), so zeigt sich, dass es die Approximation mit dem Zentralen
Grenzwertsatz ermoglicht, eine unfaire Miinze viel eher zu erkennen. &
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6 Wahrscheinlichkeitsmafle auf R

6.1 Grundbegriffe reloaded

Kontinuierliche Ergebnisse eines Zufallsexperiments (z.B. Lingen, Gewichte, Zeiten) lassen sich
nicht auf natiirliche Weise durch diskrete Wahrscheinlichkeitsriume beschreiben.

Im Allgemeinen kann man dann nicht mehr jeder Untermenge des Grundraums eine Wahrschein-
lichkeit zuweisen, vgl. Bsp. 6.7 unten.

» Wahrscheinlichkeiten kann man nur noch ,gutartigen“ Mengen zuordnen, u.a.:

e Intervalle sind gutartig.
e Komplemente gutartiger Mengen sind gutartig.
e Abzihlbare Vereinigungen gutartiger Mengen sind gutartig.

Es bezeichne im folgenden o7 C () das System aller , gutartigen* Mengen.

Wie miissen Systeme “gutartiger” Mengen konstruiert werden?

Definition 6.1. Sei Q2 # @ ein beliebiger Grundraum. Eine Menge &/ C #2(Q) von Untermengen
von 2 heifit o-Algebra auf (Q, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(a) Qe ,
(b) Ac &/ = A€ o7,

(¢c) Ape o YneN= |JA,e.
neN

(Q, #) heifit dann Messraum. Die Mengen A € 7 heiflen Ereignisse.

» o-Algebren modellieren die Menge aller Informationen, die wir iiber ein Zufallsexperiment be-
kommen koénnen, entsprechend lassen sich (a)-(c) interpretieren.

Beispiel 6.2. Betrachte auf Q2 = R die o-Algebren:
1. o ={0,(—00,0),[0,00), R} ~» Wir wissen nur, ob das Ergebnis < oder > 0 ist,
2. o = P (R) ~ Wir wissen alles, insb. kénnen wir alle w € Q unterscheiden.

3. o/ = P sei die kleinste o-Algebra, welche alle Intervalle (a, ] fiir beliebige—o0 < a < b < 00
enthélt ~ Fiir jedes Intervall wissen wir, ob ein Ergebnis darin liegt oder nicht.

¢

» Zr heifit Borel-o-Algebra auf R. Man kann zeigen, dass &g auch alle offenen und alle abge-
schlossenen Teilmengen von R enthélt. Obwohl alle “iiblichen” Untermengen von R in %g liegen,
gilt Br # Z(R).

Auf Q = R werden wir typischerweise %r betrachten.

Auf eine o-Algebra .o/ eingeschrinkt konnen wir die Definition eines diskretes W’mafles auf allge-
meine Grundriume € {ibertragen:

Definition 6.3. Sei (Q,.%7) ein Messraum mit Grundraum 2 # () und o-Algebra 7. Eine Abbil-
dung
P: o —0,1]

heifit Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (Q, &), falls
(a) P(Q) =1,
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(b) A, € o, neN, disjunkt = P( U An) = S P(A,) (o-Additivitit).
neN neN

(Q, o, P) heifit dann Wahrscheinlichkeitsraum.

» Diskrete Wahrscheinlichkeitsriume ergeben sich als Spezialfille mit &/ = 22(Q2) und W mafien
mit abzdhlbarem Trager.
Die Sitze und Definitionen

[[4] elementare Rechenregeln fiir endliche W’rdume,
[[IT Rechenregeln fiir diskrete W’mafe,
211 Bedingte Wahrscheinlichkeiten
2.3 Satz von der Totalen Wahrscheinlichkeit und von Bayes,
stochastische Unabhingigkeit von Ereignissen,

iibertragen sich sinngem#fl auf allgemeine Wahrscheinlichkeitsrdume, wobei als Ereignisse jeweils
nur Mengen aus &/ betrachtet werden.
» Wesentlicher Unterschied zu diskreten Wahrscheinlichkeitsrdumen:
Wiéhrend diskrete W’mafle P vollsténdig durch die Zéhldichte f(w) := P({w}), w € Q bestimmt
sind, ist dies fiir allgemeine W’mafle falsch!

Fiir eine einfache Beschreibung von W’maflen auf (R, %g) kann man zeigen, dass es reicht,
P((—o0,x]) fiir alle € R festzulegen.

Satz und Definition 6.4. Ist P ein WahrscheinlichkeitsmafS auf (R, Br), so gilt fir die durch

F:R—[0,1], F(z) := P((—o0,x])
definierte Verteilungsfunktion von P:
(i) F ist monoton steigend.
(ii) F ist rechtsseitig stetig, d.h. limy , F(t) = F(z) fir alle x € R.
(i11) F(o0) := Th_)noloF(x) =1, F(-o0):= Tl}r_nooF(x) =0.

Ist umgekehrt F: R — [0,1] eine Funktion, die (i) - (iii) erfillt, so existiert genau ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf auf (R, Br), das F als Verteilungsfunktion besitzt.

Der Beweis der Riickrichtung beruht auf Resultaten der Mafitheorie, die deutlich iiber diese Vorle-
sung hinausgehen. Die Eigenschaften von Verteilungsfunktionen kann man jedoch relativ leicht aus
den Eigenschaften von W’maflen herleiten. Zunéchst wollen wir jedoch einige Beispiele studieren.
Hierzu kann man viele Verteilungen auf (R, %g) besonders einfach durch ihre Dichten beschreiben:

Satz und Definition 6.5. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, Br). Ewistiert eine inte-
grierbare Funktion f: R — [0,00), sodass

Flz) = P((—00,2]) = /_m F#)dt VxR, ()

so heifit f Dichte von P bzw. von der zugehorigen Verteilungsfunktion F. Ist A € Br, so dass
f - 14 integrierbar ist, so gilt

PA) = [ f@) Law)do = [ f(a)ds

Umgekehrt ist jede integrierbare Funktion f: R — [0,00) mit ffooo f(t)dt =1 Dichte eines Wahr-
scheinlichkeitsmafles auf (R, Br), das durch (x) eindeutig festgelegt ist.
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Ein erstes Beispiel fiir Wverteilungen auf (R, %g) ist uns bereits im vorangegangen Kapitel
begegnet:

Beispiel 6.6 (Normalverteilung). Die aus dem Zentralen Grenzwertsatz bekannte Funktion
1
o(t) i= — -e_tz/Q7 t eR,

ist die Dichte der sog. Standardnormalverteilung N 1), denn die zugehorige Verteilungsfunk-
tion ®(z) = [*_ o(t)dt erfiillt P(c0) =1
Durch Substitution s = (¢ — p)/o kann man leicht zeigen, dass auch

1
gpu’g(t) = W . e_(t_ﬂ)z/@az)’ te R’

fiir Parameter 1 € R und o > 0 eine Dichte ist. Die zugehorige Verteilung ist die Normalvertei-
lung NV, »2). O

Beispiel 6.7 (Gleichverteilung).
Fir —co<a<b<ooist f:= ﬁ]l(%b} Dichte eines W’mafles auf (R, %), denn

o % Teap(t) 1 /b b—a
t)dt = . dt = 1dt = =1
/_Oof() /_OC b—a b—a ), b—a

der sog. Gleichverteilung () auf (a,b]. Es gilt fiir alle a <c<d <b

Ul = [ T @) L (o) de
_ /°° ]l(a,b](z) d—c'

b—_a : ]]-(c,d](x) dx =

— 00

» Die Wkeit von (¢, d] hingt nur von der Lénge des Intervalls ab, nicht von seiner Lage innerhalb

von (a, b], daher der Name , Gleichverteilung®.

» Man kann zeigen, dass kein Wahrscheinlichkeitsma$l P auf ([0, 1], ([0, 1])) existiert, so dass
P((e,d])=d—c VO0<ec<d<Ll

Es gibt keine Gleichverteilung auf [0, 1], die jeder Untermenge von [0, 1] eine W’keit zuweist ~»
Einschriankung auf #g. O

Beispiel 6.8 (Exponentialverteilung).
Fiir alle A > 0 ist fy(z) := %e’*’”/)‘ - 1[0,00)(x) Dichte eines W’maBes auf R, denn

oo o 1 00
/ fA(];) dr = / Xe_m/)\ dr = _e—r/)\ -1
—o0 0

0

Das zugehorige W’maf3 £, heifit Exponentialverteilung mit Parameter A > 0. Es besitzt die
Verteilungsfunktion

F)\(x)Z/ i) dt = —e_t/A‘zzl—e_I/k, Yz >0,

und Fy(z) = 0 fiir alle z < 0. o
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Fiir z,y > 0 ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass ein Wert groler als « + y beobachtet wird,
wenn bekannt ist, dass der Wert z iiberschreitet, gerade gleich

5,\((x +y,00) N (as,oo)) _ é}((a: + y,oo))
6',\((30700)) 5,\((:5, oo))
1 f&\((foo,ery])
1 —EA((—OO,.Z‘])
1-F\(z+y) e—(@+y)/A

1— F\(x) e~ /X
=e ¥ = SA((y,oo)).

5>\((9c—|—y7oo) | (LU, OO)) =

» Exponentialverteilungen beschreiben Lebensdauern von Dingen, die nicht altern, d.h. die W’keit
noch y Jahre zu iiberleben, gegeben dass bereits x Jahre iiberlebt wurden, hdngt nicht von z ab.
Da das bis z erlebte keinen Einfluss hat, sprechen wir auch von Geddchtnislosigkeit.

Beispiel 6.9.
Ein Seil der Lénge 1 wird so lange an beiden Enden gezogen, bis es reifit. Die Wahrscheinlichkeit,
dass das Seil in der Umgebung der Stelle z € (0, 1) reift, sei proportional zum Abstand zum néiher

gelegenen Ende, also proportional zu min(z, 1 — ).
Modell: P sei das Wahrscheinlichkeitsmafl mit der Dichte

sonst.

_Je min(z,1—2z), 2€(0,1),
(o) = {O’

Wihle ¢ > 0 so, dass [~ f(z)dw = 1, das heift

1 1/2 o '
c/ min(x71—$c)dx:2c/ xdx:c:c20 =-=1
0 0

€
4
Es folgt ¢ = 4, also f(z) = 4min(z,1 —x)1g,1)(z).

Die Wahrscheinlichkeit, dass das ldngere Teilstiick mindestens die Linge 3/4 besitzt, betrégt

P30 [31) = [y s

¢

Wir kommen nun zuriick zum Beweis von Satz Fiir den Nachweis der Eigenschaften (ii) und
(iii) einer Verteilungsfunktion benétigen wir folgende Eigenschaften von W mafien:

Lemma 6.10. Sei (2, &7, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
(i) Sei A, € &, n € N, eine monoton steigende Folge (d.h. A, C A,y1 Vn € N). Dann gilt
fir A= U A4, (kurz: A, TA)

neN

P(A) = lim P(4,).

n—oo
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(ii) Ist B, € o/, n € N, eine monoton fallende Folge (d.h. B, D B,+1 Vn € N) und B :=

N B. (kurz: B, | B), so gilt
neN

P(B) = lim P(B,).

n—oo

Den Beweis dieses Lemmas und der Eigenschaften (i) bis (iii) einer Verteilungsfunktion laut
Satz fithren wir, falls es die Zeit erlaubt.
Eine weitere Anwendung des Lemmas liefert:

Korollar 6.11. Fir jedes Wahrscheinlichkeitsmaf8 Q auf (R, B) mit Verteilungsfunktion F und
fiir alle x € R gilt fiir die Sprunghdhe von F' in x

AF(z) := F(zx) — F(z—) := F(z) — ltlTHrl F(t) = Q({x}).

» Fiir jede stetige Verteilungsfunktion gilt P({z}) = 0 fiir alle 2 € R. Dies ist insbesondere der
Fall, wenn P eine Dichte besitzt.
Dies zeigt, dass Zéhldichten fiir solche Verteilungen vollig bedeutungslos sind.

6.2 Zufallsvariablen und ihre Erwartungswerte

Bei diskreten Wahrscheinlichkeitsrdumen (2, P) ist eine Abbildung X : Q — S fiir S # 0 stets eine
Zufallsvariable und besitzt somit eine Verteilung:

PX(B)=P(X Y(B))=P(X€B) VBCS.

Dies ist dann ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl auf S.

Im allgemeinen Fall ist ein Wahrscheinkeitsmaf§ P nur noch auf einem Mengensystem o/ C 2((Q)
definiert, d.h. P: & — [0,1].

» P(X~Y(B)) ist nur noch definiert, wenn X ~}(B) € &/, d.h. wenn das Urbild eine ,gutartige®
Menge ist.

» Wir schriinken daher wieder die betrachteten Teilmengen B C S auf eine Untermenge von 2 (.5)
ein.

Satz und Definition 6.12. Es seien (2, <7), (S,%) Messriume und X : Q — S eine Abbildung.
X heifit S-wertige Zufallsvariable, falls
XY Cyead vVCe¥F

Man schreibt X: (Q, /) — (S,€) und sagt, dass X (o7, €)-messbar ist.
Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (2, <7). Dann wird durch

PX(C):=P(X 1 (C)=PXeC), Cec¥,

ein Wahrscheinlichkeitsmafl PX auf (S, %) definiert, die sogenannte Verteilung von X unter P.

Definition 6.13. Sei X: (Q,4) — (R, %g) eine R-wertige Zufallsvariable auf dem W’raum
(Q, o, P).
(i) Die Verteilungsfunktion der Verteilung P von X
F:R— (0,1, z~ P¥((—o00,z]) = P(X <z)

wird auch Verteilungsfunktion von X genannt.
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(ii) Besitzt F eine Dichte f, d.h. gilt
P(X<z)= / f(t)dt  VxeR,

so heifit diese auch Dichte von X.

Im diskreten Wahrscheinlichkeitsraum wird der Erwartungswert definiert als

EX]= Y a-P(X=ux)
zeX(Q)

Diese Definition ist fiir allgemeine R-wertige Zufallsvariablen unsinnig!

Nach Korollar gilt
P(X =)= P*({z}) =0,

falls X eine stetige Verteilungsfunktion besitzt und insbesondere, falls X eine Dichte besitzt.

» Bei obiger Definition wire der Erwartungswert auch dann 0, wenn die Zufallsvariable nur strikt
positive Werte annimmt.

» Man ersetzt daher bei Zufallsvariablen mit Dichten in der obigen Definition die Summe durch
ein geeignetes Integral.

Definition 6.14. Ist X eine (R, Zg)-wertige Zufallsvariable, die eine Dichte f besitzt, so wird
der Erwartungswert von X definiert als

falls [*_|z|f(z)dz < cc.

Analog zu Definition 4.1 nennt man den Erwartungswert von X auch den Mittelwert der Verteilung
PX von X.

Beispiel 6.15. 1. Sei X gleichverteilt auf (a, b], d.h. mit Dichte f = 1,4 /(b —a). Dann hat X
den Erwartungswert

> 1 b I — a+b
E[X]z/ xf(z)dx = /aa:dx=2(b_a)= 5

2. Sei X exponentialverteilt mit Parameter A, d.h. X besitze die Dichte fy(z) := e~ /2 /X -
]1[0’00] (m)

Dann berechnet sich der Erwartungswert mittels partieller Integration zu

E[X] = /00 xfa(z)dx

— 00

1 oo
= 7/ ze /N dy
Ao
:fxe*z/)‘|go+/ e ™/ da
0

= —)\e_’”/A‘ZO

=\ &
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Satz 6.16. Ist in der Situation von Definition g: R = R eine Abbildung, so dass g(X) eine
Zufallsvariable ist, deren Erwartungswert existiert, so gilt

Elg(X)] = / " o) /(@) dr.

— 00

Mit diesem Ergebnis lassen sich Varianz, Kovarianz und Korrelation (und Median) analog zu

Kapitel 4 (s. und |4.18)) definieren und berechnen.
Ferner gelten die gleichen Rechenregeln, wie dort hergeleitet.

Beispiel 6.17.
Sei X gleichverteilt auf [a,b], d.h. mit Dichte f = 1,4 /(b—a). Dann hat X? den Erwartungswert

*° 1 b b —a®  b?+ab+a?
E[X? = *fz)de = 2do = = :
X7 / v () da b—a/a v 3(b—a) 3

— 00

Daher folgt fiir die Varianz

Var(X) = E[X?]-EX)?
B b2—|—ab+a2_(a—|—b)2
3 2
AV 4 ab+ a?) — 3(a® + 2ab + b?)
- 12
B b — 2ab + a2
N 12
_ (b—a)?
n 12

6.3 Unabhingigkeit

Man kann nun die Unabhéingigkeit von Zufallsvariablen genauso wie in Definition [3.4] einfiihren.
Insbesondere definieren wir fiir reellwertige ZVn.:

Definition 6.18. Zufallsvariablen Xi,...,X,: (Q,4) — (R, %gr) heiflen stochastisch un-
abhingig, wenn die Ereignisse {X; € B1},...,{X, € B,} fiir alle By,..., B,, € $g stochastisch
unabhéngig sind.

Diskrete Zufallsvariablen sind genau dann unabhéingig, wenn ihre gemeinsame Z#hldichte (z1,...,z,) —
f(z1,...,2,) gleich dem Produkt ihrer einzelnen Zéhldichten fx, (z;) ist (s. Satz|3.5)).

Die Verteilung einer allgemeinen Zufallsvariablen l&sst sich nicht durch eine Z&hldichte beschreiben.

Es ldsst sich jedoch fiir reellwertige Zufallsvariablen eine analoge Charakterisierung mit Hilfe ihrer
Verteilungsfunktionen angeben.

Satz 6.19. Fir Zufallsvariablen X;: (Q, o) — (R, Ar), 1 < i < n, mit Verteilungsfunktionen
Fx,, 1 <1i<n, sind dquivalent:
(i) X1,...,X, sind stochastisch unabhdingig.

n

(ii) P(X1 € By,.... X, € B,) = [[ P(Xi € B)) VBi,...,B, € %

=1
(iii) P(X1 < 21,...,Xn < an) = [[ P(Xi S @) = [[ Fx.(@:) Var,...,z0 €R.
i=1 i=1
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» Zufallsvariablen sind genau dann unabhéngig, wenn die Verteilungsfunktion ihrer gemeinsamen
Verteilung das Produkt ihrer Verteilungsfunktionen ist.

Beispiel 6.20.

(i) Seien Xj, X5 stochastisch unabhéngige exponential & -verteilte Zufallsvariablen mit Vf.
Fx,(z) = Fx,(z) = (1 —e™")1(0,00)(z) fiir alle z € R.

Dann gilt fiir alle z1, 25 € R
P(Xy <x1,Xo <x2) = P(Xy <21) - P(X2 < 29)
= (]_ — eiwl)(l — 6*232)1(0,00)2 ($1,$2) = FX1 (1’1)FX2 ({EQ)

(ii) Seien nun Y7, Ys R-wertige Zufallsvariablen, so dass fiir alle y;,ys € R:

P(Y1 <y1,Ya <) = (1—e™Wv2) o (y1,y2). (*)

Dann folgt, dass Y7 (und analog Y3) & -verteilt ist, denn Vy; € R:
Fri(p) = PO <} = m PV <0, ¥ <) = (1 €710, (00).
2

Da die rechte Seite von (*) nicht als Produkt einer nur von y; und einer nur von y2 abhéingen-
de Funktion geschrieben werden kann, sind Y7 und Y5 jedoch nicht stochastisch unabhéngig.
Tatséchlich ist (Y7, Ys) verteilt wie (X1, X7) (Warum?). O

Borel-o-Algebren, Verteilungsfunktionen und Dichten kann man analog auch fiir Q = R" defi-
nieren.

Definition 6.21. (i) Die Borel-o-Algebra %~ auf R"™ wird definiert als die kleinste o-
Algebra, die alle Rechteckmengen

X =

(aj,b;] mit co<a; <b <o firalel <i<n

i=1

enthélt.

(ii) Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R™, Bgr ), so wird die zugehdrige multivariate Ver-
teilungsfunktion F' definiert durch

F(zy,...,2,) = P(%(—oomci]), (1,...,2,) € R™

Ubertragen wir multivariate Verteilungsfunktionen auf Zufallsvariablen, erhalten wir:

Satz und Definition 6.22. Ist (2,.%/) ein Messraum und X; : Q@ — R, 1 <i < n, so gilt die
Aquivalenz

X=0X1,...,Xn): Q=>R" &, B"-messbar
— X,: Q>R &, Br-messbar V1<i<n.

In dem Fall wird X auch n-dimensionaler Zufallsvektor genannt.
Die multivariate Verteilungsfunktion von PX

F(xy,...,x5) = P(X1 <z, X9 <xo,..., X, < xn), (x1,...,2,) € R™,
heifst gemeinsame Verteilungsfunktion von X,..., X,,.

Analog zum eindimensionalen Fall fithren wir Dichten auf R™ ein.
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Satz und Definition 6.23. Es sei P ein W’mafl auf (R™, Brn), mit multivariater Verteilungs-
funktion F. Existiert eine Abbildung f: R™ — [0,00), so dass fir alle (x1,...,z,) € R®

Z1 T2 Tn
F(:vl,...,xn):/ / / f(tl,...,tn)dtn...dtgdtl

gilt, so heifst f (multivariate) Dichte von P bzw. von F. Es gilt dann VB € PBgn

/ / Bt o tn) - fltr, ..ty dby .. diy.

» Insbesondere gilt fiir B = (a1,b1] X -+ X (an, bn], a; < b;yi =1,.
bl n
P((al,bl]x~~ an, n / ftl,..., n)dtndtl

Ist X = (Xy,...,X,) ein Zufallsvektor auf (2,27, P), so heilen die Verteilungen PXi, 1 <i < n,
(eindimensionale) Randverteilungen.
» Die Verteilungsfunktion F; von X; bzw. P¥i berechnet sich wie folgt:

FZ(.’E) = P(Xl<OO,...,X1',1<OO,X2'§£C,X1'+1<OO,...,Xn<OO)
= F(oo,...,oo, T ,oo,...,oo).
i. Argument

Satz 6.24. Besitzt die R™-wertige Zufallsvariable X = (Xi,...,X,) eine gemeinsame Dichte
f:R™ = [0,00), so hat X; fiir jedes 1 <i <n die Dichte f;: R — [0,00) mit

/ / tl,... i—1s L, tH_l,...,tn)dtn“'dth_ldti_._l"'dtl

fiir alle x € R.

Falls die Verteilungen der Zufallsvariablen Dichten besitzen, so kann man mit diesen auch die
Unabhéngigkeit charakterisieren, anlog zum diskreten Fall.

Satz 6.25. Seien X;: Q — R firi = 1,...,n ZVn auf einem Wraum (Q, o/, P). Falls alle
Randverteilungen PXi, 1 < i < n jeweils eine Dichte f; besitzen, dann sind dquivalent.

(i) X1,...,X, sind unabhingig unabhdingig.
(i) PX1Xn) besitzt eine Dichte f gegeben durch

flz,... xn) ::Hfi(aci), (1,...,2,) € R™
i=1

Bemerkung 6.26.

e Durch die Verteilung von X = (Xj,...,X,) sind auch alle Randverteilungen eindeutig
bestimmt; Verteilungsfunktionen und (im Fall der Existenz) Dichten der Randverteilungen
lassen sich (prinzipiell) leicht berechnen.

e Umgekehrt ist die Verteilung von X i.A. nicht durch die Randverteilungen eindeutig festge-
legt.

e Sind X7,..., X, stochastisch unabhéngig, so legen bereits die eindimensionalen Randvertei-
lungen PX¢ die Verteilung von X eindeutig fest.

Es gilt fiir die Verteilungsfunktionen
Fx(z1,...,2n) = Fx,(z1) ... Fx, (zn)

und im Fall der Existenz fiir die Dichten

fx(xh PPN ,Z‘n) = le (3}‘1) e an (xn)
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