Klausur
Einfiihrung in die Stochastik
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Nutzen Sie bitte ausschlielich den Bearbeitungsbogen, um die folgenden Aufgaben (auch
Aufgabe 1) zu bearbeiten.

Soweit nicht explizit anders erwihnt, kénnen Sie jeder Aufgabe einen geeigneten Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, F,P) zugrunde legen. Zufallsvariablen sind entweder diskrete re-
ellwertige Zufallsvariablen oder reellwertige Zufallsvariablen mit einer Dichte.

Aufgabe 1 . (12 Punkte)

Geben Sie zu jeder der folgenden Aussagen (auf dem Bearbeitungsbogen) an, ob sie ,wahr*
oder falsch ist. Fiir jede vollstindig richtige Beantwortung aller Teile 1) bis 4) einer der
Aufgaben a) bis d) erhalten Sie jeweils drei Punkte. Es gibt keine Negativpunkte.

a) Esseien (4,), n € N, und (B,), n € N, Folgen von Ereignissen mit ) P(A,) = o0
und Y - P(B,) < .
, O ¥ Es folgt, dass P(limsup A,) = 1.
2) Es folgt, dass P(liminf 4,;) = 0.
3) Es folgt, dass P(liminf B,) = 1.
/4(5 Es folgt, dass P(limsup B,,) = 0.
b) Es seien py, p2 € (0,00) und X; ~ Poi,, sowie X» ~ Poi,, unabhingige Poisson-

verteilte Zufallsvariablen. Weiterhin seien vy, v, € (0,00) und Y} ~ Exp(r;) sowie

Yy ~ Exp(v,) unabhangige exponentialverteilte Zufallsvariablen.
~

:\S_ D @ Es folgt, dass X, + Xy ~ Poiy, 4p,.
2) Es folgt, dass das Minimum X; A X, Poi,, 4,,-verteilt ist. ,/ f
?/ yEs folgt, dass Y7 + Y2 ~ Exp(v; + ). ‘ . } PRL
4) Es folgt, dass das Minimum Y; A Y3 Exp(v; + vp)-verteilt ist. ‘
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_ Falls (X,) fiir n — oo P-fast sicher gegen X konvergiert und fiir alle X, gilt,

dass E[|X,[] < o0, so gilt auch E[lX]] < co.
?’ 4) Falls X € LHOF, P) und X, € £YQ, F, P) fir alle n € N, und falls (X,)

in ‘EI(Q,]: ,IP) gegen X konvergiert, so existiert eine P-fast sicher konvergente
Teilfolge (X,,), k € N, von (X,,), n € N, 5o dass (Xn,) P-fast sicher gegen X
konvergiert fiir k& — oo. :

d) Es seien (X, )ney eine u.i.v. Familie von Zufallsvariablen und (Y},),ey eine Familie
von identisch verteilten Zufallsvariablen. Weiterhin gelte E[X,] = E[Y)] = 0, E[X?] =
E[Y?]'= 1 und:X;, Yy L£L.

a ;O/ Es folgt, dass —z—%l;ﬁ in Verteilung gegen eine A(0, 1)-verteilte Zufallsvariable
' konvergiert.

2) Es folgt, dass —Z—LLE{}%LY‘) in Verteilung gegen eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvaria-

ble konvergiert.

ol Es folgt, dass = 3" | |X;| fiir n — oo P-fast sicher gegen 0 konvergiert.

/ {

_ 4) Esfolgt, dass = 3" | X; fiir n — oo P-fast sicher gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 2 (7 Punkte)

Es seien p € (0, 1) sowie X, Y, Z unabhéngige Ber,-verteilte Zufallsvariablen. Weiterhin sei £ 7o
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a) Z;\ge:Sie, dvassv U Bernoulli-verteilt ist, und berechnen Sie den zugehorigen
Parameter. (4 Punkte)
b) Geben Sie die Varianz von U an. TR (1 Punkt)
¢) Berechnen Sie E[U'7 — 1]. (2 Punkte)
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Aufgabe 3 YE A4 oolv  awdel (8 Punkte)

Es sei C C 2%, sodass fiir alle z,y €  mit z # y ein A € o(C) existiert mit 14(z) # La(y).

a) Zeigen Sie, dass fiir jede Wahl von z,y € {2 das Mengensystem

7/

Foy:={A€a(C): 1a(z) = Ta(y)} » L

eine o-Algebra ist. (3 Punkte)

b) Zeigen Sie durch Widerspruch, dass fiir jede Wahl von z,y € Q mit z # y ein A € C
existiert mit 14(z) # La(y). ~ (5 Punkte)

7
Wé 4 (6 Punkte)

Es seien Multiple-Choice Aufgaben mit jeweils vier Aussagen, welche wir durch die Men-
ge {1,2,3,4} beschreiben, gegeben. Jeder dieser vier Aussagen muss entsprechend ihrem
Wahrheitsgehalt eines der Attribute ,falsch‘ (=0) und ,wahr* (=1) zugewiesen werden;
dabei kénnen sowohl mehrere Antworten als auch keine Antwort zutreffend sein. Somit
koénnen wir den Raum aller Antwortmoglichkeiten zu einer Multiple-Choice Aufgabe mit
{0, 1}{1:234} identifizieren. Eine Multiple-Choice Aufgabe gilt als richtig beantwortet, falls
jeder der vier Aussagen das richtige Attribut zugewiesen wurde. Mit dieser Konvention

betrachten wir eine Aufgabe und eine Studierende sowie das Ereignis
A := {Die Studierende beantwortet die Aufgabe richtig} .

Wir nehmen an, dass die Studierende entweder die Losung der Aufgabe kennt (und sie
dann richtig beantwortet) oder zufillig uniform verteilt eine Antwortmaoglichkeit auswéhlt.
Wir definieren die Ereignisse

K := {Die Studierende kennt die Losung der Aufgabe} ,
K¢ = {Die Studierende wéhlt zufillig uniform eine der Antwortméglichkeiten aus} .

Es gilt somit P(A4 | K°) = .

a) Es gelte P(4) = 1. Berechnen Sie unter dieser Voraussetzung P(K). (3 Punkte)

b) Es seien nun vier Multiple-Choice Aufgaben gegeben. Bei einer dieser Aufgaben kennt
die Studierende die Losung der Aufgabe und bei den drei anderen wihlt sie zufallig
uniform verteilt (und unabhéngig voneinander) eine Antwortmoglichkeit aus. Be-
rechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Studierende mindestens zwei Aufgaben
richtig beantwortet (das Ergebnis ist in Form von Briichen anzugeben). (3 Punkte)



Aufgabe 5 (7 Punkte)

Esseien (X, )nen eine Familie von Zufallsvariablen und X eine Zufallsvariable mit X, TD) X

sowie (a,)nen eine Folge reeller Zahlen mit a,, — a € R. Wir nehmen an, dass die Vertei-
n—oo

lungsfunktion von X stetig ist.

a) Zeigen Sie, dass fiir jedes z € R und jedes &€ > 0 ein N.. € N existiert, sodass fiir
alle n > N, , gilt:

4/'(‘ Lo ]
’:/)Z/’ PX+a<z—¢)—e<PXp+a,<z)<PX+a<z+e)+te.
[ (5 Punkte)
b) Zeigen Sie
| 7 ' X, +a, P .
" L/ i » n—oo
(2 Punkte)
Aufgabe 6 : (11 Punkte)

Es sei p € [0,1] und (X, )nen, eine zeithomogene Markovkette auf S = {1, 2,3} mit Uber-
gangsmatrix

lI'—p p/2 pj2
P 1 0.0
1 0 0

[, a) Fir welche p € [0,1] ist die Markovkette irreduzibel? Fiir welche p € [0,1] ist sie
{ aperiodisch? (5 Punkte)

Z b) Berechnen Sie alle stationdren Verteilungen in Abhéngigkeit von p. Wann ist diese
eindeutig? (2 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass wenn die Markovkette irreduzibel und aperiodisch ist, C' € (0, c0)
und ¢ € O(Inn/n) existieren, sodass fiir alle n € N und die unter diesen Vorausset-
zungen eindeutige stationdre Verteilung 7 gilt:

sup ||P™(z,-) = 7|lrv < C(p+o(n))".
ze€{1,2,3}

(4 Punkte)



Aufgabe 7 i (9 Punkte)

Es seien n € N, X; : (0,00)" — (0, 00), sodass X;(z1,...,2,) = z; fir alle ¢ € {1,...,n},
und ((0, 00)™, B((0,00)™), (Py)se(0,00)) €in statistisches Modell, sodass (Xi,...,X,) unter
Py eine u.i.v. Familie von Exp(5)-verteilten Zufallsvariablen ist. Beachten Sie, dass in
diesem Fall fiir allei € {1,...,n} und 9 € (0, 00) schon Vary(X;) = 9?2 gilt.

a) Geben Sie fiir jedes z € (0, 00)"™ den Maximum-Likelihood Schétzer v (z) € (0, 00) Lf
fir 7(9) = 9 an. , (4 Punkte)

b) Ist Uy ein varianzminimierender, erwartungstreuer Schétzer fir 7(J) = 97
Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass ((0,00)", B((0,00)"), (Pg)ve(0,00)) €in regu-
lares statistisches Modell ist, und dass vy, ein erwartungstreuer, regularer Schétzer /
fir 7(10) =13 ist. (5 Punkte)

Viel Erfolg!
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