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Einfiihrung
Hal Varian (Google Chief Economist), 2009:

, The sexy job in the next ten years will be statisticians “

Die Statistik ist wie die Mathematik eine Grundlagenwissenschaft mit
herausragender Bedeutung fiir die wissenschaftliche Auswertung von
Datensiitzen in der Okonomie, den Naturwissenschaften und der
Medizin.

Statistik ist die Wissenschaft vom Sammeln, Aufbereiten, Darstellen,
Analysieren und Interpretieren von Fakten und Zahlen.

Problem: Statistische Auswertungen werden vielfach bewusst, aber
auch unbewusst verfilscht.
e Traue keiner Statistik, die Du nicht selber gefiilscht hast (Winston
Churchill)



Wofiir ist Statistik wichtig?
o Statistik & Mathe sind die Sprachen der Wirtschaftswissenschaften
@ Besseres Verstdndnis anderer Fécher

e Wissenschaftliches Arbeiten (Seminararbeiten,
Bachelor-/Masterarbeit, Forschung)

Was sind das fiir Berufe?
Statistiker /Okonometriker/Data Scientists

Versicherungen: Finanzmathematik/Statistik

(]

(]

Banken und Investment Fonds: empirische Finanzwirtschaft

Marktforschung und Marketing

Qualitdtsmanagement



Unterteilung der Statistik
Deskriptive (Beschreibende) Statistik:
o Aufbereitung einer Datenmenge mittels Tabellen und Grafiken

o Charakterisierung der Daten durch einige wenige, jedoch
aussagekriftige Kenngrofien

Wahrscheinlichkeitstheorie:
o Bietet Methoden fiir die Arbeit mit Zufallszahlen.

Induktive (SchlieBende) Statistik:

o Riickschluss von einer zufillig ausgewihlten Teilmenge auf die
Gesamtheit (z. B. Wahlverhalten)

e Verwendung von Modellbildungen, die mittels Methoden der
Wahrscheinlichkeitstheorie untersucht werden
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Klausur:
@ 90-miniitig; 5 CP; 4 Aufgaben; Nachholklausur im nachfolgenden

Semester
o Hilfsmittel:

e vom Lehrstuhl bereitgestellte Formelsammlung: in dieser sind
Unterstreichungen und Hervorhebungen zuléssig, aber keine eigenen
Eintragungen, Zusatzseiten, beschriebene Post-Its etc.

e nicht-programmierbarer Taschenrechner

Fiir die erfolgreiche Teilnahme empfehlen wir:
@ Besuch der Vorlesungen sowie Nacharbeit des Stoffes;
o aktive Teilnahme an den Ubungen;
o eigenstidndiges Losen der Altklausuren.

Hilfreiche Unterlagen:
o Foliensatz Statistik I
o Ubungsaufgabensammlung Statistik I
o Klausuraufgabensammlung Statistik I
e Formelsammlung
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1.1. Statistische Grundlagen

o Statistische Einheiten oder Merkmalstriger: die Objekte,
deren Charakteristiken/Merkmale untersucht werden

Beispiel: Branchen, Kraftfahrzeuge, Produkte, Menschen,
Arbeitnehmer, usw.

o Die Menge aller Merkmalstréager, auf die sich die Untersuchung
bezieht, heift Grundgesamtheit bzw. Population (Symbol: Q).
Die Elemente von 2 bezeichnen wir mit w.

Beispiel: Kraftfahrzeuge eines bestimmten Typs, Verkehrsunfille
im Jahr 2009 in Bayern, Mitarbeiter eines Unternehmen



o Beachte: Man interessiert sich nicht direkt fiir die einzelnen
Merkmalstrager, sondern fiir eine oder mehrere
Eigenschaften/Grolen X (Merkmale oder Variablen).

Beispiel: Familienstand, Korpergewicht, Geschlecht

o Konkret beobachteter Wert z = X (w) des Merkmals heifit
(Merkmals-) Ausprigung, Realisation oder Beobachtung.

Beispiel: {ledig, verheiratet, geschieden, verwitwet}, x € [40, 200],
{ménnlich, weiblich}



1.1.1. Merkmalstypen

Typen von Merkmalen:

e qualitativ vs. quantitativ
o quantitativ: die Ausprigungen sind Zahlen (SchuhgroBe,
Einkommen, Verkaufszahlen)
o qualitativ: alle anderen (Familienstand, Geschlecht, Augenfarbe)
o qualitative Merkmale sind quantifizierbar (weiblich 1, ménnlich 0)

o diskret vs. stetig
o diskret: abzihlbar viele unterschiedliche Ausprigungen
(Schulnoten, Familienstand)
o stetig: alle Zwischenwerte sind realisierbar (Kérpergewicht,
Temperatur)
e manche diskrete Merkmale weisen sehr viele Ausprigungen auf
(Preis, Einkommen) ~» behandle derartige Merkmale wie stetige.



1.1.2. Datenerhebung und

Datengewinnung

e Totalerhebung: Alle Untersuchungseinheiten aus €2 werden in
der Studie erfasst (z. B. Volkszéhlung).

Nachteil: zu teuer, zu aufwendig, prinzipiell nicht immer moglich
(z. B. Lebensdauer einer Gliihbirne)

o Teilerhebung: Greife auf eine Teilmenge der Grundgesamtheit
zuriick.

o Die Menge der erhaltenen Realisationen heifit Stichprobe.



1.1.3. Skalierung

e Nominalskala (klassifikatorische Skala):
Bezeichnen x und y Realisationen des Merkmals, so ist lediglich

x =y (Gleichheit) bzw. = # y (Ungleichheit)

interpretierbar.
Beispiel: Familienstand, Geschlecht, Beruf

o Ordinalskala: zuséitzlich ist eine Ordnungsrelation erklért, d. h. es
ist ,,kleiner” und ,,grofler” sinnvoll interpretierbar.

Somit gilt fiir alle Realisationen x und y

x=y oder x>y oder z <y.

Beispiel: Noten, Handelsklassen, Rating-Urteile



o Kardinalskala oder metrische Skala: zusétzlich hat die
absolute Differenz zwischen zwei Beobachtungen eine inhaltliche
Bedeutung (ist interpretierbar).

Beispiel: Temperaturangaben in Celsius, Geburtsjahrgang,
Einkommen, Preis, Umsatz, Alter



Beispiel (Grofite Unternehmen): Liste der grofiten Unternehmen gemessen
am Gewinn, Umsatz, Vermogenswert und Marktwert (in Mrd. USD).

## install.packages("HSAUR") # Nur bei der ersten Verwendung
data("Forbes2000", package = "HSAUR") # Datensatz laden

## 77Forbes2000 # Offnet Hilfeseite zum Datensatz
head(Forbes2000) # Zeigt ersten 6 Zeilen des Datensatzes

##  rank name country

## 1 1 Citigroup United States
## 2 2 General Electric United States
## 3 3 American Intl Group United States
## 4 4 ExxonMobil United States
## 5 5 BP United Kingdom
## 6 6 Bank of America United States
#i# category sales profits assets marketvalue
## 1 Banking 94.71 17.85 1264.03 255.30
## 2 Conglomerates 134.19 15.59 626.93 328.54
## 3 Insurance 76.66 6.46 647.66 194.87
## 4 0il & gas operations 222.88 20.96 166.99 277.02
## 5 0il & gas operations 232.57 10.27 177.57 173.54
## 6 Banking 49.01 10.81 736.45 117.55

## View(Forbes2000) # Zeigt den ganzen Datensatz



Beispiel: Grofite Unternehmen

# Betrachte die 500 grofiten Unternehmen der G7 L&nder

G7 <- c("Germany", "France", "Italy", "Japan", "Canada", "United Kingdom",
"United States")

ForbesG7 <- Forbes2000[Forbes2000$country %in% G7, ]

ForbesG7 <- ForbesG7[1:500, 1]

ForbesG7 <- droplevels(ForbesG7)

# Ubersicht iiber den Datensatz

str (ForbesG7)

## 'data.frame': 500 obs. of 8 variables:

## §$ rank :int 123456789 10 ...

## $ name : chr "Citigroup" "General Electric" "American Intl Grou
## §$ country : Factor w/ 7 levels "Canada","France",..: 77 77 67 6

## $ category : Factor w/ 27 levels "Aerospace & defense",..: 2 6 16 19
## $ sales : num 94.7 134.2 76.7 222.9 232.6 ...

## $ profits : num 17.85 15.59 6.46 20.96 10.27 ...

## $ assets : num 1264 627 648 167 178 ...

## ¢ marketvalue: num 255 329 195 277 174 ...



Beispiel: Grofite Unternehmen

summary (ForbesG7)

## rank name

## Min. : 1.0 Length:500

## 1st Qu.:162.8 Class :character

## Median :315.5 Mode :character

## Mean :325.1

## 3rd Qu.:493.2

## Max. :664.0

##

## category

## Banking : 66 Min.
## Utilities : 42 1st

## Insurance : 37 Medi
## Consumer durables g 2 Mean
## Diversified financials: 28 3rd

## Food drink & tobacco : 28 Max.
## (Other) 1267

#i# profits assets

## Min. :-25.830 Min. : 3.36
## 1st Qu.: 0.360 1st Qu.: 13.91
## Median : 0.650 Median : 26.02
## Mean : 1.086 Mean : 85.85
## 3rd Qu.: 1.383 3rd Qu.: 64.99
## Max. : 20.960 Max. :1264.03

#it

Canada
France
Germany
Italy
Japan

country
: 23
¢ 33
: 31

: 83

14

United Kingdom: 51

United States

sales
: 1.470
Qu.: 8.375
an : 14.190
: 23.605
Qu.: 27.540
:256.330

marketvalue
0.
8.
14.
: 28,
29.
:328.

Min. 3
1st Qu.:
Median :
Mean
3rd Qu.:
Max.

32

940
828
560
805
858
540

65



1.2. Darstellung und Kenngréfien

univariater Datenmengen
Haufigkeitsverteilung

Beispiel (Lieferzeiten): In einem Unternehmen wird festgestellt, dass
der Hauptlieferant fiir die letzten 50 Bestellungen folgende Lieferzeiten
(in Tagen) bendtigt hat:

7T 87

3 8 89 9 8871
9 10 7 10 9

0 1
8§ 7 10 10 8 8 8

T 57 798978710 88
9 10 7 8§ 997858 710 8
o Merkmalstriager: Lieferungen des Hauptlieferanten

e Merkmal: Lieferzeit (in Tagen)

o Stichprobe: die ausgewéhlten Lieferzeiten

e Die Menge der beobachteten Auspriigungen: {3,5,7,8,9,10}

Die Liste ist uniibersichtlich ~~ grafische Darstellung



Ausgangspunkt: ein Merkmal X

e Stichprobe z1, ..., z, mit i.a. z; € IR (univariat)

@ ai,...,a bezeichnen die verschiedenen Ausprigungen in der
Stichprobe (k < n)

absolute Hiufigkeit von a;:

n(a;) = Haufigkeit, mit der die Ausprigung a; in der Stichprobe
1, ..., Tp auftritt

relative Hiufigkeit von a;:

h(a;) = n(a;)/n
Beachte: ZZ ,n(a;) =n und Zz 1 h(a;) =1.



1.2.1. Stab— und S&dulendiagramm,
Kreissektorendiagramm

Stab- und Sdulendiagramm

Stabdiagramm: Uber jeder Ausprigung werden die zugehérigen
relativen (absoluten) Hiufigkeiten in Form von Stében aufgetragen.

Saulendiagramm: Anstelle von Stidben werden Sdulen {iber den
Ausprigungen abgetragen.



Beispiel: Lieferzeiten (vgl. F20)

Ausprigung (sortiert) a; ‘ 3 5 7 8 9 10>
absolute Hiufigkeit n(a;) = n; 1 2 13 17 9 8 |50
relative Hiufigkeit h(a;) = n(aj)/n 5—10 % % % % 5% 1

lieferzeiten <- ¢(7, 8, 7, 3, 8, 7, 5, 7, 8, 9, 9, 8, 8, 7,
10, 7y ©y 8y 9y Ty 8y 7y Wy 8y, 8, ©p 10, 7y 10, ©, ©, 10,
7, 8, 7, 10, 10, 8, 8, 8, 8, 9, 9, 7, 8, 5, 8, 7, 10, 8)

table(lieferzeiten) # Absolute Haufigkeiten

## lieferzeiten

## 3 5 7 8 9 10

## 1 213 17 9 8

table(lieferzeiten)/length(lieferzeiten) # Relative Hiufigkeiten

## lieferzeiten

## & 5 7 8 9 10

## 0.02 0.04 0.26 0.34 0.18 0.16

prop.table(table(lieferzeiten)) # Relative Hdufigkeiten II

## lieferzeiten

## 3 5 7 8 9 10

## 0.02 0.04 0.26 0.34 0.18 0.16



Beispiel: Lieferzeiten (vgl. F20)

# Stabdiagramm fiir die absoluten Haufigkeiten

plot(table(lieferzeiten), type = "h", las = 1, xlab = "Lieferzeiten",
ylab = "abs. Haufigkeiten", main = "Stabdiagramm")

# Sdulendiagramm fiir die relativen Haufigkeiten

barplot(table(lieferzeiten)/length(lieferzeiten), xlab = "Lieferzeiten",
ylab = "rel. Haufigkeiten", las = 1, main = "S&ulendiagramm",

ylim = c(0, 0.4))

Stabdiagramm Sdulendiagramm

0.4

0.3

0.2

01 D
=]

3 5 7 9 3 5 7 8 9

abs. Héufigkeiten
=
o
|
rel. Haufigkeiten

Lieferzeiten Lieferzeiten



Beachte: Darstellung mittels Sdulen— bzw. Stabdiagramm geeignet fiir
diskrete Merkmale, die nicht allzu viele verschiedene Ausprégungen
besitzen. Bei stetigen Merkmalen ist nicht die Hohe der Stédbe von
Interesse, da i.a. jede Ausprigung nur einmal auftritt, sondern die
,Dichte“der Stébe. ~» Histogramm spéter (F28 ff.)

Beispiel fiir 100 Zufallszahlen

Sdulendiagramm
3 —
E
) 2
[N
=
e}
<
0 —

T T T I Wﬂﬂﬂmmrﬂmn\munmm T TTTT
5.46 6.52 7.64 884 9.8 109 1213 13.3 14.62



Kreissektorendiagramm

Winkel:
wj = 360° - h(a;)
(Fliche proportional zu Haufigkeit)

Beispiel: Lieferzeiten (vgl. F20)
w1 =360 &5 = 7.2° und wg=360° 15 = 72°

pie(table(lieferzeiten))



Beispiel: Grofite Unternehmen (vgl. F19)

barplot (table(ForbesG7$category), horiz = TRUE, las = 1)
pie(table(ForbesG7$country))
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1.2.2. Histogramm

Problem: Die Haufigkeitsdarstellung ist uniibersichtlich, falls viele
Ausprigungen vorliegen ~» Klassenbildung

Beispiel:
a) Zeit (in Minuten) die benétigt wird um eine Maschine nach einem
Ausfall wieder in Betrieb zu nehmen (stetiges Merkmal).
K, =(0,15], Ky = (15,30],
K3 = (30,45], K4 = (45,60]

b) Klicks auf ein Werbebanner pro Stunde (diskretes Merkmal)
Messung zur Bestimmung der Wirksamkeit der Werbung.
K, =[170,..,200], Ky =[120,..,170),
K3 =[75,..,120), K4 = [50,..,120),
K5 =1[0,50)



Anforderungen an Klassenbildung:

o X sei reellwertig mit Werten in S C IR
o K;NK; =0 fiir alle ¢ und j
T
e S = |J Kj, Klassen seien Intervalle
i=1
e wiinschenswert: Klassen gleich breit

absolute Klassenhiufigkeit von K;:

n(K;) = Anzahl der Beobachtungen in K;

relative Klassenhéufigkeit von Kj;:



Beispiel (Reparaturzeit):
5, 15, 28, 45, 20, 10, 15, 50, 55, 7, 12, 18, 35, 40, 17, 10, 38, 8, 25, 20

i 1 (kleine *) || 2 (mittlere *) || 3 (groBe *) || 4 (erhebl. Stérung)
K, (0, 15] (15, 30] (30, 45] (45, 60]
n(K;) 8 6 4 2
hEK;) 0.4 0.3 0.2 0.1

dauer <- c(5, 15, 28, 45, 20, 10, 15, 50, 55, 7, 12, 18, 35,
40, 17, 10, 38, 8, 25, 20)
= c(0, 15, 30, 45, 60)))

table(cut (dauer, breaks

##
##
##

table (cut (dauer, breaks

##
##
##

(0,151 (15,301 (30,45] (45,60]

8

6

4 2

= c(0, 15, 30, 45, 60)))/length(dauer)

(0,15] (15,30] (30,45] (45,60]

0.4

0.3

0.2 0.1




Histogramm:

f () = relative Klassenhaufigkeit
B Klassenbreite
h(K;
= ( ) fir ze€ K;



Beispiel: Reparaturzeit (vgl. F30)

Histogramm: f(z) =

0.025
0.020
© 0.015
( 0.010
0.005

0.000

0.0267
0.0200
0.0133
0.0067

fiir
fir
fir
fir

z € Kj
z € Ko
T € K3
r € Ky

20

30

40

50

60




Beispiel: Reparaturzeit (vgl. F30)

hist(dauer, breaks = c(0, 15, 30, 45, 60), freq = FALSE, las = 1,
xlab = "Reparaturzeit", ylab = expression(paste(hat(f),

"(x)")), main = "Histogramm")
Histogramm
0.025
0.020
= 0.015
%= 0.010
0.005 4444444447
0.000 [ l l l l l |
0 10 20 30 40 50 60
Reparaturzeit

hist.info <- hist(dauer, breaks = c(0, 15, 30, 45, 60), plot = FALSE)
hist.info$counts

## [1] 8 6 4 2

hist.info$density

## [1] 0.026666667 0.020000000 0.013333333 0.006666667



Beachte:

o Fliche zur Klasse K;: h(K;)/|K;| - |K;| = h(K;),
d. h. die entscheidende Information iiber das Histogramm ist die
Fléache des Rechtecks!

0o k
/ f(x)dx:Zh(Ki)zl
—o© i=1

~> Die Flache unter dem Histogramm ist gleich 1.



Problem: Wahl der Klassenanzahl

Beispiel: Reparaturzeit (vgl. F30)

abs. Hauigkeit

10

1 Klasse

0 20 40 60

Reparaturzeit

abs. Hauigkeit

60 Klassen

Reparaturzeit

abs. Hauigkeit

Voreinstellung in R

0 20 40 60

Reparaturzeit



Problem: Wahl der Klassenanzahl

e Sind die Daten gleichméBig iiber ein Intervall verteilt, so

e Kompromissvorschlag: k& = |10 log;y(n)]|

| z] bezeichnet die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich z ist, z.B
|2.1] =2, [4.9] =4.

| n 10 20 30 50 100 200 500
10 log;on| | 10 13 14 16 20 23 26
V7 | 3 4 5 7 10 14 22
2|/n | 6 8 10 14 20 28 44




1.2.3. Empirische Verteilungsfunktion

Voraussetzung: kardinales Messniveau (a; € R, a1 < ... < ag)

empirische Verteilungsfunktion:

F(x) = relative Anzahl der Beobachtungen, die kleiner gleich x sind

F(z) = h(a)

a; <z



Beispiel: Lieferzeiten (vgl. F20)

Ausprigung (sortiert) a; |3 5 7 8 9 10
absolute Héaufigkeit n(a;) = n; 12 13 17 9 8
relative Haufigkeit h(aj)lz n(a)/n| &% & # L 5 =
kumulierte rel. Haufigkeit iil h(a;) S A |

0, fir x < 3

25 =0.02, fir3<az<5

2 =006, firb<z<7

F)={ 1 =032, fir7<az<8

33 -066, fir8<z<9

2 =084, fir9<z<10

=1, fiir 10 <

cumsum(table(lieferzeiten)/length(lieferzeiten))
## 3 5 7 8 9 10
## 0.02 0.06 0.32 0.66 0.84 1.00



Beispiel: Lieferzeiten (vgl. F20)

plot(ecdf(lieferzeiten), lwd = 3, ylab = expression(paste(hat(F),
"(x)")), las = 1, xlab = "x", main "emp. Verteilungsfunktion")

emp. Verteilungsfunktion

1.0 H ]

0.2

F(7.5) = 0.32 ~ bei 32% der Lieferungen betrug der Lieferzeit
weniger als 7.5 Tage oder genau 7.5 Tage.



Eigenschaften der empirischen Verteilungsfunktion:

a) F(z) =0 fir z < a1, F(z) =1 fiir £ > ay

b) F(z) ist monoton steigend

¢) F(z) ist rechtsseitig stetig

d) F(a;) — F(a;—) = h(a;) ~ die Spriinge nur an den Stellen

ai,...a, und die Hohe des Sprunges ist gleich der relativen
Haufigkeit der Ausprigung

Bezeichnung: G(a—) = lim.~¢, .50 G(a — €)



1.2.4. Lokalisationsmafle (Lagemafe)

Ziel: Aussage iiber das Zentrum der Stichprobe

Interpretation: Liegen die Daten in etwa symmetrisch um einen
Punkt, so ist dieser das Zentrum.

Symmetrische Verteilung

S T T T T T T
0 0.2 0.4 T=1y5 0.6 0.8

Linksschiefe Verteilung

0.0 3.0
[NNNNNE]

r T T T LU
0 0.2 0.4 0.6 T s

Rechtsschiefe Verteilung

0.0 3.0
L

T T T T T T
0 T5 T 0.4 0.6 0.8



(1) Modus z)joq: héufigster Wert

Beispiel (Rohstoffbedarf): Bedarf an einem Rohstoff fiir die
Produktion pro Periode
10, 23, 20, 33, 50, 20, 20, 13, 50, 33

a; |10 13 20 23 33 50
nfa;j) [ 1 1 3 1 2 2

} = TMod = 20
Sinnvoll bei allen Skalenniveaus.

rohbedarf <- c¢(10, 23, 20, 33, 50, 20, 20, 13, 50, 33)
tab.rohbedarf <- table(rohbedarf)

tab.rohbedarf [tab.rohbedarf == max(tab.rohbedarf)]

## 20

## 3



(ii) Mittelwert (arithmetisches Mittel, Durchschnitt)
Mittelwert

I
Il
S|
&

1 l:l X
= - ;n(ai) a; = ;h(ai) a;

Sinnvoll nur bei kardinalem Skalenniveau.
Beispiel (Pizzapreise): Preise fiir eine Pizza Margherita in n = 5
verschiedenen Restaurants in Augsburg:

xl:6,3:2:8,:163:5,:154:5,305:6.

Durchschnittspreis:

1
T=:(2:5+26+8)=6.



Beispiel: Pizzapreise (vgl. F43)

preise <- c(6, 8, 5, 5, 6)
mean (preise)
## [1] 6

# Mittelwertsberechnung bei einem fehlenden Wert
preiseNA <- c(6, 8, 5, 5, 6, NA)

mean (preiseNA)

## [1] NA

mean (preiseNA, na.rm = TRUE)

## [1] 6



Mittelwert fiir klassierte Daten (Ndherung, Ersatzgrofie)

Klassen Ki,..,K, mit Klassenmittel my,...,m,
1 T T
= i=

Beispiel: Reparaturzeit (vgl. F30)

K; | (0,15] | (15,30] | (30,45] | (45,60]
hEK;) | 04 0.3 0.2 0.1

g = 04-75+4+03-225+0.2-37.5+0.1-52.5

= 22.5.

Wire Ky = (45,90], so bleibt h(K4) = 0.1, aber Zx = 24.0
(ma = 67.5).



(iii) p—Quantil z, und Median
Sortiere die Stichprobe

T1) S @) Sx(@) < < T,
d.h. z(;) bezeichnet die i-te Beobachtung in der geordneten Stichprobe.
p—Quantil
5= (Lnpl+1) firnp ¢ Z
= ; € (0,1
8 {((np)+$np+1)/2 fir np € Z p € (0,1]

| z] bezeichnet die grofite ganze Zahl, die kleiner ist als z, z.B.
12.1) =2, [4.9] = 4.

Interpretation: mindestens 100 - p% der Werte sind kleiner oder gleich
Zp und gleichzeitig sind mindestens 100 - (1 — p)% groBer oder gleich Z,,.

Beachte: Sinnvoll nur ab ordinalem Skalenniveau.



Toos heift unteres Quartil, o5 Median und Zg75 oberes
Quartil

Alternative Schreibweise fiir den Median: xp/eq

Hiermit gilt fiir den Median:

oo | T2 falls n ungerade
M 3@y + 2 (ngarn)), falls 1 gerade



Beispiel: Rohstoffbedarf (vgl. F42), n = 10

Stichprobe z;
10 23 20 33 50 20 20 13 50 33

sortierte Stichprobe ;)
10 13 20 20 20 23 33 33 50 50

Hiermit:
T = = = 20,
1025 10-0.25=2.5 ¢ Z T((25]+1) T 2@)
- 1 1
Zo.5 10'0'525 cz §($(5) + $(5+1)) = 5(20 + 23) = 215,
Zo.75 = T(7.5)41) = T(s) = 33.

10-0.75=7.5 ¢ Z



Beispiel: Rohstoffbedarf (vgl. F42)

rohbedarf <- c(10, 23, 20, 33, 50, 20, 20, 13, 50, 33)
median(rohbedarf)

## [11 21.5

quantile(rohbedarf, type = 2)

## 0% 25% 50% 75% 100%

## 10.0 20.0 21.5 33.0 50.0

quantile(rohbedarf, probs = 0.6, type = 2)

## 60%

## 28



Eigenschaften des Mittelwertes:

o Der Mittelwert reagiert d&uflerst empfindlich auf Ausreifler.
Z.B. Einkommen: (1000, 1000, 1000, 1000, 10000)

einkommen <- c(1000, 1000, 1000, 1000, 10000)
mean (einkommen)

## [1] 2800

median (einkommen)

## [1] 1000

# Losung: Getrimmter Mittelwert

mean (c (1000, 1000, 1000, 1000, 10000), trim = 0.2)
## [1] 1000

o Mittelwert nur reprisentativ bei in etwa symmetrischen Daten,

ansonsten schwer interpretierbar.
o Ist einfach bei klassierten Daten einzusetzen.

Eigenschaften des Medians:
@ Der Median ist eine duflerst robuste Grofle.
@ Der Median kann auch als Kenngrofie bei nichtsymmetrischen
Daten verwendet werden.



Lineare Transformation der Lagemafle
Transformiert man die Beobachtungen geméif
yi=a+0b-x;

so gilt fiir die Lageparameter

YMod = @ + b Zniod
YMed = @ + b TMed
Up=a-+b-7,
y=a+b-Z%
Beispiel: Rohstoffbedarf (vgl. F42), wobei die Produktion verdreifacht
und 20 zusétzliche Reserveeinheiten eingeplant werden: y; = 20 + 3 - z;

T [ 10 13 20 20 20 23 33 33 50 50
ye) | 50 59 80 80 80 89 119 119 170 170

YMod = S0 =204+3-20 =204+ 3 - Mod
YMed = 34.5 =20+3-21.5 =204 3 - ZMea
y = 101.6 =20+3-27.2 =20+3-2



Optimalititseigenschaften der Lagemafle

o Mittelwert:

n

D (@i— N

i=1

wird minimiert durch A = Z.

o Median:
n
> lwi =2
i=1

wird minimiert durch A\ = Zyeq-
e Modus:

ZS(C%)\) mit s(zi, \) = {(1)’

=1

wird minimiert durch A = xp0q.

falls x; = A
falls x; # A



Beispiel: Grofite Unternehmen (vgl. F19)

# Modus der nominalen Merkmale

tab.Country <- table(ForbesG7$country)
tab.Country[tab.Country == max(tab.Country)]

## United States

## 265

tab.Category <- table(ForbesG7$category)
tab.Category[tab.Category == max(tab.Category)]

## Banking

#i# 66

# Mittelwert der stetigen Merkmale

stetigeVar <- c("sales", "profits", "assets", "marketvalue")
apply(ForbesG7[, stetigeVar], 2, mean)

#i# sales profits assets marketvalue

#i# 23.60454 1.08628 85.84856 28.80510

# Median der stetigen Merkmale

apply (ForbesG7[, stetigeVar], 2, median)

## sales profits assets marketvalue
#i# 14.190 0.650 26.025 14.560



1.2.5. Streuungsmafe

Motivation fiir Streuungsmafle

E E
g §
e 3 2 3
Ed £
o .
o °
3 3
] " T T T ]
4 2 o 2 4 4 2 0 2 4
£
g
£
3
o
3




Problem: Lokalisationsmafle beschreiben die Daten nur unzureichend
Ziel: Aussage iiber die Streuung der Daten um das Zentrum (Lagemaf)
Voraussetzung: kardinale Beobachtungen x1, ..., x,

(i) empirische Varianz (mittlere quadratische Abweichung)

1 n
F o= LY -2y

k
_ % 3 n(ai) (@i~ )2 = Y h(ai) (a; - 7)*

i=1 =1

s? gibt den mittleren quadratischen Abstand der Beobachtungen vom
Mittelwert an.
s = V52 heifit empirische Standardabweichung.



Bemerkung: Hiufig verwendet man anstelle des Vorfaktors % auch

den Vorfaktor —L- (Statistik II). Dieser wird auch in der Funktion

var() in R verwendet.

Beispiel: Pizzapreise (vgl. F43)

n <- length(preise)

var (preise)

## [1] 1.5

var (preise) * (n - 1)/n
## [1] 1.2



Eigenschaften von s>

e Verschiebungssatz:

1, 1o
2 2 =2 2 =2
ST = — S — . = — pu—
n(ZxZ n av) anz T
i=1 i=1
Beispiel: Pizzapreise (vgl. F43) 1 = (6, 8,5, 5,6) mit Z; =6
2.524+2.62482 186
2 = * + —62=—"—-36 = 372—-36=1.2,
5 5
s =~ 1.095.
preisel <- c(6, 8, 5, 5, 6)
n <- length(preisel)
var (preisel)
## [1] 1.5
(var.preisel <- var(preisel) * (n - 1)/n)
## [1] 1.2

round(sqrt(var.preisel), 3)
## [1] 1.095



o Die empirische Varianz reagiert duflerst empfindlich auf Ausreifler.

Beispiel: Pizzapreise (vgl. F43) mit einem Ausreifler
2o = (6, 18, 5,5, 6) mit 7o =8

2.52 4+ 92.62 4+ 182 44
2 o= 25H 56 18 _82:?6—64:89.2—64:25.2,

s ~ 5.02.

preise2 <- c(6, 18, 5, 5, 6)
n <- length(preise2)

var (preise2)

## [1] 31.5

var (preise2) * (n - 1)/n

## [1] 25.2

sqrt((n - 1)/n) * sd(preise2)
## [1] 5.01996



(ii) Spannweite
SP =z, — x(1) = max; T — min; r;
Bespiel: Pizzapreise (vgl. F43)

(a) SP=8-5=3
(b)) SP=13-5=8

max (preisel) - min(preisel)
## [1] 3
max (preise2) - min(preise2)
## [1] 13

Beachte: Die Spannweite ist nicht robust.



(iii) Quartilabstand

QA = Zo.75 — To.25
Bespiel: Pizzapreise (vgl. F43)
(a) QA=6-5=1
(b) QA=6-5=1

IQR(preisel, type = 2)
## [1] 1

Bemerkung:
o Der Quartilabstand ist resistent gegeniiber Ausreiflern.
e Es liegen mindestens [n/2] aller Beobachtungen im Intervall

[T0.25, Z0.75],
Z(n/a) < To.25 < Tty < - -
< Z(3n/a)) < To.75 < T([3n/a+1)-



(iv) Median der absoluten Abweichungen vom Median (MAD)
MAD ist gleich dem

Median von |x; — Zos|, i =1,...,n

Beispiel: Pizzapreise (vgl. F43) x1 = (6, 8,5, 5, 6) mit X, = 6
|z — T pred] 002 1 1 0
sortierte Werte ‘ 0 0 1 1 2

Somit ist MAD = 1.

mad(preisel, constant = 1)
## [1] 1

med <- median(preisel)
median(abs(preisel - med))
## [1] 1

Beachte: MAD ist robust gegeniiber Ausreiflern.



Lineare Transformation der Streuungsmafle: y; =a+b- z;

SP, = |b| - SP,
532/ =b. 52

sy =|b] - sz

MAD, = |b| - MAD,



Das Box—Plot

Das Box—Plot ist eine Graphik, in der die wichtigsten Lagemafle und
Streuungsmafle eingetragen werden.

o Linie in der Mitte: Median

o Unterer und oberer Rand der Box: Unteres und oberes Quartil

e Untere und obere Linie (=Whiskers): Kleinster und grofter Wert,
aber beschrinkt durch das 1.5-fache des Quartilsabstands

o Punkte: Ausreifier, die aulerhalb des 1.5-fachen des
Quartilsabstandes liegen



Beispiel (Unternehmensgewinn): n = 6, Gewinn eines UN iiber
mehrere Perioden (in Mio. €)
2.1, 2.5,2.7,3.0,34,6.7

-z = 2.1,
To25 = T(|0.256)+1) = T(2) = 2.9,
Tos = (z@3) + ) /2 = 2.85,
Tors = T(|0.756)+1) = Z(5) = 3.4,
z@e) = 6.7,

ABER: Ausreifler, da z ) auBerhalb des 1.5-fachen Quartilsabstandes
liegt:

6.7 > Zo75 + 1.5(Zo.75 — To.25) = 4.75



Beispiel: Unternehmensgewinn (vgl. F64)

gewinn <- c(2.1, 2.5, 2.7, 3, 3.4, 6.7)
boxplot (gewinn, horizontal = TRUE)




Beispiel: Grofite Unternehmen (vgl. F19)

apply (ForbesG7[, stetigeVar], 2, sd)

## sales profits assets marketvalue

## 29.463847 3.043527 169.299051 41.041540

apply (ForbesG7[, stetigeVar], 2, function(x) max(x) - min(x))

## sales profits assets marketvalue

## 254.86 46.79 1260.67 327.60

apply (ForbesG7[, stetigeVar], 2, IQR)

## sales profits assets marketvalue

## 19.1650 1.0225 51.0750 21.0300
boxplot(profits ~ country, data = ForbesG7, horizontal = TRUE,

las = 1, pch = 16)

United States - -pﬂ]”p—. -ee
United Kingdom - . con Fm b mee = o
Japan | . « o uq»nﬁ-- . .
Italy | . L ﬂ e
Germany | A
France . . F- ﬂ} FE .
Canada — ﬂ}‘{
T

-20 -10 0 10




1.2.6. Konzentrationsmafle

Voraussetzungen: kardinale Werte z; > 0,i=1,---,n

Beispiel: 5 Unternehmen, 25 Mio Kunden. Hat jedes Unternehmen 5
Mio Kunden, so keine Konzentration. Betreut dagegen ein
Unternehmen 20 Mio Kunden, so starke Konzentration.

Problem: Wie stark wirkt sich jede Beobachtung auf die Summe aller
Ausprigungen aus?



Ziel: Wie viel Prozent der Merkmalssummen entfillt auf die v Prozent
kleinsten Merkmalstriger?

Achtung: Die Werte miissen aufsteigend sortiert werden: z; — ;!

Lorenzkurve:
Streckenzug: (0,0), (u1,v1), ..., (Up,vn) = (1,1) mit

u; = Anteil der ¢ kleinsten an der Gesamtzahl der MM-Tréager = L
n

M-
Py
S

<
Il
2,

v; = Anteil der ¢ kleinsten Beob. an der Gesamtsumme =

s
Ry
S

<
Il
—



Beispiel I:

Markt mit fiinf Unternehmen; Umsétze:

5
=n=>5 > x,=25

k=1
i 1 2 3 4 5
() 2 3 3 6 11
1 2 3 4
Ui 5 5 5 5 |1
,_ngz(j) 2 5 8 14 1
Vi =73 25 25 25 25
20

6,3, 11, 2,3 (Mio. €)

L(z)

1.0+

0.8

0.6

0.8



Beispiel II:
Markt mit fiinf Unternehmen; Umsitze: 5,5, 5, 5,5 (Mio. €)

5
=n=2>5, Y xp=25

k=1
L(z)
1.0+
i 1 2 3 4 5 1
(i) 5 5 5 5 5 “:
1 2 3 4
Ui 5 5 5 5
i 4
> 2()
v = =1 5 10 15 20 25 _ 9 o4
T 5 25 25 25 25 25 i
2 Z(5)
=1 0.2

= Gleichverteilung



Beispiel III:
Markt mit fiinf Unternehmen; Umsitze: 0, 0, 0, 0, 25 (Mio. €)

5
=n=>5 > ;=25

i=1 o
i 1 2 3 4 5
Z0 0000 25
1 2 3 4
ui 5 5 55 1
Xl:m(])
v = 2 0000 2=1
200

= extreme Konzentration



Vergleich von Lorenzkurven:

2. starker konzentriert als 1. unvergleichbar

Eigenschaften der Lorenzkurve L(x)

e 0<x <1

e 0 < L(x) <1mit L(0)=0und L(1) =1

o L(x)<=x

o L(z) ist konvex

e L(z) ist eine monoton nichtfallende Funktion
o Knickstelle in (u;,v;) <= 7(;41) > 7(;)



Gini-Koeffizient

Ziel: Maf3zahl fiir die Konzentration

L(z)

Verwende den Flacheninhalt A zwischen der ersten Winkelhalbierenden
und der Lorenzkurve!



o Numerisches Mafl der Konzentration:

B Flache zwischen 45°-Linie und L
- Flache unter 45°-Linie

23 ix(i) —(n+1)> Z (3
G = =1 =1

e Problem: Gypax = * =

@ Normierter Gini-Koeffizient:

n
« — ————— ° ;1
G n_lGe[O ]

o Je grofler G, ist, desto stéirker ist die Konzentration.



Beispiel I:

Markt mit vier Unternehmen; Umsétze: 6, 3, 11, 2, 3 (Mio. )€

5%

G:

2-(1-2—|—2-3+3-3+4‘6+5-11)—6-25

1 2 3 4
2 3 3 6 11]25

= 0.336

5-25

Mit Gpax = 222 = 0.8 folgt G. = 25 - 0.336 = 0.42

## install.packages("ineq")
library(ineq)

umsatz <- c(6, 3, 11, 2, 3)
Gini (umsatz)

## [1] 0.336

Gini(umsatz, corr = TRUE)
## [1] 0.42

# Nur bei der ersten Verwendung



Beispiel: Groite Unternehmen (vgl. F19)

stetigeVar <- c("sales", "profits", "assets", "marketvalue")

apply (ForbesG7[, stetigeVar], 2, function(x) Gini(x, corr = TRUE))

## sales profits assets marketvalue

## 0.5086780 0.9984003 0.6964531 0.5438243

plot(Lc(ForbesG7[, "sales"]), col = "darkgreen", main = "Lorenzkurve")

lines(Lc(ForbesG7[, "assets"]), col = "blue")

lines(Lc(ForbesG7[, "marketvalue"]), col = "red")

legend(0.05, 0.95, c("sales", "assets", "marketvalue"), lty = rep(1,
3), lud = rep(2.5, 3), col = c("darkgreen", "blue", "red"))

Lorenzkurve
1.0
— sales
0.8 4 | — assets
—— marketvalue
0.6 o
B
=
04
0.2 4
0.0 T T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0



1.3. Darstellung und Kenngroéfien

bivariater Datenmengen

jetzt: 2 Merkmale X, Y. Stichprobe: (z1,41),. .., (Tn,Yn)

o Fiir die beiden Variablen X und Y koénnen einzeln die Kenngrofien
fiir einen univariaten Datensatz bestimmt werden.

@ Bei einem bivariaten Datensatz ist man allerdings insbesondere
auch an der Beziehung zwischen den Variablen X und Y
interessiert. Darauf gehen wir im folgenden néher ein.



Streuungsdiagramm

Sinnvoll bei vielen verschiedenen Ausprigungen (z.B. stetige Merkmale)
Idee: Alle (z;,y;) sowie (Z,y) in Koordinatensystem eintragen.

Beispiel (Nachfragemengen): Nachfrage nach den Giitern X und Y (in
Tsd. Stiick)

Y X

8

i\l 2 3 4 5\2 ) 7

|2 439 7]25 N o o
yild 3 6 7 8|28 \
=z=%2=5 3
y=2=56 2
1




Korrelationsrechnung

o Die Stérke des Zusammenhangs zwischen zwei Merkmalen X und
Y wird mittels Korrelationskoeffizienten gemessen.

e Wahl abhéngig vom Skalenniveau von X und Y:

Skalierung von X und Y Korrelationskoeffizient
mind. nominal Kontingenzkoeffizient
mind. ordinal Rangkorrelationskoeffizient von
Spearman
kardinal Bravais—Pearson—
Korrelationskoeffizient




1.3.1 Bravais—Pearson—Korrelation

Voraussetzung: X und Y kardinalskaliert
e positiver Zusammenhang: grole (kleine) Werte von X gehen mit
grofien (kleinen) Werten von Y einher; die Datenpaare (z;,v;)
lassen sich durch eine Gerade pos. Steigung beschreiben
e negativer Zusammenhang: bei umgekehrter Tendenz

Empirische Kovarianz
1 n
sXy = Zl($i —Z)(yi — 9)
=

Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizient

> (@i — )i — 9) > muy — nap

o \/é( i — )2 é yi — §)? \/Zx —nxQ\/Zy - ng?




(w—3)(yi—9) >0

-
F-e

+

Dy~ <0

(i

) (yi —9) <0

T — T

S

yi—9) >0

)(

53




rxy = +1 ryy = —1 rxy stark positiv
L]
Q. L]
(]
.o. F‘
... hd o L]
~ ~
.o. = =N ..'
o L]
o.. \ L) e
e®
L]
L]
T T T
rxy stark negativ rxy schwach positiv rxy =0
L] . . o [
..o. Y * ¢
o' . L4 3
. > LTS = .
® % o . . °
L) ° ° o0 L] ° d
] L] L] ° L]
L4 °
. . °
-
L
X X X




Eigenschaften:

® XYy =Tyx

o Invarianz in Bezug auf lineare Transformationen:
rxy =rx«ys, fir X* =a+bX und Y*=c+dY mitb-d >0

o —1<rxy <1

o rxy =1 (bzw. —1), falls alle Beobachtungen auf einer Geraden
mit positiver (bzw. negativer) Steigung liegen.

o Beachte: Es kann nicht auf einen kausalen Zusammenhang
geschlossen werden!

Der empirische Korrelationskoeffizient stellt ein Maf fiir den linearen
Zusammenhang zweier Merkmale dar.




|7] Interpretation
R keine Korrelation
(...,0.3) | schwache Korrelation
[0.3,0.7) | mittlere Korrelation
[0.7,1) | starke Korrelation
1 perfekte Korrelation




Beispiel (Qualitdtsmanagement-Reklamationen): Zusammenhang
zwischen den Investitionen in das Qualitdtsmanagement (X, in Tsd. €)
und den Kosten fiir Reklamationen (Y, in Tsd. €)

2

x <- c(2, 4, 3, 9, 7)

y <- c(10, 7, 7, 3, 5)
cor(x, y, method = "pearson")
## [1] -0.9536172

1] 2 10 4 100 20
214 7 16 49 28
303 7 9 49 21
419 3 8 9 27
507 5 49 25 35
ST 125 32 159 232 131

y=2=064
r = 131-5-5-6.4 = _0.95

V159—5-521/232-5.6.42
(starker negativer

linearer Zusammenhang)



1.3.2. Rangkorrelationskoeffizient von

Spearman
Voraussetzung: X und Y (mindestens) ordinalskaliert

Idee der Rangbildung: Ordne jeder Beobachtung der Stichprobe

T1,..., %y ihre Position in der geordneten Stichprobe z(qy,..., () zu:
R(mﬂ =V < I;= T (y) (dh R(.’E(J)) = j)

R(z;) heifit Rang der Beobachtung x;.

Beispiel: Nutzen eines Gutes fiir verschiedene Personen
oy =2,20=5,x3=1,24=3
@ Geordnete Stichprobe: z3 < 11 < x4 < x9.
e Somit ist R(z1) =2, R(x2) =4, R(z3) =1, R(x4) = 3.

rank(c(2, 5, 1, 3))
## [1]1 24 1 3



Treten gleiche Beobachtungen (Bindungen) auf, so wird meistens die
Methode der Durchschnittsringe (,,geteilte Plitze*) verwendet.

Beispiel: Nutzen eines Gutes fiir verschiedene Personen
° x1:3,x2:2,x3:3,x4:5,x5:2
e Geordnete Stichprobe: x9 = x5 < 1 = 23 < 4 (nicht eindeutig)
°

4 1+ 2
R(z1) = 3% — 35, R(ws) = % 15,
3+4
R(zs) — % — 35, R(zs) =5,
1+2

rank(c(3, 2, 3, 5, 2))
## [1] 3.5 1.5 3.5 5.0 1.5

Beachte:



Vorgehensweise: Stichprobe (z1,¥1),. .., (zn,yn). Ordne z1, .., z, die
Rénge R(z1), .., R(xy) zu und y1, .., y, die Rénge R(y1), .., R(yn).

Rangkorrelationskoeffizient von Spearman

rsp = TR(X),R(Y) \l ‘

Dabei ist R = (n +1)/2.



Falls keine Bindungen vorliegen, verwendet man:

62( (1) = R(y:))?
(n—l) (n+1)

rsp=1-—

Der Spearman—Korrelationskoeffizient stellt ein Maf fiir den
monotonen Zusammenhang zweier Merkmale dar.

E)
> N
° °
°
°®
. °®
°
° .'
° o®
° °
® o
o eeee 00 ® . ° R(J:)

rxy = 0.77, Tsp = TR(x),R(x) = 1



e positiver monotoner Zusammenhang: niedrige (hohe) Rénge
von X gehen mit niedrigen (hohen) Rénge von Y einher; die
Datenpaare (R(x;), R(y;)) lassen sich durch eine Gerade positiver
Steigung beschreiben; die Datenpaare (x;,y;) lassen sich durch eine
streng monoton steigende Kurve beschreiben

@ negativer montoner Zusammenhang: bei umgekehrter Tendenz

Eigenschaften:
o —1<rgp<1
e Invarianz in Bezug auf monotone Transformationen (z.B. log)
e rgp = +1 wird erreicht bei R(z;) = R(y;) Vi=1,...,n
e rgp = —1 wird erreicht bei R(z;) =n+1—-R(y;) Vi=1,...,n
Rangfolge bei X und Y ,umdrehen“ ~~ rgp &ndert sich nicht



Beispiel: Qualititsmanagement-Reklamationen (vgl. F85)

i@ oy R(z) R(y) R(zi)* R(yi)* R(zi)R(y)
112 10 1 5 1 25 5
2|4 7 3 3(33+4)=35 9 1225 10.5
313 7 2 1(3+4)=35 4 12.25 7
419 3 5 1 25 1 5
5|1 7 5 4 2 16 4 8
> 15 15 55 54.5 35.5
R=51=3
_ 35.5—5-32 - _
TSP = Jsarveissa 007
(starker negativer monotoner Zusammenhang)
cor(x, y, method = "spearman")

## [1] -0.9746794




1.3.3. Korrelationsmafle bei nominal
skalierten Merkmalen

jetzt: 2 nominale oder klassierte Merkmale X und Y mit

Ausprigungen aq,...,a zu X und by,...,b; zu Y und
Beobachtungspaaren (z1,y1), (z2,%2), - - -, (Tn, Yn)
Kontingenztabelle
Auspragungen von Y
b1 by ... by by
|
2 ap | M1 M1z ... N | Nie
s
?g az | N21  MN22 ... Moy | N2e
@ 9
= O
a >
n
i
< ag | M1 N2 ... Nkge | Tke
¥ Ne1 Te2 . Ney n




e absolute Haufigkeit fiir (a;, bj):

nij =n(X =a;,Y =b;) ~ Anzahl der Fille, in denen das Paar
(@i, bj) in der Stichprobe auftritt

o absolute Randhiufigkeit von a;:

Mo = Z§:1 n;j ~» Anzahl der Fille, in denen die Ausprégung a; in
T1,..., Ty auftritt
e absolute Randhé&ufigkeit von b;:

iy = Zle n;j ~» Anzahl der Fille, in denen die Ausprégung b; in
YL, - - -, Y auftritt



Beispiel (Neukundengewinnung): Zusammenhang zwischen dem Erfolg

der Neukundengewinnung und der durchgefiihrten Mafinahme

x Y
telefonisch ~ E-Mail ~ Werbung per Post Nie
(=b) (= b2) (= b3)
Neukunde 264 90 6 360
(=a1) (=n11)  (=ni2) (=ns) (= n1e)
kein Neukunde 2 34 4 40
(= a2) (=n21)  (=n2) (= n2s3) (= n2)
e 266 124 10 400
(=ne1)  (=ne) (= ne3) (=n)




relative Haufigkeit fiir (a;, b;):

relative Randhéufigkeit von a; (b;):
(h.j = n.j/n)

]
hij = h(X = ai,Y = bj) = nij/n
)
hi. = h(X = ai) = ni./n
b1 by by | X
ai|hi1 hi2 ... hig|hie
az | ha1 haa ... hag|hoe
ar | k1 heo oo hre|Pre
Y| heit hes ... her| 1

Y
X Tel. E-Mail Post Nie
(=b1) (=0b2) (=03)
NK 0.66 0.225 0.015 0.90
(=a1) |(=hi1) (=hi2) (= his) | (= )
kein NK | 0.005 0.085 0.01 0.10
(=az2) [(=ho1) (=ha) (= hs)| (= ho)
h.j 0.665 0.31 0.025 1

(= he1) (= he2) (= hes)




bedingte relative Hiufigkeit fiir a; von X, falls Y den Wert b;
besitzt:

TL(X = ai,Y = b]) _ 5
bedingte relative Haufigkeit fiir b; von Y, falls X den Wert a;
besitzt:

Beispiel: Neukundengewinnung (vgl. F94)
o h(bilay) = M = 285 = 0.73  ~» 73% derjenigen, die als NK
gewonnen wurden, wurden telefonisch kontaktiert.
o h(ai|by) = Tt = % =0.99 ~» 99% derjenigen, die telefonsich
kontaktiert wurde, wurden als NK gewonnen.



X heif3it unabhiingig von Y, falls fiir alle ¢ € {1,...,k} gilt

Eigenschaften:
Ist X unabhéingig von Y, so gilt

@ Y ist unabhéngig von X. Deshalb: X und Y sind unabhingig.

@ X und Y sind genau dann unabhéngig, wenn fiir alle 7, j gilt
hij = ]’Li. . h.j = iLij bzw. nij = TNie * n.j/n = ’Flij.
Beispiel: Neukundengewinnung (vgl. F94)

360 - 266  71e - N1
400 n

nip = 264 75 239.4 =

~»  Die Merkmale sind nicht unabhingig.



Ziel: Ma#8 fiir die Abhéngigkeit

Vorgehensweise:
o Kontingenztabelle mit Randh&ufigkeiten
e Berechne ,theoretische Haufigkeiten“(optional)

~ . Nie * noj
nij =
n
@ Berechne:
k ¢ - 2 k l 2
Xzzzz(nz‘jjnz‘j) [Ty nij 1
o Tie * T
i=1 j=1 v i=1 j=1 * %

2
o 1 (n11no2 — n12n2)
T1eT2eT01 7002




Eigenschaften
e x>0
e X, Yunabhingig = x> =0
e x? wichst mit Interdependenz
o Aber x? hiingt von n ab! (h;; — 2 hij = X% — 2 x?)

Kontingenzkoeffizient:

| X . Jmin{k, 1} — 1
K= 0; Kmax/, bel Kmax =\ ——= 75 7
n+ x? € 05 Kinax wobe * min{k, [}

Normierter Kontingenzkoeffizient:

K
K, = € (051
* Krnax [ ]

K, =1 <= Riickschluss z; +> y; moglich (zumindest in einer
Richtung)



Beispiel: Neukundengewinnung (vgl. F94)

2 L ng
coafry o
Nije * Tej

i=1 j=1
2642 90> 62
= 400 -
<360 - 266 i 360 - 124 + 360 - 10
22 342 42
—1)=77.
* 40-266+40-124+40-10 ) 77.085
Hiermit
2
K = \|—— =0402,
X°+n
B min{k,/} -1  /min{2,3} -1  /2—-1
Kmax = \/ min{k, (} \/ min{2,3} 2 0707

~ K, = K/Kpnax = 0.402/0.707 = 0.569 ~~ mittlerer

Zusammenhang



Beispiel: Neukundengewinnung (vgl. F94)

## install.packages("vcd") # Nur bei der ersten Verwendung

library(vcd)

## kundengewinnung <- read.table("kundengewinnung.txt", header = TRUE)
(tab.KundeMassnahme <- table(kundengewinnung$Neukunde, kundengewinnung$Massnahme))
##

## Mail Post Telefon
#it ja 90 6 264
## nein 34 4 2

apply(tab.KundeMassnahme, 1, sum) # Randh&ufigkeiten
##  ja nein

## 360 40

prop.table(tab.KundeMassnahme) # Relative Haufigkeitstabelle
##

## Mail Post Telefon

## ja 0.225 0.015 0.660
## nein 0.085 0.010 0.005
assocstats(tab.KundeMassnahme) # Kontingenzkoeffizient

#it X"2 df P(> X°2)
## Likelihood Ratio 77.388 2 0
## Pearson 77.085 2 0
#it

## Phi-Coefficient : NA

## Contingency Coeff.: 0.402
## Cramer's V : 0.439



Beispiel: Groite Unternehmen (vgl. F19)

pairs(“sales + profits + assets + marketvalue, data = ForbesG7,
pch = 16)

profits

e
0 600

0 150 0 600

cor(ForbesG7[, stetigeVar])

## sales profits assets marketvalue
## sales 1.0000000 0.3692856 0.3169091 0.5522812
## profits 0.3692856 1.0000000 0.1555089  0.5308211
## assets 0.3169091 0.1555089 1.0000000  0.3815484

## marketvalue 0.5522812 0.5308211 0.3815484 1.0000000



Beispiel: Groite Unternehmen (vgl. F19)

cor (ForbesG7[, stetigeVar], method = "spearman")

## sales profits assets marketvalue
## sales 1.0000000 0.2602629 0.4738247  0.4856336
## profits 0.2602629 1.0000000 0.2636245  0.6450604
## assets 0.4738247 0.2636245 1.0000000  0.4716245

## marketvalue 0.4856336 0.6450604 0.4716245 1.0000000
tab.CountryCategory <- table(ForbesG7$country, ForbesG7$category)
assocstats(tab.CountryCategory) $cont

## [1] 0.5632128



1.4. Regressionsanalyse

Ziel: Den Einfluss eines erkldarenden Merkmals auf ein abhéingiges
Merkmal zu modellieren.

Interpretiere Y als Funktion von X:
Y = f(X)

X heifit Regressor bzw. unabhéngige Variable
Y heifit Regressand bzw. abhingige Variable

Es gibt unendlich viele Funktionen ~»  der wichtigste Fall: f ist
eine lineare Funktion
y=a+bx

Beachte: die lineare Funktion f kann als Approximation einer
unbekannten wahren Funktion angesehen werden.



o Lineare Regression: Da a und b unbekannt sind, miissen sie
geschétzt werden.

o Kiriterium fiir die Schéitzung: die Methode der kleinsten
Quadrate (MKQ).

Waihle a, b so, dass die Summe der quadrierten Abweichungen
zwischen den beobachteten Werten und prognostizierten Werten
aus dem Modell am kleinsten ist, d.h.

n

min Q(a,b) = Y [y — (a+ bai)|?

i=1






@ Das Optimierungsproblem nach zwei Parametern a und b ergibt
eine eindeutige Losung:

o 2@ =)y X wiyi — nTy
h— =1 _ i=1 und

n
T, — )2 x?2 — nx?
. . 1 7
1=

Q>
Il
Ny
|
S
8l

o Regressionsgerade: y =a + bx



Beispiel: Nachfragemengen (vgl. F78)

i |1 2 3 4 5|2
;|2 4 3 9 T7]25
yi |4 3 6 7 8|28
z? |4 16 9 81 49159
ziyi |8 12 18 63 56 | 157
n=2>5

T=5

y =56

7 _ 157-55-5.6 _

=b= 55 =05

=y =3.14+0.52

(=4

tll

L I S = T ]

a+bx



Determinationskoeffizient

o Frage: Wie gut beschreibt @ + bz den Zusammenhang
von X und Y7

@ Durch die Regression prognostizierten Werte:
o Prognosefehler: die Abweichungen zwischen den wahren und den
Prognosewerten
Ui = Yi — i
~ n
e Q(a,b) = > 42 als GiitemaBl ungeeignet, da beliebig grof3
i=1
o Determinationskoeffizient:
o 2 o 2 e 2
(9 —9) @i —vi)? X4 —ny
R2 _ =1 —1_ =1 _ =1




Eigenschaften von R?
R% €[0,1]

e R? =0 wird erreicht wenn X, Y unkorreliert

e R? =1 wird erreicht wenn ¢; =y; Vi (alle Punkte auf
Regressionsgerade)
R? heifit auch ...

o quadrierter multipler Korrelationskoeffizient (R? = r%)
o durch die Regression erkldrter Anteil der Varianz

Beispiel: Nachfragemengen (vgl. F78, F108)
9 =3.1+05z;, n=5, y=>56, > y?=174

il 1 2 3 4 5 R2 = 41246625562 _ 4049

| 2 4 3 9 7 %= 174-5:5.67
gl 41 51 46 76 6.6 R? =%y =0.703% = 0.4942




Beispiel: Grofite Unternehmen (vgl. F19)

model <- lm(profits

marketvalue, data = ForbesG7)

summary (model)

##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##
##

Call:
Im(formula = profits

marketvalue, data = ForbesG7)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-29.0961 -0.0721 0.1634 0.3839 10.1029

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -0.047610 0.141115 -0.337 0.736
marketvalue 0.039364 0.002816 13.978 <2e-16 ***
Signif. codes:
0 "xxkx' 0.001 'x*x' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 " " 1

Residual standard error: 2.582 on 498 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2818,Adjusted R-squared: 0.2803
F-statistic: 195.4 on 1 and 498 DF, p-value: < 2.2e-16



Beispiel: Groite Unternehmen (vgl. F19)

plot (ForbesG7$marketvalue, ForbesG7$profits, xlab = "Marktwert in Mrd. USD
ylab = "Gewinn in Mrd. USD", pch = 16)
abline (model)

Gewinn in Mrd. USD

-20

\ \ \ \ \ \ \
0 50 100 150 200 250 300

Marktwert in Mrd. USD



Beispiel: Groite Unternehmen (vgl. F19)

model$coefficients

## (Intercept) marketvalue

## -0.04761045 0.03936423

head (model$fitted.values)

## 1 2 3 4 5
## 10.002076 12.885112 7.623296 10.857067 6.783657
## 6

## 4.579654

head (ForbesG7$profits)

## [1] 17.85 15.59 6.46 20.96 10.27 10.81

head (model$residuals)

## 1 2 3 4 5
## 7.847924 2.704888 -1.163296 10.102933 3.486343
## 6

## 6.230346
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2.1. Kombinatorik

Die Kombinatorik ist ein Teilgebiet der Mathematik, das sich mit der
Anzahl der moglichen Zusammensetzungen von Mengen beschéftigt.
Derartige Aussagen sind fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie von
Interesse (vgl. Mathematik I/11).

Modell: Urne mit n gleichen von 1 bis n nummerierten Kugeln

@ Man unterscheidet, ob eine Kugel nach dem Ziehen zuriickgelegt wird
(Ziehungen mit Zuriicklegen) bzw. ob eine Kugel nicht zuriickgelegt
wird (Ziehungen ohne Zuriicklegen).

@ Das Ergebnis von k Ziehungen ist eine Zahlenfolge deren Elemente aus
den Zahlen 1,...,n stammen.

@ Es wird nun weiterhin unterschieden, ob die Reihenfolge der gezogenen
Zahlen von Bedeutung ist oder nicht (Ziehungen mit (ohne)
Beriicksichtigung der Reihenfolge).



(a) Ziehungen mit Beriicksichtigung der Reihenfolge und mit
Zuriicklegen

Die Anzahl moglicher Ergebnisse von k Zichungen ist gleich n*.

Beispiel: Neukundengewinnung (vgl. F94)

Kunden kénnen auf drei verschiedenen Kanélen (Telefon, Mail,
Post) kontaktiert werden. Wie viele Moglichkeiten gibt es, zu 11
verschiedenen Kunden Kontakt aufzunehmen?

Anzahl d. Moglichkeiten = 3-...-3 = 3! = 177147
11x



(b) Ziehungen mit Beriicksichtigung der Reihenfolge und
ohne Zuriicklegen
Eine so entstehende Zahlenfolge heifit Permutation.

Die Anzahl der moglichen Permutationen ist gleich
nn—1)-...-(n—k+1).

Notation: n! heiit die Fakultit von n € IN. Es ist
n!=n(n —1)...1. Ferner setzt man 0! = 1.

n!

Folglich ist n(n —1)...(n—k+1) = =

Beispiel: Wie viele Moglichkeiten hat ein Supermarkt, aus 10
verschiedenen Produkten 6 auszuwihlen und sie in einem Regal
nebeneinander anzuordnen?

hier: Reihenfolge wichtig, aber keine Wiederholung

Gesuchte Anzahl = 10-9-...-5 = 151 200.



(¢c) Ziehungen ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge und
ohne Zuriicklegen
Eine so entstehende Zahlenfolge heifit Kombination. Jeweils alle
k! Permutationen (vgl. (b)), die sich aus denselben Zahlen
zusammensetzen, bilden eine Kombination.

Die Anzahl der moglichen Kombinationen ist gleich

n!
kl(n — k)
Notation:
n\ n-(n-1)-...-(n—k+1) n!
k) k! _k!(n—k)!

Diese Grofle heifit Binomialkoeffizient.



Insbesondere ist (mit 0 < k < n)
n\ _ n\ n\ n
o) — 7 )" k) T -k

Beispiel: Wie viele Moglichkeiten gibt es, aus 10 Aktien ein Portfolio
mit 5 Aktien zusammenzustellen?

hier: ohne Reihenfolge, ohne Zuriicklegen

Anzahl der Ziehungen:

10 _ 10-9-...-6 _ 959
) 5!



(d) Ziehungen ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge und
mit Zuriicklegen

Die Anzahl der moglichen Ergebnisse von k Ziehungen ist gleich

1)

Beispiel: Wie viele mogliche Abstimmungsergebnisse gibt es im
Rahmen einer geheimen Abstimmung des Managements (6
Personen), bei der sich jeder fiir eine von 3 Investitionsalternativen
entscheiden muss? Die Ergebnisse unterscheiden sich nur in der
Anzahl an Stimmen, die jede Alternative bekommen hat.

hier: ohne Reihenfolge, mit Zuriicklegen

Folglich ist die gesuchte Anzahl gleich (n = 3,k = 6)

3+6—1 8- 7
( 6 > =g — B



ohne Zuriicklegen | mit Zuriicklegen

ohne Beriicksichtigung () = k,(n”ilk), ("ﬂ]jfl)
der Reihenfolge
mit Beriicksichtigung (n’_“k,)! n¥

der Reihenfolge



2.2. Wahrscheinlichkeit von Ereignissen

Urspriinge der Wahrscheinlichkeitstheorie: Jakob Bernoulli
(1655-1705), Pierre-Simon de Laplace (1749-1827)

Die Wahrscheinlichkeitstheorie entstand aus der Analyse von
Gliicksspielen.

Ziel: Aussage iiber Wahrscheinlichkeiten

Beispiel: Wahrscheinlichkeit fiir

6 Richtige im Lotto (reiner Zufallsprozess)

o Niederschlag von mehr als 100 mm im Laufe der néichsten Woche
e Rendite einer Aktie im kommenden Jahr grofier als 8 %
o

mindestens einen Gewinn in den kommenden beiden Quartalen.



e Zufallsvorgang: Geschehen mit ungewissem Ausgang, z.B.
Quartalsergebnis

o Elementarereignis w: Ein moglicher Ausgang, z.B. ,Gewinn“

Elementarereignisse schlieBen sich gegenseitig aus (,, Gewinn“ oder
, Verlust“)!

o Ergebnismenge : Menge aller w

o Ergebnis: Tatsédchlich eingetretenes Elementarereignis

o Ereignis: Eine Teilmenge der Grundgesamtheit €. Ereignisse
miissen sich nicht gegenseitig ausschlieflen!

Beispiel: Ergebnis zweier aufeinanderfolgender Perioden (G, V)

e Elementarereignisse: {(G,G)}, {(G,V)}L,{(V.G)},{(V,V)}

o Grundgesamtheit: Q = {(G7 ), (G, V), (V,QG),(V, V)}

e Ereignis: A = {(G,G),(G,V),(V,G)}, d.h. ,in zwei
aufeinanderfolgenden Perioden wird mindestens einmal ein Gewinn
erwirtschaftet®



Sprech- und Schreibweisen bei Ereignissen

Beschreibung

Bezeichnung

Darstellung in 2

1. A tritt sicher ein
2. A tritt sicher nicht ein
3. wenn A eintritt, tritt B ein

4. genau dann, wenn A eintritt,
tritt B ein

5. wenn A eintritt, tritt B nicht
ein

6. genau dann, wenn A eintritt,
tritt B nicht ein

7. genau dann, wenn minde-
stens ein A; eintritt (auch:
genau dann, wenn A; oder Az
oder ... eintritt), tritt A ein

8. genau dann, wenn alle Aj;
eintreten (auch: genau dann,
wenn A; und As und ... ein-
treten), tritt A ein

A ist sicheres Ereignis
A ist unmdgliches Ereignis
A ist Teilergebnis von B

A und B sind dquivalente
Ereignisse

A und B sind disjunkte Er-
eignisse

A und B sind komple-
mentére Ereignisse

A ist Vereinigung der A;

A ist Durchschnitt der A;

A=Q
A=0
ACB
A=B



Beispiel: Quartalsergebnis

o A={(G,G),(G,V)}: Das Ereignis, dass in der ersten Periode ein
Gewinn erwirtschaftet wird.

e B={(G,G),(V,G)}: Das Ereignis, dass in der zweiten Perode ein
Gewinn erwirtschaftet wird.

Mengendarstellung | Ereignis, dass

AUB mindestens ein Gewinn auftritt
ANB zweimal ein Gewinn auftritt
AUB mindestens ein Verlust auftritt
ANB zweimal ein Verlust auftritt

(AN B)U (AN B) | sowohl Gewinn als auch Verlust auftreten

(AN B)U (AN B) | zweimal hintereinander dasselbe Elemen-
tarereignis auftritt




Gegeben: Menge (Ereignis) A

Ziel: Was ist P(A) (P fiir probability)?

Die Laplace-Wahrscheinlichkeit

Ausgangspunkt: Alle Elementarereignisse besitzen die gleiche
Wahrscheinlichkeit.

Ist © endlich, so gilt

P(4) = Anzahl der fiir A ,giinstigen Félle”  |4|
B Anzahl der moglichen Fille 9|

wobei |A| die Anzahl der Elemente von A bezeichne, analog [€2|.



Beispiel: Lebensdauer eines Bauteils in Monaten (2 = {1, ..,36})

A = Lebensdauer gréfier 9 Monate
B = Lebensdauer zw. 5 und 15 Monaten
Es wird angenommen, dass P({1}) = P({2}) = --- = P({36}) = 1/36,
d.h. es liegt ein Laplace—Experiment vor. Somit ist
|A] 27
PA)=—=—.

(4) 2] 36
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine die Lebensdauer grofler als 9 ist, aber
nicht zwischen 5 und 15 liegt, ist

_ {16,17,...,36} 21
P(ANB) = ==
(AN B) 36 36




Die statistische Wahrscheinlichkeit

Es sei A C Q. Das Zufallsexperiment wird n—mal wiederholt. h,,(A)
bezeichne die relative Haufigkeit von A.

Beispiel: Lebensdauer (2 = {1,2,...,36})
A sei das Ereignis, dass die Lebensdauer kleiner gleich 12 ist, d.h.
A={1,2,..,12}.

Bei 16 Bauteilen wird beobachtet, nach wie vielen Monaten sie
ausfallen:

23 34 13 11 28 9 8 21
16 33 31 15 3 13 23 32

Dann ist hg(A4) = = = 0.25.



Beispiel: Eine faire Miinze, deren beiden Seiten einen Kopf (K) und
eine Zahl (Z) zeigen, werde n—mal hintereinander geworfen. Man erhilt:

10 7 0.700
20 11 0.550
100 47 0.470
400 204 0.510
1000 | 492 0.492
2000 | 1010 | 0.505

Die relativen Héufigkeiten streben gegen die exakte Wahrscheinlichkeit,
hier 0.5.

Richard von Mises (1931)
Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses A:

P(A) := lim hy,(A)

Nachteil: nicht praktikabel



Axiomatik der Wahrscheinlichkeitstheorie
o Ansitze iiber Laplace-Wahrscheinlichkeit und statistische
Wahrscheinlichkeit haben Vor—und Nachteile

o Allgemeine axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit von
Kolmogorov (1933)

A. N. Kolmogorov (1933)

Unter einem Wahrscheinlichkeitsmaf3 P versteht man eine
Abbildung, die (nahezu!) allen Ereignissen A C ) eine Zahl zuordnet
(némlich P(A)) und die die folgenden Bedingungen erfiillt:

e 0<P(A)<1

e P() =1

o P(UX A;) =32, P(4;) fir alle A; C Q mit A;NA; =0 fiir ¢ # j.
P(A) heifit die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A.



Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten
e P(A)<1
e P(0)=0
e ACB= P(A) < P(B)
e P(A)=1-P(A

)

] P(Al UAQ) :P(A1)+P(A2) —P(Al ﬂAQ)
P(A; UA3U A3) =P(A;1) + P(As) + P(As)
—P(A1NAy) — P(A1 N A3) — P(A2 N Aj)
+ P(A1 N AN A3)

] &) | @

0 A3

A1UA2UA3=0 ®-B



Beispiel I : Anzahl defekter Teile einer Warensendung mit P({0}) = 0.1,
P({1}) = P({2}) = P({3)}) = P({4}) = 0.15, P({5}) = 0.3

Wahrscheinlichkeit fiir drei oder weniger defekte Teile:
P({0,1,2,3}) = P({0}) + P({1}) + P({2}) + P({3}) = 0.55.
Ferner ist:

P({4,5}) =1—0.55 = 0.45,
P({0,1,2}) =0.1+2-0.15 = 0.4,
P({3,4,5}) = 0.6.

Beispiel II: Zweimaliges Werfen eines fairen Wiirfels, mit
P({1}) = P({2}) =...= P({6}) = 5.
P(C) = P(,,Augensumme < 10%)
=1- P(,Augensumme > 11%) = 1 — P(C)
=1-P({(5,6), (6,5), (6,6)})
=1- 3 =1 =0917



2.3. Bedingte W’keit und Unabhéngigkeit

bisher: bedingte relative Haufigkeit fiir die Ausprégung b; von Y unter
der Bedingung, dass X die Auspriagung a; besitzt

h(X = ai,Y = b])
jetzt: Wkeit von A hingt von anderem Ereignis B ab.

Beispiel: Wkeit fiir eine Statistiknote hdngt von der Mathenote ab.

Bedingte Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis A unter der

Bedingung B (fiir A, wenn B vorliegt)

P(ANB)
P(B)

Beachte: P(A| B) + P(A| B) =1,
aber: P(A|B)+P(A|B) #1

P(A|B) = fix P(B) >0



Baumdiagramm:

P(A)  —~ P(BlA)
) (®)

Beispiel: Jobsuche und Einkommen
A: Job bei Firma ,,Super*
B: Einkommen grofer als 50 000 Euro

P(A)=0.1, P(B| A) = 0.8

Einkommen > 50000
Job bei Super
Einkommen < 50000

0.9
keinen Job bei Super

Man erhdlt P(ANB) = P(B|A)-P(A)=0.8-0.1 =0.08,
P(ANB) = P(B|A)-P(A)=0.2-0.1 = 0.02.



Ziel: Verallgemeinerung auf mehrere Ereignisse, d.h.
P(AiNAy---NAg)

Beispiel: A: Job bei ,Super® B : Einkommen > 50000
C': Firmenwagen nach 3 Jahren

P(A)=0.1, P(B|A) =08, P(C| ANB) =0.2

Firmenwagen
0.2

Einkommen > 50000

0.8
Job bei Super kein Firmenwagen
0.1
0.2

Einkommen < 50000

kein Job bei Super



Man erhélt

P(AnBNC) = PANB) - P(C|ANB)
N—_——
=P(A)-P(B|A)

= 01-0.8-0.2 = 0.016.

Multiplikationssatz

Es seien Ay, ..., A Ereignisse mit P(A;1 N---N Ag_1) > 0. Dann gilt
fir £ > 2

P(Alﬂ“-ﬁAk)

— P(A1)- P(4s | A1) - P(As | A1 N Ay)
oo PAR | AN N Ag_q).



2.3.1. Der Satz von der totalen
Wahrscheinlichkeit

Ziel: Nicht-bedingte W’keit aus bedingten Wahrscheinlichkeiten
erschlieffen

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

Es seien A4, ..., A paarweise disjunkte Ereignisse mit
A1 U -+ U A, = Q. Dann gilt fiir ein beliebiges Ereignis B

k k

P(B)=> P(BNA;)=Y P(B|A;)-P(A)

=1 =1



Beispiel: Ausschuss 1

Drei Maschinen fertigen ein Produkt. Die erste Maschine fertigt 20%
der gesamten Produktion und die zweite und dritte Maschine
produzieren jeweils 40%. Aus Erfahrung ist bekannt, dass die erste
Maschine 5%, die zweite 10% und die dritte 20% Ausschufl produziert.

Wie grof} ist die W .keit, dass ein zufillig ausgewahltes Produkt defekt
ist?

B: ” Ausschussprodukt”
Ay ”Produkt kommt von Maschine I”
Ay ”Produkt kommt von Maschine 117

As ”Produkt kommt von Maschine III”



P(A1) =0.2, P(Ay) =04, P(A3) =04,
P(B|A;) = 0.05, P(B|A3) = 0.1, P(B|A43) =0.2.

0.05

Ausschuss
von Maschine <
kein Ausschuss

0.95

0.10
0.40 Ausschuss
von Maschine II
kein Ausschuss

0.20

Ausschuss
von Maschine 111 <
kein Ausschuss

0.80

Der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit liefert:

3
P(B) =" P(B|A;)P(A;) =0.05-0.2+0.1-0.4+0.2-04=0.13
i=1




2.3.2. Der Satz von Bayes

Ziel: Umkehrung von Argument und Bedingung

Satz von Bayes (1702 — 1761)

Es seien A1, ..., A paarweise disjunkte Ereignisse mit
AjU---U A = Q. Ferner sei B ein beliebiges Ereignis. Dann gilt fiir
ie{l,....,k}

P(B| A)-P(4) _ P(B|A)- P(4)

P(A; | B) = P(B)

S P(B| A))- P(A})

J=1



Beispiel: Ausschuss 2

Bei der zufilliger Entnahme eines Produktes erhélt man ein
Ausschuflstiick. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass das gezogene
Produkt von Maschine I kommt?

Mit dem Satz von Bayes erhéilt man

P(B|A1)P(B1)

P(A1|B) P(B)

P(B|A1)P(Ay)

P(B|A1)P(A1) 4+ P(B|A2)P(Az) + P(B|A3)P(As3)
0.05-0.2 ~0.01
0.05-02+0.1-04+02-04 0.13

= 0.077




Beispiel: Ausschuss 3

Bei der zufilliger Entnahme eines Produktes erhilt man kein
Ausschufstiick. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass das gezogene
Produkt von Maschine I kommt?

Mit dem Satz von Bayes erhiilt man

P(4|B) = P(Bﬁ(l g(Al)
P(BlA)P(A)
P(B|A1)P(A) + P(B|A3)P(Ay) + P(B|A3)P(A3)
(1-0.05)-0.2
(1-0.05) 02+ (1-01) 04+ (1-02) 04
0.19

= —— =0.218
0.87




2.3.3. Unabhéngigkeit von Ereignissen

e A, B unabhiingig: A liefert keine Information iiber P(B) und
umgekehrt

e Formal:

P(B|A) = P(B)  baw.  P(A|B) = P(A)

A und B sind unabhingig, wenn
P(ANnB)=P(A)-P(B)

e Dann gilt:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A) - P(B)



Beispiel: Fiir einen Produkttestreihe stehen 5 Personen zur Auswahl,
3 méinnliche und 2 weibliche.
A;: fur das ite Produkt wird eine weibliche Person ausgewihlt
o Eine Person darf Tester fiir mehr als ein Produkt sein
(Ziehung mit Zuriicklegen): A; und As sind unabhéngig, denn

2 2

P(AlﬂAQ)ZP(Al) A2|A1 5 5

= oo = P(A)) - P(49),

e Hochstens ein Produkt pro Person (Ziehung ohne
Zuriicklegen): A; und A sind abhingig, denn

P(A1NAy) = P(A) -P(Ax| Ay) =

4
- [P(A1) - P(A3 | A1) + P(A) - P(A | Ay)]
21 32 22 4 1
ERERER

P(A)) - P(43) =

ot o ot N

514751



Unabhéngigkeit von Ereignissen (n > 2)

Allgemein heilen n > 2 Ereignisse Ay, ..., 4, (stochastisch)
unabhingig, falls fiir alle Teilmengen {41,...,i,} von {1,...,n} gilt :

Beispiel: Fiir n = 3 muss gelten:

P(A; N AyN As) P(Ay) - P(A) - P(As3)
P(A1NAs) = P(A)-P(A)
P(A1NA3) = P(A1)- P(A3)
P(A3NA3) = P(Ay)- P(As)



2.4. Zufallsvariablen und Verteilungen

Zufallsvariablen

Beschreibung von Ereignissen durch reelle Zahlen
Formal: die Zufallsvariable X ist eine Abbildung von der
Grundgesamtheit 2 in einen Bildraum S

X: Q00— 8.

Im allgemeinen ist S C R oder S C R™ (Zufallsvektor).
Nach Durchfiihrung des Zufallsvorgangs:

e o

Realisation: = X(w)
@ Vor Durchfithrung des Zufallsvorgangs:
Wertebereich: XQ)={z: z=X(w), weQ}
o Beispiel: Bauteil, X Lebensdauer, X(Q) = {1,2,...,36}, =4

(zB)P(X=4)=L% PX<3)=3=1



Verteilungsfunktion

Ziel: Zuweisung von Wahrscheinlichkeiten zu Realisationen

Die Verteilungsfunktion Fx der ZV X ist gegeben durch

Fx(z)=P{w: X(w) <z})

e Man schreibt dafiir hdufig nur kurz F(z) = P(X < z).
o Wir verwenden das Symbol X ~ Fx.



Eigenschaften:

F(x) € [0;1]

Definitionsbereich = R mit:

F(—o0) =limy oo F(x) =0, F(00)=limy; ,00 F(z) =1
monoton wachsend: 1 < z9 = F(x1) < F(x3)

F' ist rechtsseitig stetig: lim._,o F'(x +¢) = F(x), fire >0

Beachte I: Jede Funktion F, die die obigen Eigenschaften erfiillt, heisst eine
Verteilungsfunktion.

Beachte II: Ist eine Funktion gegeben, die obige Eigenschaften erfiillt, so
kann man eine Zufallsvariable konstruieren, sodass die Verteilungsfunktion
dieser Zufallsvariablen gleich der vorgegebenen Funktion ist.



Berechnung von Wahrscheinlichkeiten
Die Verteilungsfunktion enthélt sdmtliche fiir den Statistiker relevante

Information. Mit ihr kénnen die Wahrscheinlichkeiten fiir alle
FEreignisse berechnet werden, die die Zufallsvariable betreffen.

Es gilt fiir a < b:

@ Pla< X <b)=F(b)— Fl(a)

@ Pla< X <b)=F()— F(a—)

e PIX>a)=1-P(X <a)=1-F(a)
e PIX>a)=1-P(X<a)=1-F(a—)

Dabei bezeichnet F'(a—) den linksseitigen Grenzwert von F' gegen a,
d.h. F(a—) := lin% F(a —¢€), wobei € > 0 ist.
e—



2.4.1. Diskrete Zufallsvariablen

o Nimmt X hochstens abzéahlbar viele verschiedene Werte an, so

heift X eine diskrete Zufallsvariable, d.h. X () = {x1, zo,...}.

Fx heiflt dann eine diskrete Verteilungsfunktion.
e P(X =x;)=p;mit ) . p;=1
i
Die Funktion
_ v Jps, falls z =g
o) = P(X =z) = {O, sonst

hei3t Wahrscheinlichkeitsfunktion von X.



o Essel 1 <2 < ...und z; <z < x;41, dann gilt fiir die
Verteilungsfunktion:

Fx(z) = P(X <ux) Zf%

Ty <x

= Zf(a:v):P(X:x1)+~-—|-P(X=fL‘i)-



Beispiel: Roulettespiel
Beim Roulette gibt es insgesamt 37 Zahlen (0 — 36). Man setzt auf
einzelne Zahlen oder bestimmte Eigenschaften von Zahlen. Die
Gewinnquote (das Verhiltnis von Nettogewinn und Einsatz) variiert je
nach Wette. Wir setzen 100 € auf die Null (Gewinnquote 35 : 1) und
100 € auf das Eintreten einer geraden Zahl (Gewinnquote 1 : 1). Der
Gewinn (= Auszahlung - Einsatz (hier 200)) ist gegeben durch

0 falls Gewinnzahl i gerade

X = —200 falls Gewinnzahl ¢ ungerade .
3400 falls Gewinnzahl ¢=0
Es gilt: P(X =0) = 2, P(X = —200) = 12 und P(X = 3400) = 3-.
Folglich ist
0 falls 2 < —200

£ falls —200 <z <0
% falls 0 <z < 3400
1 falls x > 3400



Bild zu P(X = x):

— 18/37

- 1/37

i T
—=200 0 3400

Schaubild der Verteilungsfunktion:

1

36/37

—_  18/37

¥ T
—-200 O 3400



Weitere Beispiele fiir bekannte diskrete Verteilungen

o Binomialverteilung
o Hypergeometrische Verteilung

o Poisson-Verteilung



Binomialverteilung

o Ein Zufallsvorgang wird n-mal durchgefiihrt. Die W’keit des
Eintreten des Ereignisses A pro Durchfiihrung sei P(A) = p
(Ziehen mit Zuriicklegen)

@ Schreibe:

7 _ 1, falls A bei i-ter Durchfiihrung eintritt
*7 10, sonst

e Dann gibt
n
X=> 2
=1

an, wie oft A bei n Zufallsvorgingen eintritt.

o Ziel: Wahrscheinlichkeitsfunktion von X, d.h. wie grof§ ist die
Wrkeit, dass A k-mal bei n Zufallsvorgéingen eintritt.



o Herleitung:
o P(Z;=1)=P(A)=p, P(Zi=0)= P(A)=1-p

o > z; = x entspricht ,z mal Ereignis A und n — z mal A“
i=1

Wahrscheinlichkeit (bei Unabhéngigkeit): p® - (1 —p)"~*

o Aber: Reihenfolge irrelevant! Anzahl Anordnungen: (:)

Wahrscheinlichkeitsfunktion der Binomialverteilung

fz) = {(z) pt - (1—=p)" %, falls x €{0,1,...,n}

0, sonst

o Kurzschreibweise: X ~ B(n;p)

e F(z) bestimmt man mithilfe der allgemeinen Vorgehensweise fiir
diskrete Verteilungen (d.h. F((z) = >, _, f(x;)) oder aus Tabellen;
fir f(x) gilt: f(z) = F(z) — F(x —1)



Wahrscheinlichkeitsfunktion der Binomialverteilung fiir n = 5

0.4
0.4

0.0 0.2
T

0.2
L1
0.0 0.2
T

0.0

x <- 0:5

# Wahrscheinlichkeitsfunktion P(X=x): dbinom

(p.25 <- dbinom(x = x, size = 5, p = 0.25))

## [1] 0.2373047 0.3955078 0.2636719 0.0878906 0.0146484
## [6] 0.0009766

cumsum(p.25)

## [1] 0.2373 0.6328 0.8965 0.9844 0.9990 1.0000

# Verteilungsfunktion F(x) = P(X<=x): pbinom

(F.25 <- pbinom(q = x, size = 5, p = 0.25))

## [1] 0.2373 0.6328 0.8965 0.9844 0.9990 1.0000



Verteilungsfunktion der Binomialverteilung: F(z) = P(X < ), mit

X ~ B(n;p) und p =0.25

p =0.25

PR n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0 [0.7500 0.5625 0.4219 0.3164 0.2373 0.1780 0.1335 0.1001 0.0751 0.0563 0.0422 0.0317 0.0238 0.0178 0.0134
1 |1.0000 0.9375 0.8438 0.7383 0.6328 0.5339 0.4449 0.3671 0.3003 0.2440 0.1971 0.1584 0.1267 0.1010 0.0802
2 1.0000 0.9844 0.9492 0.8965 0.8306 0.7564 0.6785 0.6007 0.5256 0.4552 0.3907 0.3326 0.2811 0.2361
3 1.0000 0.9961 0.9844 0.9624 0.9294 0.8862 0.8343 0.7759 0.7133 0.6488 0.5843 0.5213 0.4613
4 1.0000 0.9990 0.9954 0.9871 0.9727 0.9511 0.9219 0.8854 0.8424 0.7940 0.7415 0.6865
5 . 1.0000 0.9998 0.9987 0.9958 0.9900 0.9803 0.9657 0.9456 0.9198 0.8883 0.8516
6 . 1.0000 0.9999 0.9996 0.9987 0.9965 0.9924 0.9857 0.9757 0.9617 0.9434
7 1.0000 1.0000 0.9999 0.9996 0.9988 0.9972 0.9944 0.9897 0.9827
8 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9996 0.9990 0.9978 0.9958
9 . 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9997 0.9992
10 . 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999
11 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
0 [0.0100 0.0075 0.0056 0.0042 0.0032 0.0024 0.0018 0.0013 0.0010 0.0008 0.0006 0.0004 0.0003 0.0002 0.0002
1 0.0635 0.0501 0.0395 0.0310 0.0243 0.0190 0.0149 0.0116 0.0090 0.0070 0.0055 0.0042 0.0033 0.0025 0.0020
2 [0.1971 0.1637 0.1353 0.1113 0.0913 0.0745 0.0606 0.0492 0.0398 0.0321 0.0258 0.0207 0.0166 0.0133 0.0106
3 [0.4050 0.3530 0.3057 0.2631 0.2252 0.1917 0.1624 0.1370 0.1150 0.0962 0.0802 0.0666 0.0551 0.0455 0.0374
4 [0.6302 0.5739 0.5187 0.4654 0.4148 0.3674 0.3235 0.2832 0.2466 0.2137 0.1844 0.1583 0.1354 0.1153 0.0979
5 0.8103 0.7653 0.7175 0.6678 0.6172 0.5666 0.5168 0.4685 0.4222 0.3783 0.3371 0.2989 0.2638 0.2317 0.2026
6 |0.9204 0.8929 0.8610 0.8251 0.7858 0.7436 0.6994 0.6537 0.6074 0.5611 0.5154 0.4708 0.4279 0.3868 0.3481
7 09729 0.9598 0.9431 0.9225 0.8982 0.8701 0.8385 0.8037 0.7662 0.7265 0.6852 0.6427 0.5997 0.5568 0.5143
8 [0.9925 0.9876 0.9807 0.9713 0.9591 0.9439 0.9254 0.9037 0.8787 0.8506 0.8195 0.7859 0.7501 0.7125 0.6736
9 0.9984 0.9969 0.9946 0.9911 0.9861 0.9794 0.9705 0.9592 0.9453 0.9287 0.9091 0.8867 0.8615 0.8337 0.8034
10 | 0.9997 0.9994 0.9988 0.9977 0.9961 0.9936 0.9900 0.9851 0.9787 0.9703 0.9599 0.9472 0.9321 0.9145 0.8943
11 |1.0000 0.9999 0.9998 0.9995 0.9991 0.9983 0.9971 0.9954 0.9928 0.9893 0.9845 0.9784 0.9706 0.9610 0.9493
12 | 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9998 0.9996 0.9993 0.9988 0.9979 0.9966 0.9948 0.9922 0.9888 0.9842 0.9784
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 0.9997 0.9995 0.9991 0.9985 0.9976 0.9962 0.9944 0.9918
14 |1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 0.9998 0.9996 0.9993 0.9989 0.9982 0.9973
15 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9998 0.9997 0.9995 0.9992
16 |1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 0.9998
17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999
18 . 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.




Beispiel: Karten

Aus einem 32er Kartenblatt werden drei Karten mit Zuriicklegen gezogen.
Wie wahrscheinlich ist es, zweimal ,,Herz* zu ziehen?

X - 1, falls i-te Karte Herz
© 7 )0, sonst

X =Y X, =X1+Xo+ X3
i=1
X ~B(3 1)
Mithilfe der Wahrscheinlichkeitsfunktion:
3
P(X=2)=f(2) = <2) -0.25% - 0.75" = 0.1406

Mithilfe von Tabelle:
P(X =2)=F(2) — F(1) = 0.9844 — 0.8438 = 0.1406

dbinom(x = 2, size = 3, p = 0.25)

## [1] 0.1406

pbinom(2, 3, 0.25) - pbinom(1l, 3, 0.25)
## [1] 0.1406



Beispiel: Kreditausfille

Aus langjahriger Erfahrung ist bekannt, dass ein Kredit mit einer
W'keit von 0.1 ausféllt. Wie grof ist die W'keit, dass genau 48 von 50
Krediten nicht ausfallen?

50
P(X =48) = (48> -0.9%%.0.12

— 49.25 . 0.9*%.0.12

0.078

%

dbinom(x = 48, size = 50, p = 0.9)
## [1] 0.07794



Anmerkungen zur Binomialverteilung
o In Tabelle nur p < 0.5
Falls p > 0.5:

FB(n;p) (l‘) =1- FB(n;lfp)(n - 1)

Beispiel: X ~ B(20; 3)

= 1= Fypn.1)(9) = 1 — 0.9861 = 0.0139

o Zusammenhang mit Urnenmodell:
o N Objekte, davon M besonders markiert.
e Ziehe n Objekte mit Zuriicklegen.
o X: Anzahl gezogener Objekte mit Markierung = X ~ B(n; 4£)



Hypergeometrische Verteilung

o n-faches Ziehen ohne Zuriicklegen aus N Objekten, davon M
markiert (und N — M nicht markiert).

X = Anzahl gezogener Objekte mit Markierung

heifit hypergeometrisch verteilt mit den Parametern N, M, n.

Wahrscheinlichkeitsfunktion der hypergeometrischen Verteilung

EC)
f@) = G) 7

0, sonst

falls = moglich

e Kurzschreibweise: X ~ H(n, M, N)
e Beachte: Approximation durch B(n; %) moglich falls n < %.



Beispiel: Versicherungsvertreter
Fin Versicherungsvertreter konnte in 32 Gespriachen mit potenziellen
Neukunden 8 Versicherungen abschlieSen.Wie wahrscheinlich ist es,
dass, wenn von den potenziellen Neukunden 3 zufillig ausgew#hlt
werden, 2 eine Versicherung abgeschlossen haben?
D.h: N=32, M=8, n=3, z=2.

8!

O O e
PX=2)=[f(2)= =231/ _ 20
G w2
3! 29
3206121 32.31.30 20760 155 07

Dabei wurden verwendet:

n n! n
(k) Te I (1) -

dhyper(x = 2, m = 8, n = 24, k = 3)
## [1] 0.1355



Poisson-Verteilung

e Hiufig ist bei der Binomialverteilung n grofl und p klein (z.B.
Anzahl 6er pro Lottoausspielung) ~»  man untersucht die
Verteilung seltener Ereignisse

o

Wahrscheinlichkeitsfunktion der Poisson-Verteilung

x! ’

)\Ilf
f(x) = Z e falls 2=0,1,2,...
0, sonst

e Kurzschreibweise: X ~ P()\)
e F(z) ist tabelliert, bzw. Software
o Approximation:
B(n;p) = P(np)
Voraussetzungen:

p klein (<0,1), mngro (>50) und np <10




Verteilungsfunktion der Poisson—Verteilung: F(z) = P(X < ), mit X ~ P(})

A 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

0.9048 0.8187 0.7408 0.6703 0.6065 0.5488 0.4966 0.4493 0.4066 0.3679 0.3329 0.3012 0.2725 0.2466 0.2231
0.9953 0.9825 0.9631 0.9384 0.9098 0.8781 0.8442 0.8088 0.7725 0.7358 0.6990 0.6626 0.6268 0.5918 0.5578
0.9998 0.9989 0.9964 0.9921 0.9856 0.9769 0.9659 0.9526 0.9371 0.9197 0.9004 0.8795 0.8571 0.8335 0.8088
1.0000 0.9999 0.9997 0.9992 0.9982 0.9966 0.9942 0.9909 0.9865 0.9810 0.9743 0.9662 0.9569 0.9463 0.9344
1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9998 0.9996 0.9992 0.9986 0.9977 0.9963 0.9946 0.9923 0.9893 0.9857 0.9814
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9998 0.9997 0.9994 0.9990 0.9985 0.9978 0.9968 0.9955
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 0.9997 0.9996 0.9994 0.9991
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 0.9998
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

BN G WO

>

1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3.0

0.2019 0.1827 0.1653 0.1496 0.1353 0.1225 0.1108 0.1003 0.0907 0.0821 0.0743 0.0672 0.0608 0.0550 0.0498
0.5249 0.4932 0.4628 0.4337 0.4060 0.3796 0.3546 0.3309 0.3084 0.2873 0.2674 0.2487 0.2311 0.2146 0.1991
0.7834 0.7572 0.7306 0.7037 0.6767 0.6496 0.6227 0.5960 0.5697 0.5438 0.5184 0.4936 0.4695 0.4460 0.4232
0.9212 0.9068 0.8913 0.8747 0.8571 0.8386 0.8194 0.7993 0.7787 0.7576 0.7360 0.7141 0.6919 0.6696 0.6472
0.9763 0.9704 0.9636 0.9559 0.9473 0.9379 0.9275 0.9162 0.9041 0.8912 0.8774 0.8629 0.8477 0.8318 0.8153
0.9940 0.9920 0.9896 0.9868 0.9834 0.9796 0.9751 0.9700 0.9643 0.9580 0.9510 0.9433 0.9349 0.9258 0.9161
0.9987 0.9981 0.9974 0.9966 0.9955 0.9941 0.9925 0.9906 0.9884 0.9858 0.9828 0.9794 0.9756 0.9713 0.9665
0.9997 0.9996 0.9994 0.9992 0.9989 0.9985 0.9980 0.9974 0.9967 0.9958 0.9947 0.9934 0.9919 0.9901 0.9881
1.0000 0.9999 0.9999 0.9998 0.9998 0.9997 0.9995 0.9994 0.9991 0.9989 0.9985 0.9981 0.9976 0.9969 0.9962
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 0.9999 0.9998 0.9997 0.9996 0.9995 0.9993 0.9991 0.9989
10 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999 0.9999 0.9998 0.9998 0.9997
11 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.9999 0.9999
12 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
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Beispiel: Kundendatenbank mit 10000 Eintrédgen, Wkeit fiir einen Fehler =
0.03%
X ~ B(10000;0.0003) ist nicht vertafelt!

p = 0.0003 < 0.1
n = 10000 > 50 p = B(10000;0.0003) ~ P(3)

np =3 < 10
Mithilfe der Wahrscheinlichkeitsfunktion:
35
P(X =5)= Eh e ® =0.1008188

Mithilfe von Tabelle fiir Binomialverteilung:
P(X =5)=F(5)— F(4) =0.9161 — 0.8153 = 0.1008
Exakter Wert:

10000
P(X =5) = ( . ) -0.0003° - 0.9997%9% = 0.1008239

dpois(x = 5, lambda = 3)
## [1] 0.1008188
dbinom(5, 10000, 3e-04)
## [1] 0.1008239



2.4.2. Stetige Zufallsvariablen

Die ZV X heifit stetig, wenn die VF F(z) eine stetige Funktion ist.
Dann existiert eine nicht-negative Funktion f(z) (d.h. f(z) > 0 fiir alle
z € R) mit

F(z) = /w f(t)dt fir alle z € R.

Die Funktion f(z) heiit die Dichtefunktion (oder kurz Dichte) der
ZV X.
Es gilt:

e f(z) >0 fiir alle x € R (Beachte: f(x) > 1 ist moglich!)

o [ f(tydt=1

o F'(x) = f(x)



Berechnung der W’keiten bei stetigen ZVn

Pla<X <b)=Pla<X<b - |
—Pla<X<b) Z .|
=Pla<X<b ;7
:fff(a:)dx A
= F(b) — F(a) =

Beachte: fiir eine stetige ZV

P(X=z)=Plzx< X <z)=F(z)— F(x)=0.




Die wichtigsten stetigen Verteilungen

o Gleichverteilung

o Exponentialverteilung

e Normalverteilung (Gaussche Verteilung)
o t-Verteilung

o x2-Verteilung

o F-Verteilung



Gleichverteilung
Eine Zufallsvariable X mit

L, falls a <x <b

fl@)=qb-a

0, sonst

heifit gleichverteilt im Intervall [a; b].




Verteilungsfunktion:
0, falls r<a
x—a
F(z) = falls a <x <b
1 falls x>b




Beispiel: X ist die Bearbeitungsdauer eines Kundenauftrags und wird als
gleichverteilt in [1; 10] angenommen:

0, falls <1 0, falls r <1
flx) = %, falls 1<z <10 = F(z)= ””T_l, falls 1 <2 <10
0, falls x> 10 1, falls x> 10
5—1 2-1 1
P2<X<)5) = FB)-F2=———=—
(<X<5) = FE)-F@) =" - =3
1
P(X=5) =
P(X=-5 = 0

10) - punif(q = 2, min = 1, max = 10)

|
e
=]
o
o]

1]

punif(q = 5, min =
## [1] 0.3333333
dunif(x = 5, min = 1, max = 10)
## [1] 0.1111111

dunif(x = -5, min = 1, max = 10)
## [1] ©



Exponentialverteilung

Eine Zufallsvariable X mit

fla) = {)\ e falls >0

0, sonst

und A > 0 heifit exponentialverteilt.

Kurzschreibweise: X ~ Exp(\).



o Verteilungsfunktion:

_J1—e? falls >0
F(z) = { 0 , falls <0

o Die Exponentialverteilung wird oft zur Modellierung von
Lebensdauern verwendet.

Beispiel (Computerbildschirm): Die Lebensdauer eines
Computerbildschirms folge einer Exponentialverteilung mit
A =0.08.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass er eine Lebensdauer X
grofer als 10 Jahre besitzt? Es ist

P(X >10) =1— F(10) = ¢ 00810 = =08 &~ 0 45

1 - pexp(q = 10, rate = 0.08)
## [1] 0.449329



o Exponentialverteilung ist ,,gedéchtnislos®:
P(X <t+s/X >1t)=P(X <s)
Beispiel: Der Computerbildschirm ist bereits 7 Jahre alt. Wie grof} ist

die Wahrscheinlichkeit, dass er innerhalb zwei Jahren kaputt geht?
(X ~ Exp(0.08), vgl. F174)

PT<X<9) F(9)—F(7)
PX =X 2D =—p5=7 = 1-Fm)

(1 — e=0089) _ (] — ¢=0087) =056 _ ,—0.72

1— (1— e 0087) = o—0.56
e 0T 0.16 0.08-2
:1776_0_56:176 =1—e

= F(2) = P(X <2) =0.1479

(pexp(9, rate = 0.08) - pexp(7, rate = 0.08))/(1 - pexp(7, rate = 0.08))
## [1] 0.1478562

pexp(q = 2, rate = 0.08)

## [1] 0.1478562



Normalverteilung

Eine Zufallsvariable X mit der Dichtefunktion

1 _ (@—pw)?
flz) = et
2mo

mit u € R und ¢ > 0 heiflit normalverteilt.

o Kurzschreibweise: X ~ N(u;0?)
o Die Normalverteilung ist die wichtigste stetige Verteilungsfunktion.
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Eigenschaften der Normalverteilung

e Die Dichtefunktion ist achsensymmetrisch zu u:

flu—z)=f(p+x)

e Das Maximum von f wird an der Stelle = p angenommen.

o f hat zwei Wendepunkte, nimlich an den Stellen y — o und pu+ o

@ Man bezeichnet die Normalverteilung mit ¢ =0 und o =1 als
Standardnormalverteilung. Wir schreiben ® fiir die

Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung und ¢ fiir deren
Dichte.



Eigenschaften der Standardnormalverteilung:

Ist X ~ N(u;0?), so ist

X—p
g

FX(x):P(X_“gx_“) :@(”““).

~& (N(O;1)).

Folglich ist

g g

@ Die Funktion @ ist vertafelt, bzw. Software

@ Kenntnis von ® geniigt um die VF einer beliebigen Normalverteilung
N(u, o) zu bestimmen.

o Wegen ¢(z) = ¢(—=x) ist &(—z) =1 — ®(z) ~» die Tabelle fiir ¢
enthélt nur positive Werte von z



Beispiel: Projektdauer

Sei X die Dauer des Projektes in Wochen. Es wird angenommen, dass
X ~ N(39;22%). Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
Projektdauer zwischen 37 und 41 Wochen liegt?

P(37 < X < 41) = F(41) — F(37)

(41 39) (37539)
P(1) — (-1)
(1) —[1 - @)
:2.q><)_
=2-0.8413 -1
= 0.6826

(,,10-Bereich*)

pnorm(q = 41, mean = 39, sd = 2) - pnorm(q = 37, mean = 39,
sd = 2)
## [1] 0.6826895



Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung: ®(z) = P(X < z), mit
X ~N(0,1)

X | 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0]0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1]0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2]0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3]0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4]0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879

0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389

OO OO O
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0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319

e e

0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767

e e e

0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
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Eigenschaften der Normalverteilung IT

o Wahrscheinlichkeit, um héchstens ¢ von p abzuweichen:

(
= o1t — (i)
= (<) - @ ()
—a(5) 1 -0 (2)
=2.9(5) -1

ko-Bereich [u — ko, u+ kol:

0.683, falls k=1
Plu—ko <X <p+ko)=20(k)—1=1<0.954, falls k=2
0.997, falls k=3



Reproduktionseigenschaft der Normalverteilung

o Ist X ~ &, soist p+0X ~ N(u;0?).
o Ist X ~ N(u;0?%),soist a X +b~ N(ap+ b;a®c?).

e Sind X1, ..., X, beliebig normalverteilt, so ist

Z = Zn: ’wiXi
i=1

ebenfalls normalverteilt.



2.5. Zweidimensionale Verteilungen

Es sei X = (X1, X2)’ (z.B.: Renditen von Daimler und BMW,
Wechselkurse Euro/US$ und Euro/CHF). Dann heifit

Fx(x1,22) = P({w €N: Xj(w) <zp,X2(w) < CL‘Q}), x1, T2 € R
die (2—dimensionale) Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X.
Wir schreiben hierfiir kurz F(x1,x2) = P(X1 < x1, X2 < z9).

Fx(x1,00) heifit die Randverteilungsfunktion von X; und
Fx (00, x2) heifit die Randverteilungsfunktion von Xs.

Beachte: Es ist
Fx(z1,00) = P(X; <z)=:Fi(x;) und
Fx(o0,22) = P(X2 < x2) =: Fh(x2).



bisher: Unabhéngigkeit von Ereignissen

jetzt: Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen

X1 und X» sind stochastisch unabhingig, wenn
P(X1 <213 X9 <19) = P(Xy < 1) - P(X2 < x9).
Dies entspricht auch der Bedingung

F(z1,29) = Fx, (1) Fx,(22),
f(x1,22) Ixi(w1) - fx,(22).
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