STATISTIK FUR DIE SOZIALWISSENSCHAFTEN
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/wei metrische Variablen graphisch darstellen

Tabellarisch konnen zwei metrische

Variablen kaum dargestellt werden.

Eine graphische Darstellung durch ein

Koordinatensystem ist aber sehr glinstig.

FUr jeden Fall wird ein Punkt eingetragen.

Die Auspragung der einen Variablen wird
auf die x-Achse, die der anderen auf der
y-Achse aufgetragen. So entsteht ein

2-dimensionales Streudiagramm:
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Zusammenhange am Streudiagramm messen

Es werden Rechtecke eingezeichnet, die die Differenzen zum Schwerpunkt abbilden:
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- a. positiye Beziehung (r > 0)




Zusammenhang metrischer Variablen

Der Zusammenhang wird zunachst gemessen als Summe der Flachen der Rechtecke.
Diese Summe wird Kovariation genannt und mit SP abgekurzt.

Sie berechnet sich nach:

SPxy = Z(xi —X)*(y; —Y)
i=1

Die Kovarianz ist entsprechend:

Sxy = = 12?=1(xi —X)*(yi —Y)

n n



Korrelation (nach Pearson)

Als Standardisierung wird die Kovarianz geteilt durch die Standardabweichungen der

Variablen X und Y:

Sxy SPxy

Sx *Sy  /SSy * SSy

I'xy =

Diese Korrelationen kdnnen ihrer Grolse nach bewertet werden. Dazu gelten

folgende Faustregeln:

-0.05 < S 0 vernachlissigbare Korrelation 0 < B, 2 0,05
-0,20 <r_< -0,05 geringe Korrelation 0,05 <r_=< 0,20
0,50 <r_< -0,20 mittlere Korrelation 020 <r < 0,50
-0,70 < r < -0,50 hohe Korrelation 0,50 < 8 < 0,70
-1,00 < I -0,70 sehr hohe Korrelation 0,70 < = 1,00
-1,00 = 1rxy perfekte Korrelation 1,00 =x '
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Lineare Zusammenhange am Streudiagramm
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Zusammenhang zweier metrischer Variablen

Die gemeinsame Variation zweier metrischer Variablen heif3t ihre Kovariation SPy,:

SPyy = i1 (i — %) * (y; — )

Die Kovarianz s,y ist entsprechend die geteilte Varianz zweier metrischer Variablen:

SP 1 _ — 1 v % v
A= = izl(xi—x)*(J’i—Y)=(; ?=1xi*J’i)_x*y

n n

Sxy =

Der relative Anteil geteilter Varianz/Variation heif3t Korrelation ry,:

__ Sxy __  SPxy __ Sxy

Yvy = — —
XY 7 sxxsy \SSx*SSy 2, 2

Sy * Sy




Begrenztheit der Korrelation

Eine Korrelation beschreibt einen Zusammenhang ohne diesen zu erklaren.

* Bei der Korrelation handelt es sich um nur einen Zahlwert, der den Zusammen-
hang oder Nicht-Zusammenhang misst.

* Eine Korrelation beschreibt keinen Mechanismus aus Ursache und Wirkung.
Fiihrt Schokoladenkonsum zu Nobelpreisen?
Fiihren Nobelpreise zu mehr Schokoladenkonsum?
Gibt es liberhaupt eine direkte Wirkung zwischen Nobelpreisen und Schokolade?

Deshalb ist eine Korrelation fur Prognosen nicht geeignet.

* Eine Korrelation hilft nicht zu beurteilen, welchen Einfluss eine Veranderung
in einer Variablen auf eine andere Variable hat.
* Eine Korrelation hilft nicht zu schatzen, welche Auspragungen ein weiterer Fall hatte.

* Eine Korrelation hilft nicht zu entscheiden, welches Auspragungspaar typisch ware.
Wie viel Schokolade muss ich fiir einen weiteren Nobelpreis essen?
Wie viele Nobelpreise gibt es fiir 7 kg Schokolade?
Wie viele Nobelpreise sind typisch fiir ein Land mit 4 kg Schokolade?

Aullerdem gibt eine Korrelation keine Auskunft Gber andere als
die vorhandenen Auspragungspaare, Zwischen- oder Randwerte.



Losungsansatz zu den Grenzen der Korrelation

Da der Anteil gemeinsamer Streuung an der Gesamtstreuung keine Erklarung des
Zusammenhangs bietet, versuchen wir die Streuung einer Variablen zu erklaren,
indem wir uns die Streuung einer anderen anschauen.

(Streuung der Nobelpreise erkldren durch Streuung des Schokoladenkonsums)

Die Streuung der Variable, die wir als Ursache ansehen, soll erklaren, warum die

andere Variable Streuung hat. (Schokoladenkonsum erkldrt Nobelpreise)

Die Variable der Ursache heiRRt deshalb erklarende Variable (Schokolade) oder auch
unabhangige Variable (UV). Die andere Variable heifl3t dann

erklarte Variable (Nobelpreise) oder auch abhangige Variable.

Der Zusammenhang wird als asymmetrisch aufgefasst,

wahrend die Korrelation ein symmetrisches Mal} ist.
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Losungsansatz zu den Grenzen der Korrelation

Wahrend die Korrelation als symmetrisches Zusammenhangsmald nur einen Wert des
Zusammenhangs ausgibt, kann bei Annahme eines asymmetrischen Zusammenhangs
(/eines Ursachs-Wirkungs-Prinzips) eine Funktion gesucht werden, die (Prognose-)

Werte fir die erklarte Variable gibt in Abhangigkeit von der erklarenden Variablen.

Flr einen asymmetrischen Zusammenhang muss also eine Funktion gesucht werden,

die die Wirkung gut beschreibt.

Die einfachste Form von Funktion ist die lineare Funktion. Sie wird deshalb in diesem
Semester genutzt, um Zusammenhange zu beschreiben.

Andere Funktionsformen folgen in Statistik Ill.
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Lineare Funktionen

Lineare Funktionen zeichnen sich durch ihre Steigung aus und durch ihren

Schnittpunkt mit der y-Achse.
Die Steigung wird mit b, abgekirzt, der y-Achsenschnittpunkt mit b,

lhre allgemeine Form ist also: Yy = by+ by *x

y=05x+1

y=-x+4

14. Dezember 2019 Statistik fiir die Sozialwissenschaften II: Vorlesung 6 Florian Berens
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Beste lineare Funktion suchen

In die Wolke des Streudiagramms soll eine Gerade hineingelegt werden:

A A
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Es wird die Gerade gewahlt, die die quadrierten Abweichungen der Punkte von der

Geraden minimiert. Dieses Prinzip nennt sich OLS und ist vom Mittelwert bekannt.

Dies ist deshalb gleichbedeutend damit, dass die Vorhersagewerte der Geraden

(moglichst viele) Eigenschaften von Mittelwerten aufweisen:

* Summe der Residuen = Mittelwert der Residuen =0

* keine Korrelation zw. Vorhersagewerten und Residuen

* Summe der quadrierten Differenzen zwischen Y und
den Y-Dach soll minimal sein.



Beste lineare Funktion suchen

Wie lasst sich nun diese lineare Funktion rechnerisch finden?

Eine Erklarung von oben hilft uns hier weiter:

Es soll die Streuung einer Variablen durch die Streuung einer anderen
Variablen erklart werden.

Dies kann offensichtlich nur Gber die gemeinsame Streuung geschehen.

Die Steigung der gesuchten Funktion ist deshalb der Anteil der gemeinsamen
Streuung an der Streuung der erklarenden/unabhangigen Variablen.

Anders als fur die Korrelation (Anteil an der mittleren Streuung der beiden
Variablen) ist fur den asymmetrischen Zusammenhang nur der Anteil an der
unabhangigen Variablen entscheidend.

Die Steigung berechnet sich dann nach:

sy 7 O = D) (3 - )
1 — — —
Sx L(En, (i - 0?)
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Beste lineare Funktion suchen

Wie lasst sich der Schnittpunkt mit der y-Achse finden?

Die gefundene Funktion kann unteranderem aufgefasst werden als eine Vorhersage
von Mittelwerten, d.h. ist y = 6 flir x =4 kann das interpretiert werden als:
Werden viele Falle mit x = 4 gezogen, werden sie im Mittelwert ein y von 6 haben.
Das heillt insbesondere, dass y(x) = by + by * X = .
Daraus ergibt sich:

bp =y —byxX
Die Steigung b, heildt Regressionsgewicht, der y-Achsen-

abschnitt b, heildt Regressionskonstante.

15



Lineare Regression

Die beste lineare Funktion zur Annaherung des Zusammenhangs heillt lineare Regression.

Die lineare Regression gibt nur den linearen oder zumindest nur den monotonen

Zusammenhang an, z.B. also keine U-formigen Zusammenhange.

Lineare Funktionen erklaren eine Variable Y durch eine Variable X. Die Annahmen Uber

Ursache und Wirkung mussen aber aus der Theorie kommen.
Die lineare Regression gibt fiir jedes beliebige x eine Schatzung fiir y, das .

Die lineare Regression gibt an, wie (stark) eine Anderung von x sich auf y auswirkt,

namlich um einmal das Regressionsgewicht b, pro Einheit von X.

Die Prognose der linearen Regression kann als mittlerer
y-Wert verstanden werden, der sich einstellt, wenn viele

Falle mit demselben x-Wert gefunden werden.



Beste lineare Funktion: am Beispiel

Mittlerer Schokokonsum: 5,291 kg
Mittlere Zahl Nobelpreise: 11,568
Kovarianz: 22,38

Varianz (Schokokonsum): 9,00

Gesucht: y = by + by x x

Sxy 22,38
by = XX ~ 2222 £ 2486
s% 9,00
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Schokolade und Nobelpreise

bg =y —by *x = 11,568 — 2,486 * 5,291 = —1,585

y = —1,585+ 2,486 * x

10

12
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Lineare Regression: am Beispiel

Bei der Funktion y = —1,585 4 2,486 * x handelt es sich um eine Schatzfunktion von

y, die die Information der x-Werte zur Schatzung nutzt.

Wenn y = —1,585 + 2,486 * 4 = 8,358 bedeutet dies zweierlei:

* Finden wir einen Fall/ein Land mit 4 kg Schokoladenkonsum, ist es die bestmogliche
Vorhersage 8,358 Nobelpreise pro 10 Mio. Einwohner vorherzusagen.

* Finden wir sehr viele Falle/Lander mit 4 kg Schokoladenkonsum, wird sich der Mittelwert
ihrer Nobelpreise mit steigender Zahl von Landern an 8,358 annahern.

b, = 2,486 bedeutet, dass im Mittel davon auszugehen ist, dass fur jedes weitere Kilo

Schokoladenkonsum die Zahl der Nobelpreise pro 10 Mio. Einwohner um 2,486 steigt.

Die Regression misst die Wirkung von Schokolade auf Nobel-
preise. Statistisch ist nur die Messung der Starke einer sol-
chen Wirkung. lhre Existenz und Richtung muss theoretisch

begrindet werden.
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Fehler in linearen Regressionen

Naturlich trifft die Schatzfunktion der linearen Regression nicht jeden Punkt genau.

Trotz Minimierung dieser Abweichungen durch OLS bleiben Fehler.

Die genauen Auspragungen von y lassen sich in diesem Sinne darstellen als
Yi=by+bi*x+e =V +e;

e; heildt Fehlerterm oder Residuum fiir den i-ten Fall bzw. die Abweichung des

tatsachlichen Falls von seiner Schatzung.

Hatten wir die Information der X-Variablen nicht, lagen wir
mit einer Schatzung des y-Wertes noch schlechter. Eine sol-
che Schatzung ware der Mittelwert von Y, der Fehler ware,

wie in VL 3 gesehen, genau die Variation von Y
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Fehler in linearen Regressionen

Dieses Prinzip fuihrt dazu, dass wir den Schatzfehler von Y, also die Variation von Y,
aufteilen konnen in einen Teil, der nun durch X zu erklaren ist und einen anderen,

der als Fehler bleibt und keine Erklarung findet.

Diese Idee nennt sich das Prinzip der Variationsteilung:

n n n
—\2 __ A N2 A —\2

Y wi—9)'= D) w-9) + D ;-9

1=1 1=1 i=1

Variation von y Variation der Residuen = Variation der Regresswerte

Das Prinzip der Variationsteilung erlaubt uns insbesondere
die Frage zu stellen, wie viel Prozent der Variation von Y

durch X erklart werden kann.
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Determinationskoeffizient R2

Der Anteil der Variation von Y, der durch Variation von X erklart werden kann, ist ein
Qualitatskriterium fiir Regressionen. Er heiSt Determinationskoeffizient R? oder auch

Bestimmtheitsmall.

Da: Gesamtvariation von Y = erklarte Variation + nicht erklarte Variation gilt:

2

B8, 2AR—7) -2 -YF
E,l Z(yl_y)z

Fir bivariate Regressionen gilt gllcklicherweise aulRerdem:
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Determinationskoeffizient R%: am Beispiel

Die Korrelation zwischen Schokoladenkonsum und Nobelpreisen lag bei 7y = 0,757.
Der Einfluss von Schokolade auf Nobelpreise kann beschrieben werden mit
y =—1,585+ 2,486 * x
Der Determinationskoeffizient fir diese lineare Regression ist
R? = r4, = 0,757%> = 0,573

Dies kann interpretiert werden als:
57,3% der Streuung von Nobelpreisen kann durch den

Schokoladenkonsum erklart werden.
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PRE-Malse

Der Determinationskoeffizient ist ein Beispiel fiir ein PRE-Mal.
PRE steht fur ,,Proportional Reduktion of Error”.

Die Idee hinter allen PRE-MalSen ist:

* Wir betrachten den Vorhersagefehler, den Schatzung durch ein Lagemal’ produziert.
* Dann schauen wir auf das Zusammenhangsmal} oder das Modell. Das PRE-Mal’ gibt aus,
wie sehr das Modell die Schatzung durch LagemalSe verbessert.

Fir PRE-MaRe gilt 0 < PRE < 1.
PRE-MalSe konnen als eigenes Zusammenhangsmal’ betrachtet werden. Vor allem
aber sind sie ein Gutekriterium fir ein asymmetrisches

Erklarungsmodell.
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Grenzen der Regression I: Linearitat

Regressionen fassen nur monotone Zusammenhange.
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Grenzen der Regression Il

Bivariate Regressionen brauchen annahernd normalverteilte Daten.
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Grenzen der Regression Il

Regressionen kdnnen durch Drittvariablen gestdrt werden.

FACORRASASTG: Scatterplot
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Die Grenze der Bivariatheit Uberkommen:
Trivariate lineare Regressionen

Im obigen Fall haben wir zwei metrische Variablen, flir die eine Regression berechnet
werden kann. Die scheinbare Wirkbeziehung ist aber durch eine dritte Variable

verursacht, die hier dichotom ist.

Wollen wir den Einfluss dieser dritten Variablen hier prufen, ist es noch leicht
einzelne Regressionen fliir mannlich und weiblich zu rechnen, wir nennen sie

konditionale Regressionsmodelle. Es entstehen dabei aber mehrere Probleme:

* Wir haben nicht mehr ein Modell zur Beschreibung
von Zusammenhangen, sondern zwei.

* Die beiden Modelle sind nur schwer zu vergleichen.

* Wie sollen Drittvariablen berlcksichtigt werden, die
nicht Dichotom, vielleicht sogar metrisch sind?

14. Dezember 2019 Statistik fiir die Sozialwissenschaften II: Vorlesung 6 Florian Berens
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Die Grenze der Bivariatheit Uberkommen:
Konditionale Regression am Beispiel

Bsp: Ist Geschlecht eine relevante Drittvariable fur den Einfluss von Bildung auf Einkommen?

Y Einkommen ) Bivariate Regr.: nur Manner
- __— NurManner Y = Einkommen b
3000 - - Konstante -184.31
- - Bildungsjahre 214.36
2000 3 P Nur Frauen Daten: Allbus 2012, n=916
1000 ‘H,.-f-""'/ Bivariate Regr.: nur Frauen
0 L L | X Y = Einkommen b
Konstante 158.32

4 6 8 10 12 14 16 18 Bildungsjahre o4 ogahre 10247

Daten: Allbus 2012, n=781

Es bleibt offen:

* Wie grof ist der Einfluss von Geschlecht auf den
Zusammenhang Bildung-Einkommen?

* |st der Einfluss des Geschlechts relevant?

* Wie gut erklart das konditionale Modell das
Einkommen einer Person?
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Trivariate lineare Regressionen

Zur Behebung dieser Probleme lassen sich die beiden konditionalen Regressions-

modelle zu einem gemeinsamen trivariaten Regressionsmodell zusammenfihren.

In der trivariaten Regression wird eine abhangige Variable (AV) durch zwei

unabhangige Variablen (UVs) erklart:

Bedingte Mittelwerte / Vorhersagewerte der abhangigen Variable Y

= lineare Funktion von 2 (erklarenden) Variablen X und W.

V=b,+b,-X+b, -W+E
Y Einkommen =
- Y=409.79+163.00-X-976.57-0 _

3000 -
g Trivariate Regression
2000 - _ _ Y = Einkommen b
— Y=409.79+163.00-X —976.57 -1 Kenstante 409.79
E =-566.78 +163.00 - X Bildungsjahre ~ 163.00
0 - . —— X Geschlecht —976.57
4 6 8 10 12 14 16 18 Bildungsjahre Daten: Allbus 2012, n=1701
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Vorhersagen durch Trivariate lin. Regressionen

Durch Einsetzen in die Regressionsgleichung kénnen wie im bivariaten Fall

Vorhersagen flr bestimmte Personen oder Gruppen getroffen werden:

Z. B.: médnnliche (W=0) Person mit Realschulabschluss (X= 10):
Y =409.79 +163.00-10 -976.57-0 =2039.79 € = prognostiziertes Einkommen

i bei mdnnlichen Realschulabsolventen
Y =409.79 +163.00- 9 -976.57-0 =1876.79 € = prognostiziertes Einkommen

bei mdnnlichen Hauptschulabsolventen
Differenz: 163.00€ =b,

— Interpretation Regressionsgewicht: b, gibt Veranderung an, wenn X um +1 Ein-
heit ansteigt!

Y =409.79 +163.00-10 -976.57-1 =1063.22 € = prognostiziertes Einkommen

X bei weiblichen Realschulabsolventinnen
Y =409.79 +163.00-10 —976.57-0 = 2039.79 €= prognostiziertes Einkommen

bei mdnnlichen Realschulabsolventen
Differenz: —976.57 € =b,

— Interpretation Regressionsgewicht: b, gibt Veranderung an, wenn W um +1 Ein-
heit ansteigt!
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Lineradditivitat in Trivariater lin. Regressionen

Jede unabhangige Variable ist jeweils Drittvariable fiir die andere unabhangige

Variable.

Bivariate Regressionsmodelle einer unabhangigen Variable (gegeben ein Wert der
jeweils anderen unabhangigen Variable) unterscheiden sich nur bei der Regressions-
konstanten. Im Beispiel bedeutet das: Mehr Bildung wirkt in beiden Geschlechtern
gleich. Sollte Bildung unterschiedliche Effekte haben, kann das hier nicht gemessen

werden (Linearadditivitat).

die bedingten Regressionsgewichte fir eine gegebene

Drittvariable sind i.A. # bivariate Regressionsgewichte
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sa|es

Trivariate lin. Regressionen graphisch darstellen

Ist die zu prufende Drittvariable metrisch, funktioniert alles wie gesehen.

Aufwendiger ist nur die graphische Darstellung:
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Trivariate Regressionsgewichte bestimmen

Die Bestimmung der Regressionsgewichte folgt der Grundidee des bivariaten Falles.

Jedoch missen nun alle Kovariationen berucksichtigt werden:

SSw * SPyx — SPyw * SPxw SI%/*SYX_SYW*SXW_Ga/*aYX_aYW*GXW

LSSy, +SSy — (SPyy)? s xsE—(sgw)? 8%, %82 — (Gxw)?

5Sx * SPyw — SPyy * SPxy S)Z(*SYW_SYX*SXW_8)2(*6-YW_8-YX*6XW

SSy * 885x — (SPXW)2 Sﬁ/ * S)Z( - (SXW)Z B 61%/ * 6)2( — (6XW)2

S
N
|

b(): }_/_bl*f_bz*v\_/
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Trivariate Regressionsgewichte bestimmen

Als Beispiel wird die Wirkung von Bildung und Geschlecht auf das Einkommen

berechnet:

Variable Mittelwert | Varianzen und Kovarianzen Y = Einkommen b
Bildungsjahre (X) 11.75663 | 11.1807 ol G 409.79
Geschlecht  (W)| 0.46022 | 0.10264 .24856 B"dur"‘lgslshre 163.00
Einkommen  (Y) | 1876.652 | 1722.2 —226.014161753.6 gfsc echl 59172%:7

(X) (W) (Y) '
Daten: Allbus 2012 (n=1647, Berechnungen mit STATA) Daten: Allbus 2012, n=1697
.24856-:1722.2 —(—226.01)-.10264 11.1807-(—226.01)—1722.2-.10264
b, = ———=163.00 b, = ——— =-976.59
0.24856-11.1807 —.10264 0.24856-11.1807—-.10264

b, =1876.652-163-11.75663 + 976.59-.46022 = 409.77
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Was Sie am Ende der Woche konnen sollten

Kern: Sie nuten Regressionsmodelle, um fir zwei unabhangige Variablen deren

kontrollierte Effekte auf eine Abhangige zu analysieren.

Sie berechnen und interpretieren symmetrische bivariate Zusammenhange.
Sie kennen Vorteile und Einschrankungen von Regressionen.

Sie bestimmen eine Regressionsgleichung und interpretieren diese.

Sie erklaren die Idee der Variationszerlegung.

Sie berechnen und interpretieren den Determinationskoeffizienten.

Sie erklaren die Logik von PRE-Mal3en.

Sie erweitern Regressionen auf drei Variablen.

Sie erklaren das Prinzip der Linearadditivitat.
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