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Einfaktorielle Varianzanalyse: Beispiel

 Beispiel: Es wird die Effektivität von vier verschiedenen Lehrmethoden (zum Erwerb von 
Geographiewissen über das Wattenmeer) in 5. Schulklassen untersucht. Je 8 Schüler lernen 
mittels (a) eines konventionellen Lehrbuches, (b) eines verzweigten Lehrbuches, in denen in 
Abhängigkeit der Beantwortung von Kontrollfragen ein Stoff nochmals präsentiert wird, (c) 
eines verzweigt aufgebauten web‐gestützten Programms, dass zusätzlich grafische Anima‐
tionen beinhaltet, die Sachverhalte besser veranschaulichen sollen, und (d) ein verzweigtes 
web‐gestütztes Programm, dass auch Hyper‐
links zur Vernetzung der Wissensinhalte bein‐
haltet. Die (fiktiven) Ergebnisse des anschlie‐
ßenden Wissenstest, in dem die Schüler maxi‐
mal 50 Punkte erzielen können, sind rechts 
dargestellt.

 Es interessiert die Frage, ob sich die vier Lehr‐
methoden in ihrer Wirksamkeit unterscheiden. 
Spezifischer wollen wir prüfen, ob sich die 
Mittelwerte der vier Gruppen statistisch signi‐
fikant unterscheiden. 

Lehrbuch 
konventionell

Lehrbuch
verzweigt

Web
verzweigt

Web
Hyperlink

16 25 34 37

13 22 49 24

16 31 37 32

21 43 41 41

9 15 21 26

31 29 39 21

19 40 30 35

21 35 34 47

UV: Lehrmethode AV: Wissen 2
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



Vorlesung »Statistik II« (SS 2016)
Prof. Dr. Thomas Staufenbiel (Stand 28.04.2016) 5

Einfaktorielle Varianzanalyse

 Im Beispiel können wir die inferenzstatistische Frage bisher nicht adäquat beantworten, da 
hier die Mittelwerte von mehr als zwei Gruppen miteinander verglichen werden sollen.

 Wir könnten jetzt auf die Idee kommen, alle Mittelwerte paarweise miteinander zu ver‐
gleichen und entsprechend sechs t‐Tests für unabhängige Gruppen zu bestimmen. Dieses 
Vorgehen würde aber nicht ermöglichen zu sagen, ob die untersuchten Lehrmethoden 
insgesamt einen Effekt auf die Leistung haben und hat zudem – wie wir noch sehen werden 
– weitere Nachteile.

 Die untersuchte kategoriale, unabhängige Variable (=Faktor) weist m Ausprägungen 
(Abstufungen) auf, denen jeweils m Gruppen (=Faktorstufen) entsprechen. Jede der m
Gruppen wird jeweils einer anderen Bedingung (treatment) ausgesetzt oder unterscheidet 
sich schon apriori in der UV (z.B. bei der UV Religion, was manchmal auch als treatment 
bezeichnet wird). Unter diesen Bedingungen wird bei allen Personen die gleiche metrische 
AV erhoben.

 Wenn wir also den Einfluss von einer unabhängigen Variable (UV), die mehr als zwei Aus‐
prägungen aufweist, auf eine abhängige Variable (AV) untersuchen wollen, benötigen wir 
eine Erweiterung des t‐Tests. Das entsprechende verallgemeinerte Verfahren bezeichnet 
man als einfaktorielle Varianzanalyse (analysis of variance, ANOVA).
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Zwei weitere Beispiele:

• Bsp. 1: Aus der sozialen Lerntheorie von Bandura lässt sich ableiten, dass Personen das Verhalten 
einer anderen Person (eines „Modells“) eher nachahmen, wenn das Modell dafür belohnt wird, als 
wenn die Person keine Konsequenzen erfährt oder bestraft wird. In einem Experiment sehen 
Kinder zunächst einen kurzen Film, in dem ein Erwachsener („Rocky“) eine Puppe („Bobo“) 
malträtiert. Anschließend werden die Kinder per Zufall einer der folgenden drei Gruppen zuge‐
wiesen (UV): In Gruppe 1 wird Rocky dafür belohnt, in Gruppe 2 bestraft und in (Kontroll‐) Gruppe 
3 bleibt das Verhalten des Modells ohne Konsequenzen. Anschließend werden die Kinder in ein 
Spielzimmer geführt, in dem sich auch Bobo befindet und die Zahl der imitierten Verhaltensweisen 
in einem bestimmten Zeitraum (AV) beobachtet (Bandura, 1965).

• Bsp. 2: Es wird untersucht, ob sich die Mitglieder verschiedener Parteien (UV) in ihrer Einstellung 
zur Marktwirtschaft (AV) unterscheiden.

 In Beispiel 1 (wie auch unserem einleitenden Beispiel) handelt es sich um ein Experiment, 
da die Vpn den Bedingungen (treatments) per Zufalls zugewiesen werden (Randomisie‐
rung). In Beispiel 2 handelt es sich um ein Quasi‐Experiment, bei dem die Gruppenzuge‐
hörigkeiten nicht manipuliert werden können, sondern vorgefunden wurden. In Bezug auf 
die nachfolgenden Analysen macht dies keinen Unterschied, wohl aber in Bezug auf die 
Möglichkeit der kausalen Deutung der Effekte.
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Wir gehen im Folgenden zunächst davon aus, dass (wie in den Beispielen) ...

• nur die Wirkung einer UV (eines Faktors, daher einfaktorielle Varianzanalyse) auf eine 
AV untersucht wird. Auf den allgemeineren Fall, in dem der Einfluss mehrerer UVs 
betrachtet wird (zwei‐ oder allgemein mehrfaktorielle Varianzanalyse) kommen wir 
später zu sprechen.

• die Faktorstufen vorgefunden wurden bzw. spezifisch vom Versuchsleiter so festgelegt 
wurden. Man spricht dann von einem Modell mit festen Effekten. Bei den ‐ später zu 
behandelnden ‐Modellen mit zufälligen Effekten, werden die Faktorstufen per Zufall 
gezogen (z.B. bei einer Zufallsauswahl von Therapeuten, wenn man sich für den Einfluss 
von Therapeuten auf den Therapieerfolg interessiert).  

• die Gruppen unabhängig sind. Den Fall, bei dem abhängige Gruppen vorliegen 
(Varianzanalysen mit Messwiederholung), weil z.B. Personen nacheinander unter 
verschiedenen Bedingungen untersucht wurden, behandeln wir später.

Will man Effekte auf mehrere AVs gleichzeitig untersuchen (z.B. indem man den Effekt 
der Lehrmethode auf die schriftliche und mündliche Leistung der Schüler untersucht), 
so kommen multivariate Varianzanalysen zum Einsatz. (Liegt nur eine AV vor, so spricht 
man auch von einer univariaten Varianzanalyse.)
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Einfaktorielle Varianzanalyse

i = 1 ... nj
Personen

(hier alle 
nj = 8)

j = 1 ... m Faktorstufen (hier m = 4) 

Lehrbuch 
konventionell

Lehrbuch
verzweigt

Computer
verzweigt

Computer
Hyperlink

1 16 25 34 37

2 13 22 49 24

3 16 31 37 32

4 21 43 41 41

5 9 15 21 26

6 31 29 39 21

7 19 40 30 35

8 21 35 34 47

1 18.25x  2 30.00x  3 35.63x  4 32.88x 

ijx

 Zunächst sei anhand unseres Beispiels die im Folgenden verwendete Notation erläutert:   

1
Mittelwert einer Gruppe  :  

jn

j ij j
i

j x x n




29.19x 

1 1
Gesamtmittelwert:  

jnm

ij
j i

x x n
 



32n 

1

m

j
j

n n




Messwert der 
Person i = 2 in 
der Bedingung 
j = 3: x23 = 49.
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Einfaktorielle Varianzanalyse
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 Alternativ lassen sich die Daten graphisch veranschaulichen. Wir sehen, dass die Personen 
unterschiedliche Werte im Wissenstest aufweisen und vermuten, dass die Unterschiede 
(zumimdest zum Teil) auf die unterschiedlichen Lehrmethoden zurückzuführen sind.  

= Mittelwerte der Gruppen

 Wenn dies der Fall ist, sollten sich die 
Mittelwerte der vier Lehrgruppen unter‐
scheiden. Das Ausmaß der Unterschiedlich‐
keit können wir quantifizieren, indem wir 
die Unterschiedlichkeit = Variabilität der 
Mittelwerte bestimmen. Sie sollte mit 
zunehmendem Effekt größer werden. 

1x

3x
4x

2x

 2

1 1

j m

j
j

n

zw
i

QS x x


   

 Als Maß für die Variabilität können wir die 
quadratischen Abweichungen der Gruppen‐
mittelwerte vom Gesamtmittelwert wie 
folgt aufsummieren, bezeichnet als 
Quadratsummen zwischen QSzw: 



Vorlesung »Statistik II« (SS 2016)
Prof. Dr. Thomas Staufenbiel (Stand 28.04.2016) 11

Einfaktorielle Varianzanalyse
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 Daneben gibt es aber auch noch Variabilität innerhalb der Gruppen. Diese kann nicht durch 
den Einfluss des Faktors erklärt werden. Das Ausmaß dieser Variabilität kann man ebenfalls 
über Quadratsummen quantifizieren, diesmal als Summe der quadratischen Abweichungen 

der Messwerte der Personen von ihrem 
Gruppenmittelwert, bezeichnet als Quadrat‐
summen innerhalb QSin, summiert über alle 
Gruppen:

= Mittelwerte der Gruppen

 2

1 1

jn

ij
i

m

n
j

jiQ xS x





 

 Für die Gesamtvariabilität der Messwerte 
lassen sich entsprechend die Quadratsummen 
total QStot bestimmen:

 
1

2

1

jm

to

n

ij
i

t
j

x xQS 
 

 
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Exkurs Freiheitsgrade

 Exkurs: Freiheitsgrade. Das Konzept der Freiheitsgrade ist uns schon im Kontext von 
theoretischen Verteilungen wie den  t‐, F‐ oder 2‐Verteilungen begegnet. Dort haben wir 
bei einer Prüfgröße immer die Freiheitsgrade df angegeben, die als Parameter der 
betreffenden Verteilung zu spezifizieren waren. 

 Beispiele: Beim t‐Test für abhängige Gruppen etwa galt df = n  1 und beim t‐Test für 
unabhängige Gruppen df = n1 + n2  2 für die jeweils anzuwendende t‐Verteilung. 

 Allgemein bezeichnen Freiheitsgrade die Zahl an Werten, die bei der Berechnung einer 
Statistik frei variieren können. Nur die frei variierenden Werte tragen unabhängig 
voneinander Informationen zur Schätzung eines Parameters in der Population bei.

 Die df hängen von der Zahl der (unabhängigen) Beobachtungen n sowie davon ab, ob zur 
Bestimmung der Statistik weitere Parameter geschätzt werden müssen. Ist dies der Fall, so 
geht für jeden zu schätzenden Parameter ein Freiheitsgrad verloren.
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Exkurs Freiheitsgrade

X

4

1

3

2

 2

2 2 1ˆ
1

n

i
i

x x
s

n



  




 Beispiel: Betrachten wir die Stichprobenvarianz zur Schätzung der Populationsvarianz: 

 In die Formel gehen die Stichprobengröße n sowie n Messwerte xi ein. Davon steht n fest 
(kann also nicht frei variieren). Außerdem wird in der Formel der Mittelwert aus den 
Stichprobendaten bestimmt (liegt damit auch als Schätzung für  fest).

 
1

0
n

i
i

x x


 
 Von den n Messwerten sind nur df = n  1 Werte frei wählbar, da 

gelten muss, dass die Summe aller Abweichungen vom Mittelwert 0 ist: 

X

4

1

3

?

 Bsp.: Für die nebenstehenden n = 4 Daten ist              . Kennt man z.B. 
die ersten drei der vier Werte, so folgt (4  2.5) + (1  2.5) + (3  2.5) =
0.5 und damit, dass der vierte Wert gleich 2 sein muss, damit mit dem 
Summand (2  2.5) = 0.5 die Abweichungssumme von 0 resultiert. 

2.5x 

 Entsprechend kann man die Formel für 
die Varianz auch schreiben als:

 2

2 1

1

n

i
i

x x
QSs

n df



 




2.5x  2.5x 
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Die Quadratsummen (=Summen der Abweichungsquadrate, engl. sum of squares, SS) 
zwischen den Gruppen QSzw (auch SAQzw, engl. auch SSbetween = SStreatment) entsprechen den 
quadrierten Abweichungen der Mittelwerte in den Gruppen vom Gesamtmittelwert, 
gewichtet mit der Stichprobengröße der Gruppe: 

 2

1 1

jn m

zw j
i j

QS x x 
 

 

und die mittleren Quadratsummen zwischen (engl. mean squares, MS) MQzw

 2

1

1

m

j j
j zw

zw
zw

n x x
QSMQ

m df

 


 
 





 
 2

2 1

1 1
    und   

m

jm
j zw

zw j zw
j zw

n x x
QSQS n x x MQ

m df







 
    






 Schreiben wir vereinfacht    :=   sowie      :=      und gehen von gleichen Stichproben‐
umfängen n := n1 = n2 = ... = nm in allen Gruppen aus, so resultiert:

xx jxjx

 2

1

m

j j
j

n x x 


  
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Die Quadratsummen innerhalb der Gruppen QSin (SSwithin = SSerror) entsprechen den 
quadrierten Abweichungen der Messwerte der Personen einer Gruppe von ihrem 
Gruppenmittelwert, summiert über alle m Gruppen: 

 2

1 1

jnm

in ij j
j i

QS x x
 

  

und die mittleren Quadratsummen innerhalb MQin

 2

1 1

1

( 1)

jnm

ij j
j i in

in m
in

j
j

x x
QSMQ
dfn

 




 









 
   2 2

2 1 1 1 1

1 1 ( 1)
    und   

n nm m

ij j ij jnm
j i j i in

in ij j in
j i in

x x x x
QSQS x x MQ

m n n m df

 


   

  

 
    

  

 


 Vereinfacht resultiert für den Fall gleicher Stichprobenumfänge in allen Gruppen:

1 1 1

( 1) 1wobei 
m m m

j j
j j j

n n n m
  

      
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Die Quadratsummen total QStot (SStotal) entsprechen der Summe aller quadrierten Abwei‐
chungen der Messwerte der Personen vom Gesamtmittelwert:

 
 2

2 1 1

1 1 1
   und   

nm

ijnm
j i tot

tot ij tot
j i tot

x x
QSQS x x MQ

n df




 

 


   






 Notieren wir wie oben vereinfacht, so resultiert:

 2

1 1

jnm

tot ij
j i

QS x x
 

 

und die mittleren Quadratsummen total MQtot

 

 

2

1 1

1

1

jnm

ij
j i tot

tot m
tot

j
j

x x
QSMQ
dfn


 




 





 1

( ) 1 1wobei 
m

j
j

n n


  
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Man kann zeigen (z.B. Eid, Gollwitzer & Schmitt, 2010, S. 377f), dass sich die Gesamtvaria‐
tion additiv in die beiden Komponenten zwischen (also den durch den Faktor erklärbaren) 
und innerhalb (den residualen, nicht vom Faktor abhängigen Teil) zerlegen lässt. Es gilt also

tot zw inQS QS QS 

 Die gleiche additive Beziehung gilt für die Freiheitsgrade:

tot zw indf df df 



Vorlesung »Statistik II« (SS 2016)
Prof. Dr. Thomas Staufenbiel (Stand 28.04.2016) 18

Einfaktorielle Varianzanalyse

A1 A2 A3

3 4 5

3 4 5

3 4 5

3 4 5

:jx
:

jinQS

0
8

in

zw tot

QS
QS QS



 

3 4 5

0 0 0

Extremfall I: Der Faktor 
kann die gesamte Varianz 
erklären; Pbn innerhalb 
einer Gruppe unterschei‐
den sich überhaupt nicht.

Extremfall II: Der Faktor 
kann gar keine Varianz 
erklären; die Mittelwerte 
zwischen den Gruppen 
unterscheiden sich nicht.

Regelfall: Der Faktor kann 
einen Teil der Varianz er‐
klären; die übrige Varianz 
innerhalb der Gruppen 
bleibt unerklärt.

4

A1 A2 A3

3 3 5

4 5 3

4 3 4

5 5 4

:jx
:

jinQS
4 4 4

2 4 2

4

A1 A2 A3

1 5 4

3 4 7

1 3 6

3 4 7

:jx
:

jinQS
2 4 6

4 2 6

4

8
0

in tot

zw

QS QS
QS

 


12
32

in

zw

QS
QS




44totQS 
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Einfaktorielle Varianzanalyse: Gliederung Teil 1

1 Beispiel und Grundlagen

2 Quadratsummenzerlegung

Exkurs: Freiheitsgrade

3 Modell

4 Testprozedur

5 Durchführung mittels SPSS



Vorlesung »Statistik II« (SS 2016)
Prof. Dr. Thomas Staufenbiel (Stand 28.04.2016) 20

Einfaktorielle Varianzanalyse

 In einer alternativen Betrachtung können wir in folgendem linearen Modell der einfakto‐
riellen Varianzanalyse formulieren, wie die beobachteten Messwerte xij zustande kommen:

jij ijex    

wobei

  den Mittelwert über alle Bedingungen (Gruppen) in der Population bezeichnet.

 j = j   den Effekt der Bedingung j in der Population bezeichnet, der der Ab‐
weichung des Mittelwertes der Gruppe j in der Population j vom Gesamtmittel 
entspricht. Die Gleichung für eine Person i in einer Bedingung j kann man also auch 
schreiben als xij =  + (j – ) + eij = j + eij.

 eij ist die Abweichung der Person i vom Mittelwert seiner Gruppe eij = xij  j (Residual‐
oder Fehlerwert). Die eij enthalten alle möglichen Komponenten der Messwerte, die 
auf Quellen zurückzuführen sind, die mit dem Faktor nichts zu tun haben (also stabile 
Anteile in X; unsystematische Variabilität in der Person, verursacht z.B. durch 
Schwankungen in der Stimmung, Aufmerksamkeit, Motivation o.ä.; Variationen in den 
Versuchsbedingungen, Messfehler usw.). Sie können also durch die Parameter im 
Modell (den Faktor) nicht erklärt werden.



Vorlesung »Statistik II« (SS 2016)
Prof. Dr. Thomas Staufenbiel (Stand 28.04.2016) 21

Einfaktorielle Varianzanalyse: Gliederung Teil 1

1 Beispiel und Grundlagen

2 Quadratsummenzerlegung

Exkurs: Freiheitsgrade

3 Modell

4 Testprozedur

5 Durchführung mittels SPSS
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Voraussetzungen: In allen Teilpopulationen (Gruppen) ist das Merkmal X (die AV) normal‐
verteilt und weist gleiche Varianzen auf (Homoskedastizität). (Außerdem wird wieder davon 
ausgegangen, dass die Beobachtungen unabhängig sind.)

 Bezeichnung: Einfaktorielle Varianzanalyse (ohne Messwiederholung).

 Einsatzbereich: Prüfung der Hypothese, dass sich die Mittelwerte von m unabhängigen 
Gruppen in einer metrischen Variablen X unterscheiden (bei Betrachtung fester Effekte).

• H0: j =  für alle j = 1 ... m und 

H1: j ≠  für mindestens ein j = 1 ... m

 Hypothesen: Die ungerichtete Hypothese kann auf dreierlei Weise formuliert werden:

• H0: 1 = 2 = ... = m und Achtung: Dies erfordert nicht, 
dass alle  unterschiedlich sind.

2
0 1

2
1 1

H : 0

H : 0

m
jj

m
jj





 

 




•

H1: k ≠ l für mindestens ein Paar k ≠ l mit k, l = 1 ... m
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Vorgehen: Aufgrund der Annahme der Varianzhomogenität in allen m Gruppen gilt:

2 2 2
1 2 ... m     

 Die gleiche Varianz in den Gruppen ist die nicht durch den Faktor erklärte Variabilität inner‐
halb der Gruppen, die wir im folgenden mit       (Populationsresidualvarianz) bezeichnen.2

e

 2

1

12ˆ
1

n

ij j
i

m

j
e

x x

n
m








 




 Einsetzen der Varianz zeigt uns, dass diese Schätzung MQin entspricht:  

2

12ˆ j
e

j

m

s

m
 


 Gehen wir von gleichen Stichprobenumfängen n in allen Gruppen aus, so kann man diese 
Varianz beispielsweise (ohne weitere Annahmen) durch die über alle Gruppen gemittelten 
Varianzen innerhalb der Gruppen schätzen:  

   2

1

2

1 1 1

( 1)

nm m

ij j
j j i in

in
in

n

ij j
i

x x
QS MQ

m n m

x x

dfn

 

  




   





 

 
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Gilt die H0, so gibt es noch eine zweite Möglichkeit, die Populationsresidualvarianz, die (nur) 
in diesem Fall der Populationsvarianz entspricht, zu schätzen. Stammen alle Gruppen aus der 
gleichen Population (oder m gleichen Populationen), so ist aufgrund der Voraussetzungen X
normalverteilt mit N(,) und weist folgenden Standardfehler auf:

X n


 

2 2
e Xn  

was umgeformt zu einer weiteren Bestimmungsmöglichkeit für       führt:2
e

2

2

1
(

1
ˆ

)
m

zw
e zw

w

j
j

z

x x

m
QSn MQ
df


   








 Setzen wir (in Analogie zur Schätzung der Varianz des Merkmals in der Population) für die 
Varianz der Stichprobenkennwerteverteilung ein (mit m gezogenen Mittelwerten      mit 
jeweils der Stichprobengröße n), so sehen wir, dass diese Schätzung auf MQzw hinausläuft:

jx

e

n



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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Wir haben nun zwei Schätzungen für die Populationsresidualvarianz. Für die erste, MQin, 
lässt sich zeigen (siehe z.B. Kirk, 1995), dass sie allgemein eine erwartungstreue Schätzung 
darstellt:

 Wir haben nun zwei unabhängige Schätzungen für die Populationsresidualvarianz, für die 
eine allgemein gilt und die andere nur bei Gültigkeit der H0. Stimmen beide Schätzungen 
überein, so spricht dies also für die H0. Ist hingegen MQzw größer als MQin, so spricht dies für 
die H1 (wenngleich dies natürlich auch durch Stichprobenfehler zustande kommen kann).

2E( )in eMQ  

 Für die zweite Schätzung MQzw hingegen gilt das nur bei Gültigkeit der H0. Allgemein ist 
hier der Erwartungswert  

2

12E( )
1

m

j
j

zw e

n
MQ

m




 
  





 Anders ausgedrückt spricht ein Quotient MQzw / MQin nahe 1 für die H0. Je größer der 
Quotient ist, desto stärker sprechen die Stichprobendaten gegen die H0.
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Man kann zeigen, dass die beiden Quadratsummen mit ihren entsprechenden Freiheits‐
graden unter der H0 2‐verteilt sind und der Quotient der beiden mittleren Quadrate (die 
sich ja als Quotienten aus den QS und df ergeben) F‐verteilt ist:

zw

in

MQF
MQ



mit df1 = m 1 (für den Zähler MQzw) und df2 = n m (für den Nenner MQin).

Variation Quadrat‐
summen

Freiheits‐
grade

Mittlere 
Quadrate F p

Zwischen QSzw dfzw MQzw F p
Innerhalb QSin dfin MQin

Total QStot dftot

 Die varianzanalytischen Ergebnisse werden in der Regel in folgender Tabelle dargestellt:
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Entscheidung: Zurückweisung der H0, falls F > Fcrit
mit Fcrit = Fm1;nm;1. 

 Für den Fall von m = 2 Gruppen ist die statistische Entscheidung identisch mit der des 
t‐Tests für unabhängige Gruppen.

 Man beachte: Wenn die H0 zurückgewiesen werden 
kann, kann zunächst nur geschlossen werden, dass 
sich mindestens zwei Gruppen statistisch signifikant 
in ihrem Mittelwert unterscheiden.

0 1 2 3 4
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

F‐Verteilung mit
df 1= 3, df2 = 28Abweichungen der Mittelwerte untereinander 

führen ‐ gleichgültig in welche Richtungen ‐ zu 
einem vergrößerten F‐Wert. Entsprechend wird 
 komplett „in den rechten Ast“ der F‐Verteilung 
gelegt.

= 0.05
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Einfaktorielle Varianzanalyse

Lehrbuch 
konventionell

Lehrbuch
verzweigt

Web
verzweigt

Web
Hyperlink

16 25 34 37

13 22 49 24

16 31 37 32

21 43 41 41

9 15 21 26

31 29 39 21

19 40 30 35

21 35 34 47

18.25 30.00 35.63 32.88

29.19

 Beispiel: Zu bestimmen sind die QS, df und MQ sowie schließlich der F‐Wert:

 2

1 1

jnm

tot ij
j i

QS x x
 

 

:x

 2

1 1

nm

in ij j
j i

QS x x


 

 

zw tot inQS QS QS 

1 32 1 31
32 4 28

1 4 1 3

tot

in

zw

df n
df n m
df m

    

    

    

zw
zw

zw

QSMQ
df



in
in

in

QSMQ
df



2 2 2(16 29.19) (13 29.19) ... (47 29.19) 3340.875       

2 2 2(16 18.25) (13 18.25) ... (47 32.88) 1938.250       

3340.875 1938.250 1402.625  

1402.625 467.542
3

 

1938.25 69.223
28

 
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Für die Prüfgröße resultiert:

467.542 6.754
69.223

zw

in

MQF
MQ

  

Variation Quadrat‐
summen

Freiheits‐
grade

Mittlere 
Quadrate F p

Zwischen 1402.625 3 467.542 6.754 < .05
Innerhalb 1938.250 28 69.223
Total 3340.875 31

 Für den kritischen F‐Wert mit df1 = m  1 = 3 und df2 = n m = 28 resultiert bei  = .05
Fcrit = F3;28;0.95 = 2.947 < F = 6.754. Es besteht also ein statistisch signifikanter Effekt der 
Lehrmethode. Mindestens zwei der vier Mittelwerte unterscheiden sich statistisch 
signifikant. Welche dies sind, kann man der Varianzanalyse nicht entnehmen.

 Zuammengefasst in der varianzanalytischen Tabelle ergibt sich:
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Für den (im Alltag unwahrscheinlichen) Fall, dass man eine Varianzanalyse mit dem 
Taschenrechner durchführen will, lassen sich die aufwendiger zu berechnenden 
Quadratsummen aus folgenden drei Hilfsgrößen A1, A2 und A3 ableiten: 

2

2
12

1 2 3
1 1 1 1 1

1

i

j j

n

ijn nm m m
i

ij ij
j i j i j j

x
A x A x A

n n


    

 
        

 


  

1 2 3 2 1 3tot zw inQS A A QS A A QS A A     

Die drei Quadratsummen ergeben sich dann via:

(Zur Kontrolle: Im vorangegangenen Beispiel resultieren A1 = 30602, A2 = 27261.125 und
A3 = 28663.75.)
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Einfaktorielle Varianzanalyse: Gliederung Teil I

1 Beispiel und Grundlagen

2 Quadratsummenzerlegung

Exkurs: Freiheitsgrade

3 Modell

4 Testprozedur

5 Durchführung mittels SPSS
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Einfaktorielle Varianzanalyse mit SPSS

 Bei allen Varianzanalysen müssen (wie beim t‐Test) die Daten in SPSS korrekt angeordnet 
sein. Dies bedeutet, eine Person (= ein Fall) muss immer in einer Zeile stehen.

Gruppe/ Faktor A

A1 A2 A3

1 1 2 6

2 4 3 4

3 2 1 7
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Einfaktorielle Varianzanalyse mit SPSS

Die einfaktorielle Varianzanalyse (ohne Messwiederholung) kann u.a. unter Analysieren/
Mittelwerte_vergleichen/Einfaktorielle_Varianzanalyse… angefordert werden 
(Prozedur Oneway):

Angabe der abhängigen Variablen. Falls 
mehrere AVs angegeben werden, wird 
für jede einzeln eine ANOVA bestimmt.

Angabe der unabhängigen Variablen.

Nützliche (Optionen) sind v.a. „Deskriptive Statistik“ zur 
Ausgabe der Mittelwerte und Standardabweichungen, der „Test 
auf Homogenität der Varianzen“ (Levene‐Test) und die Ausgabe 
der Mittelwerte in einem Diagramm.
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Einfaktorielle Varianzanalyse mit SPSS

Die Tabelle zeigt (u.a.) die Stichproben‐
größen, Mittelwerte und Standardab‐
weichungen der vier Gruppen und der 
Gesamtstichprobe. 

Rechts ist das standardmäßig ausgege‐
bene Mittelwertsdiagramm dargestellt.
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Einfaktorielle Varianzanalyse mit SPSS

Zur Erinnerung: In Statistik I haben wir kennengelernt, wie 
man aussagekräftigere Darstellungen erzeugen kann, wie 
z.B. links in der Form von Histogrammen mit Fehlerbalken 
(hier mit  sj) oder rechts mittels Boxplots.
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Einfaktorielle Varianzanalyse mit SPSS

Ausgabe der F‐Statistik des Levene‐Tests mit 
F(3, 28) = 0.47, ns. (Der Wert in der Spalte 
„Signifikanz“ ist größer als 0.10.)

 Die Nullhypothese gleicher Varianzen in 
allen vier Teilpopulation kann beibehalten 
werden; gegen diese Voraussetzung der 
Varianzanalyse wird nicht verstoßen.
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Einfaktorielle Varianzanalyse mit SPSS

Quelle der 
Variation

Summe der 
Abweichungs‐
quadrate QS

Mittlere 
Quadrate

MQ

Freiheits‐
grade df

F‐Wert p‐Wert

Ergebnis: Es besteht ein statistisch signifikanter Effekt der 
Lehrmethode, F(3, 28) = 6.75, p < .05, d.h. mindestens zwei 
der vier Lehrmethoden unterscheiden sich.
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Bisher haben wir den Fall betrachtet, in dem die Faktorstufen vorgefunden oder vom 
Versuchsleiter gezielt ausgewählt wurden, weil man spezifisch an den Effekten dieser 
Faktorstufen interessiert war: Modell mit festen (fixen) Effekten (fixed‐effects model).

 Betrachten wir aber folgende Designs:

• Es soll untersucht werden, ob sich Interviewer systematisch in der Bewertung von Be‐
werbern unterscheiden. Es wird eine Zufallsauswahl von 10 Interviewern (UV) gezogen 
und diese bewerten die Eignung (AV) von jeweils 20 Bewerbern auf eine Stelle. 

• Wir wollen wissen, ob sich die Attraktivität von Frauen auf Bewerbungsphotos (UV) auf 
die Einschätzung der Berufseignung (AV) durch Personalverantwortliche auswirken. Wir 
wählen dazu zufällig Frauen (unterschiedlicher Attraktivität) aus und legen den kon‐
stanten Bewerbungsmappen deren unterschiedlichen Photos bei.

Ähnlich könnten auch der Einfluss von Versuchsleitern auf Untersuchungsergebnisse, 
von Therapeuten auf den Therapieerfolg oder von Lehrern auf Schülerleistung 
untersucht werden oder auch Länder zufällig gezogen werden, um zu untersuchen, ob 
sich interkulturelle Unterschiede in Werten ergeben.

Ähnlich könnten wir auch zufällige Ausprägungen von Faktorstufen bei Bildern unter‐
schiedlicher Abstraktheit oder Texte bzw. Worte mit unterschiedlichen Eigenschaften 
auswählen oder auch unterschiedliche Raumtemperaturen oder Beleuchtungsstärken.
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Über die spezifische Auswahl der m Faktorstufen soll generalisiert werden auf alle 
potentiellen Faktorstufen.

 Man sieht an den Beispielen, dass die Zufallsziehung der Faktorstufen (wie meist auch die 
Zufallsziehung der Personen) in der Regel eine Idealisierung darstellt. Ist die Ziehung nicht 
zufällig, kann es zu Verzerrungen kommen.

 Die Faktorstufen sind hier zufällig ausgewählt und entsprechend ist ein Modell mit zufälligen 
Effekten angemessen (random‐effects model).

 In diesem Modell besteht das Interesse nicht an den Effekten der konkreten Faktorstufen, 
sondern daran, ob die UV einen Effekt hat (und wie stark er ist). Dabei ist es aber nicht 
möglich, alle möglichen Faktorstufen der Population aller Faktorstufen untersuchen.

 In einer Replikation würde (im Gegensatz zu einem Design mit einem festen Faktor) wieder 
eine (andere) Zufallsauswahl der Faktorstufen gezogen.
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Betrachten wir das auch in diesem Fall gültige Modell (Maxwell & Delaney, 2004, S. 471ff)

ij j ij j ijx e e       

so sind jetzt die j (bzw. j) nicht mehr fix, sondern variieren zufällig, je nachdem, welches j
gezogen wurde (stellen also eine Zufallsvariable mit der Varianz       dar). Für die Fehler eij
wird wie im Modell für feste Effekte angenommen, dass sie in den Gruppen unabhängig, 
normalverteilt und varianzhomogen sind.

2


 Bei der einfaktoriellen Varianzanalyse ergeben sich keine Unterschiede in der Testung der 
Hypothese gleicher Mittelwerte im Modell für feste und zufällige Effekte (wohl aber z.B. in 
der zweifaktoriellen Varianzanalyse oder genesteten Versuchsplänen).

2


 Anders als im Modell für feste Effekte sind wir jetzt nicht mehr an den Unterschieden 
zwischen bestimmten Faktorstufen j interessiert, sondern an der Varianz der Populations‐
effekte      .



Vorlesung »Statistik II« (SS 2016)
Prof. Dr. Thomas Staufenbiel (Stand 28.04.2016) 42
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Als Maß für die Stärke des Effektes in der Population kann das Maß 2 („eta“, manchmal 
auch als 2 bezeichnet) herangezogen werden (Kirk, 1995, S. 177ff). Es bezeichnet das 
Verhältnis der durch die UV erklärten Varianz an der Gesamtvarianz (d.h. der Summe aus 
erklärter Varianz      und unerklärter Varianz      ):

2
2 2

2 2
e






   

  

 2 liegt entsprechend zwischen 0 und 1. Die Konventionen lauten in Anlehnung an Cohen 
(1988): 2  0.01 „kleiner Effekt“, 2  0.06 „mittlerer Effekt“ und 2  0.14 „großer Effekt“. 

 Als Schätzung der Effektstärke in der Population kann der Anteil der erklärten Varianz an der 
Gesamtvarianz herangezogen werden (oft in der Literatur als  bezeichnet):

2 2ˆ zw zw

intot zw in

zw

QS QS FR dfQS QS QS F
df

    
 

2


2
e

2 1402.625 0.42
3340.875

zw

tot

QSR
QS

  

 Im Beispiel:
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 R2 stellt allerdings eine verzerrte Schätzung dar, die die Effektstärke überschätzt. Eine 
bessere Schätzung ergibt sich bei gleichem n in allen Gruppen durch (häufig in der 
Literatur als 2 bezeichnet):

2 1ˆ 1
zw zw in

intot in

zw

QS df MQ F
dfQS MQ F

df

  
  

 

Sollte              werden, so wird es 0 gesetzt. Allgemein gilt, dass               .

2ˆ zw

tot

QS
QS

 

2 2ˆ ˆ  2ˆ 0 

 Obige Effektstärken beziehen sich auf Modelle mit festen Effekten. Im Falle eines Designs 
mit zufälligen Effekten (und gleichem n in allen Gruppen) wird die Effektstärke häufig über 
folgenden Koeffizient quantifiziert, der zur Familie der Intraklassenkorrelationen gehört:

2 1ˆ
( 1) 1
zw in

zw in

MQ MQ FICC
MQ n MQ n F 

 
   

     (Im Beispiel ICC = 0.43)

2 ( 1) 1402.625 (4 1) 69.223ˆ 0.35
3340.875 69.223

zw in

tot in

QS m MQ
QS MQ
     

   
 

 Im Beispiel:
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Als Voraussetzungen der Varianzanalyse müssen gelten, dass die Messwerte (und damit 
auch die Fehlerwerte eij = xij – j) in allen Teilpopulationen unabhängig, normalverteilt und 
varianzhomogen sind.

• Ob Unabhängigkeit der Beobachtungen besteht, wird meist anhand der Betrachtung 
des Untersuchungsdesigns entschieden. Außer durch die Herstellung abhängiger 
Stichproben (durch Messwiederholung oder matching) können Abhängigkeiten auch 
dadurch entstehen, dass sich Personen untereinander in ihrer Beantwortung 
beeinflussen (z.B. Abschreiben einer Lösung) oder besonders ähnlich sind (z.B. beim 
Ziehen von Schulklassen als Cluster).

2 2 2
1 2 ... m     

 Um die Gültigkeit der Voraussetzungen in der Population zu testen (z.B. die Hypothese 
H0: ) können wieder inferenzstatistische Verfahren eingesetzt werden:

• Die Voraussetzung der Normalverteilung kann in jeder Gruppe getrennt mit den 
behandelten Verfahren (z.B. Kolmogorov‐Smirnov Test) geprüft werden.

• Die Annahme der Varianzhomogenität kann mit dem Levene‐Test überprüft werden 
(den wir bereits beim t‐Test für unabhängige Gruppen kennengelernt haben und der 
jetzt nur auf m > 2 Gruppen verallgemeinert wird).
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Zur Robustheit der Varianzanalyse lässt sich feststellen (Maxwell & Delaney, 2004, S. 111f):

• Generell ist die Robustheit der ANOVA größer, wenn die Stichprobenumfänge in allen 
Gruppen gleich sind.

• Bei varianzhomogenen Gruppen ist die ANOVA robust gegenüber moderaten Ver‐
stößen gegen die Normalverteilung im Sinne mäßig schiefer Verteilungen. Symme‐
trische, nichtnormale Verteilungen sind unproblematisch.

• Gelten weder Varianzhomogenität noch Normalverteilung, so ist die ANOVA nicht mehr 
robust und man muss (speziell bei kleinen Stichproben) mit inflationierten ‐Werten 
rechnen.

• Bei normalverteilten Werten und gleichen Gruppengrößen ist die ANOVA relativ robust 
gegenüber moderaten Unterschieden in den Varianzen. Sie reagiert aber empfindlich 
auf Varianzheterogenität, wenn die Stichproben ungleich groß sind.
‐ Dabei wird das faktische ‐Risiko zu groß (die Entscheidung zu liberal), wenn in den kleineren 

Gruppen die Varianz größer ist und zu klein (konservativ, was zu einer verringerten Power 
führt), wenn die größeren Varianzen in den größeren Gruppen auftreten. 
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Wenn die Voraussetzungen der Varianzanalyse gelten, stellt sie das Verfahren mit der 
größten Power zur Untersuchung der Nullhypothese H0 : 1 = 2 = ... = m dar. Bei 
Verstößen können jedoch alternative Verfahren eine größere Power aufweisen (z.B. Rang‐
varianzanalysen nach Kruskal‐Wallis bei Verstößen gegen die Normalverteilungsannahme).

 Zur Robustheit der Varianzanalyse lässt sich feststellen (Fs.): 

• Eine Verletzung der Unabhängigkeit der Beobachtungen kann zu einem stark inflatio‐
nierten ‐Risiko führen. In diesem Fall sind andere Verfahren einzusetzen (z.B. Mehr‐
ebenenanalyse oder hierarchische Ansätze; engl. multi‐level analysis oder hierarchical 
linear modeling).
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Bestehen Varianzheterogenität und ungleiche Stichprobengrößen in den Gruppen, dann 
sollte eines von zwei alternativen parametrischen Verfahren zum Einsatz kommen: der 
Brown‐Forsyth Test oder der Welch‐Test (Maxwell & Delaney, 2004, S. 131ff). Beide 
Verfahren benötigen keine Homoskedastizität, setzten aber wie die ANOVA unabhängige 
Beobachtungen und normalverteilte Werte in den Gruppen voraus.

 In beiden Verfahren ergeben sich eine modifizierte F‐Prüfgröße sowie veränderte Nenner‐
freiheitsgrade df2 (df1 = m  1 bleibt jeweils unverändert).

2
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und

 Es gilt: FBF = F, wenn alle Stichprobengrößen gleich sind sowie                    , wenn alle 
Varianzen gleich sind (andernfalls                   ). Je nach Bedingung kann der Brown‐Forysth 
Test konservativer oder liberaler als die ANOVA entscheiden (und entsprechend auch eine 
kleinere oder eine größere Power aufweisen).
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 In dem Brown‐Forsyth Test lauten die F‐verteilte Prüfgröße und der Nennerfreiheitsgrad:
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Beim Welch‐Test lauten die F‐verteilte Prüfgröße und der Nennerfreiheitsgrad:
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und

 Beim Vergleich der Power und der Robustheit gegenüber Normalverteilungsverletzungen 
ergibt sich kein eindeutiges Bild bzgl. der Überlegenheit eines der beiden Verfahren 
(Maxwell & Delaney, 2004, S. 135f). Bei ungleichem n und heterogenen Varianzen sind 
beide Tests dem F‐Test der ANOVA vorzuziehen. 
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Beide Verfahren können in der Prozedur Oneway in SPSS angefordert werden:

FW und FBF
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Für den Fall kleiner Stichproben und stärkerer Verstöße gegenüber der Normalverteilungs‐
annahme oder apriori nur ordinalem Skalenniveau kann sinnvoller Weise ein nicht‐para‐
metrisches Verfahren zum Einsatz kommen: der Kruskal‐Wallis Test (analog zum Mann‐
Whitney U‐Test als Alternative zum t‐Test für unabhängige Gruppen).

 Bezeichnung: Kruskal‐Wallis Test (Rangvarianzanalyse, H‐Test).

 Einsatzbereich: Prüfung der Hypothese, dass sich die Verteilungen bzw. die zentralen 
Tendenzen (Mediane) der Variable X in m unabhängigen Gruppen unterscheiden.

 Hypothesen: Die Hypothesen lassen sich (wie beim Mann‐Whitney U‐Test) unterschiedlich 
formulieren bzw. der Test prüft in Abhängigkeit von weiteren Annahmen jeweils etwas 
andere Hypothesen (vgl. Marasculio & McSweeney, 1977; Maxwell & Delaney, 2004). 

• z.B. Die Verteilungen sind identisch bzw. unterscheiden sich:  H0: F(X1) = F(X2) = ... =
F(Xm) und H1: F(Xk) ≠ F(Xl) für mindestens ein Paar k ≠ l mit k, l = 1 ... m 

• z.B.: Ist die Form der Verteilung in allen Gruppen gleich (nicht notwendig normalver‐
teilt), so kann mit dem Verfahren die Hypothese gleicher Mediane in beiden Gruppen 
getestet werden: H0: 1 = 2 = ... = m und H1: k ≠ l für mindestens ein Paar k ≠ l mit k, 
l = 1 ... m ( „Eta“ = Median in der Population)
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Einfaktorielle Varianzanalyse

 Vorgehen: Man ersetzt alle n Messwerte durch ihre Ränge (ggf. wieder mit gemittelten 
Rangplätzen bei Ties) und bestimmt in jeder Gruppe die Rangsumme RSj (j = 1 ... m). Die 
folgende Prüfgröße

 Voraussetzungen: Das Merkmals X ist ordinal skaliert. Will man die Median‐Hypothese 
testen, so müssen zudem in allen Gruppen die Verteilungen gleich sein (d.h. auch varianz‐
homogen).
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 Liegen Ties in den Daten vor, so ist H durch den folgenden Korrekturfaktor zu dividieren:

ist dann approximativ 2‐verteilt mit df = m  1. (Bei kleinem n kann auch wieder ein exakter 
Test durchgeführt werden.)
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Rangvarianzanalyse nach Kruskal‐Wallis

 Unter bestimmten Bedingungen (bei symmetrischen, breitgipfligen Verteilungen mit relativ 
zur Normalverteilung häufigeren extremen Werten und bei identischen, schiefen Ver‐
teilungen) weist der H‐Test eine größere Power auf als der F‐Test der ANOVA.

 Entscheidung: Bei nicht zu kleiner Datenmenge (m > 3 oder nj > 5 in mindestens einer 
Stichprobe) kann ungerichtet anhand der 2‐Verteilung entschieden werden. Andernfalls 
sind exakte Tests (per Computer oder in Tabellen) heranzuziehen.

 Der H‐Test benötigt keine spezifischen Verteilungsannahmen, ist aber wie die ANOVA nicht 
robust gegenüber Verletzungen der Varianzhomogenität bei ungleichem n in den Zellen.
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Rangvarianzanalyse nach Kruskal‐Wallis

Lehrbuch 
konventionell

Lehrbuch
verzweigt

Web
verzweigt

Web
Hyperlink

16 25 34 37

13 22 49 24

16 31 37 32

21 43 41 41

9 15 21 26

31 29 39 21

19 40 30 35

21 35 34 47

Lehrbuch 
konventionell

Lehrbuch
verzweigt

Web
verzweigt

Web
Hyperlink

4.5 13 20.5 24.5

2 11 32 12

4.5 17.5 24.5 19

8.5 30 28.5 28.5

1 3 8.5 14

17.5 15 26 8.5

6 27 16 22.5

8.5 22.5 20.5 31

52.5 139 176.5 160

2

1

12 3 ( 1)
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k Tie

1 4.5

2 8.5

3 17.5

4 20.5

5 22.5

6 24.5

7 28.5

Originaldaten Ränge

* 12.97 13.01
0.997

HH
f

  

Die Prüfgröße von 2 = 13.01 ist größer als der kritische Wert, der bei  = 0.05 und df = m  1 = 3
beträgt.    2 2 2

1;1 3;0.95 7.815crit m      

RSj :

2 2 2 212 52.5 139 176.5 160 3 (32 1)
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Rangvarianzanalyse nach Kruskal‐Wallis in SPSS

 Der Kruskal‐Wallis Test lässt sich in SPSS anfordern unter Analysieren/Nicht-
parametrische_Tests/Unabhängige_Stichproben…

Im Reiter Ziel kann für den Kruskal‐Wallis Test 
die Standardeinstellung „Verteilungen zwischen 
Gruppen automatisch vergleichen“ beibehalten 
werden. 
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Rangvarianzanalyse nach Kruskal‐Wallis in SPSS

 Im Reiter Feldermuss unter „Testfelder“ die AV (hier: wissen) und unter „Gruppen“ 
die UV angegeben werden, die     die Gruppenzugehörigkeit enthält (hier: lehrmeth).
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Rangvarianzanalyse nach Kruskal‐Wallis in SPSS

 Im Reiter Einstellungen könnte man die Option „Tests anpassen“ anwählen und dort auch 
explizit die „Einfaktorielle ANOVA nach Kruskal‐Wallis (k‐Stichproben)“ anwählen. (Nicht 

erforderlich, da 
dies die Stan‐
dardeinstellung
ist). Will man ein 
abweichendes 
Verfahren aus‐
wählen, muss 
man dies hier
explizit aus‐
wählen.
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Rangvarianzanalyse nach Kruskal‐Wallis in SPSS

Da der ausgegebene p‐Wert (Spalte 
Sig) von 0.005 kleiner als unser 
gewähltes  von 0.05 ist, wird die 
Nullhypothese zurückgewiesen. 

Durch dass Doppelklicken auf die Tabelle öffnet sich ein auf 
der folgenden Folie dargestelltes Fenster „Modellansicht“, 
dem noch weitere Informationen zu entnehmen sind.
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Rangvarianzanalyse nach Kruskal‐Wallis in SPSS

Hier werden Blockplots für alle m
Gruppen dargestellt.

Gesamtstichproben‐
größe n

df

p‐Wert

Prüfgröße H* (d.h. 
mit Tie‐Korrektur)
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Einfaktorielle Varianzanalyse: Zitierte Quellen

Zitierte Quellen

 Bandura, A. (1965). Influence of models’ reinforcement contingencies on the acquisition of imitative responses. 
Journal of Personality and Social Psychology, 6, 589‐595. 

 Marasculio, L. A. & McSweeney, M. (1977). Nonparametric and distribtion‐free methods for the social sciences. 
Monetery, CA: Brooks/Cole.




