Probeklausur
Einfiihrung in die Stochastik

——>0C—0<—

Soweit nicht explizit anders erwahnt, konnen Sie jeder Aufgabe einen geeigneten Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, F,P) zugrunde legen. Zufallsvariablen sind entweder diskrete re-
ellwertige Zufallsvariablen oder reellwertige Zufallsvariablen mit einer Dichte.

Aufgabe 1

Geben Sie zu jeder der folgenden Aussagen (auf dem Bearbeitungsbogen) an, ob sie ,,wahr*
oder  falsch®* ist. Fir jede wvollstindig richtige Beantwortung aller Teile 1) bis 4) einer der
Aufgaben a) bis d) erhalten Sie jeweils drei Punkte. Es gibt keine Negativpunkte.

a) Esseien (A4,), n € N, und (B,), n € N, Folgen von Ereignissen mit ) | _P(A,) = oo
und » P(B,) < co.
1) Es folgt, dass P(limsup 4,) = 1.
2) Es folgt, dass P(liminf A,) = 0.
3) Es folgt, dass P(liminf B,,) = 1.
4) Es folgt, dass P(limsup B,,) = 0.
b) Es seien pq, 1o € (0,00) und X; ~ Poi,, sowie X, ~ Poi,, unabhéngige Poisson-

verteilte Zufallsvariablen. Weiterhin seien vy, 15 € (0,00) und Y; ~ Exp(v;) sowie
Ys ~ Exp(ry) unabhéngige exponentialverteilte Zufallsvariablen.

1) Es folgt, dass X7 + Xy ~ Poi,, 1p,.

2) Es folgt, dass das Minimum X; A X3 Poi,, 4 ,,-verteilt ist.

3) Es folgt, dass Y1 + Y5 ~ Exp(v1 + vs).

4) Es folgt, dass das Minimum Y; A Yy Exp(vy 4 vy)-verteilt ist.



c) Esseien (X,,), n € N, und X reellwertige Zufallsvariablen.

1) Falls (X,,) fir n — oo P-fast sicher gegen X konvergiert, so konvergiert (X,,)
fiir n — oo auch in Wahrscheinlichkeit gegen X.

2) Falls (X,,) fiir n — oo in Wahrscheinlichkeit gegen X konvergiert mit
1
P(|X, — X[ >¢) < 5 firallee >0und n € N,
e2n

so konvergiert (X,,) fiir n — oo auch P-fast sicher gegen X.

3) Falls (X,,) fir n — oo P-fast sicher gegen X konvergiert und fiir alle X, gilt,
dass E[| X,,|] < oo, so gilt auch E[|X]|] < co.

4) Falls X € £Y(Q,F,P) und X,, € L}(Q,F,P) fir alle n € N, und falls (X,,)
in £1(Q, F,P) gegen X konvergiert, so existiert eine P-fast sicher konvergente
Teilfolge (X, ), k € N, von (X,,), n € N, so dass (X, ) P-fast sicher gegen X
konvergiert fiir k& — oo.

d) Es seien (X,,)nen eine u.i.v. Familie von Zufallsvariablen und (Y},),en eine Familie
von identisch verteilten Zufallsvariablen. Weiterhin gelte E[X;] = E[Y;] = 0, E[X?] =
E[Y? =1und X,,Y; € £*.

1) Es folgt, dass Z%%Xi in Verteilung gegen eine N (0, 1)-verteilte Zufallsvariable
konvergiert.

2) Es folgt, dass % in Verteilung gegen eine N (0, 1)-verteilte Zufallsvaria-

ble konvergiert.
3) Es folgt, dass %Z:’L:l |.X;| fiir n — oo P-fast sicher gegen 0 konvergiert.
4) Es folgt, dass %Z?:l X; fiir n — oo P-fast sicher gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 2

Es seien p € (0,1) sowie X, Y, Z unabhéngige Ber,-verteilte Zufallsvariablen. Weiterhin sei
U=(1-X)Y+XZ



a) Zeigen Sie, dass U Bernoulli-verteilt ist, und berechnen Sie den zugehorigen
Parameter.

b) Geben Sie die Varianz von U an.

c¢) Berechnen Sie E[U'" — 1].
Losung.
a) Da X,Y,Z € {0,1} P-fs., gilt U € {0,1} P-f.s., und somit ist U Bernoulli-verteilt.

Wir haben
PU=0)=P(1-X)Y=0,XZ=0)
=PX=1,Z=0+P(X=0,Y=0)=p(1-p)+(1-p)?=1-p.
Also ist U auch Ber, verteilt.
b) Da U Ber,-verteilt ist, gilt nach Vorlesung Var(U) = p(1 — p).
c) Es gilt

E[U7-1]=0P(U=1)—1P(U =0)=p— 1.



Aufgabe 3

Es sei C C 2%, sodass fiir alle z,y € Q mit x # y ein A € o(C) existiert mit 14(z) # 14(y).

a) Zeigen Sie, dass fiir jede Wahl von z,y € ) das Mengensystem

Foy ={A€0(C): La(x) = Laly)}
eine o-Algebra ist.

b) Zeigen Sie durch Widerspruch, dass fiir jede Wahl von z,y € Q mit x # y ein A € C
existiert mit 14(z) # La(y).

Losung.

a) Essei z,y € Q.

e Qe F,,, dalg(r) =1y =1
e Essei A€ F,,, dann gilt

Lac(z) =1—Ta(z) =1—T1a(y) = Lac(y),

und somit gilt A° € F, .
o Esseien Ay, Ay, --- € Fy, dann

Lueas(®) = max L, (@) = maxa,(y) = Ly, W)
b) Wir nehmen an, dass z,y € Q existieren mit = # y, sodass fiir alle A € C 14(z) =
L a(y). Nach der Definition von F, , gilt dann C € F,, und F,, C o(C).

Da F,, eine o-Algebra ist, gilt somit F,, = 0(C) und das ist ein Widerspruch zur
Annahme der Aufgabe.

Aufgabe 4

Es seien Multiple-Choice Aufgaben mit jeweils vier Aussagen, welche wir durch die Men-
ge {1,2,3,4} beschreiben, gegeben. Jeder dieser vier Aussagen muss entsprechend ihrem
Wahrheitsgehalt eines der Attribute ,falsch* (=0) und ,wahr* (=1) zugewiesen werden;
dabei kénnen sowohl mehrere Antworten als auch keine Antwort zutreffend sein. Somit
konnen wir den Raum aller Antwortmoglichkeiten zu einer Multiple-Choice Aufgabe mit

{0, 1}{1:234} jdentifizieren. Eine Multiple-Choice Aufgabe gilt als richtig beantwortet, falls
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jeder der vier Aussagen das richtige Attribut zugewiesen wurde. Mit dieser Konvention
betrachten wir eine Aufgabe und eine Studierende sowie das Ereignis

A := {Die Studierende beantwortet die Aufgabe richtig} .

Wir nehmen an, dass die Studierende entweder die Losung der Aufgabe kennt (und sie
dann richtig beantwortet) oder zuféllig uniform verteilt eine Antwortmoglichkeit auswéahlt.
Wir definieren die Ereignisse

K := {Die Studierende kennt die Losung der Aufgabe},

K¢ = {Die Studierende wahlt zuféllig uniform eine der Antwortmoglichkeiten aus} .

Es gilt somit P(A | K*¢) = ;.

a) Es gelte P(4) = 1. Berechnen Sie unter dieser Voraussetzung P(K).

b) Es seien nun vier Multiple-Choice Aufgaben gegeben. Bei einer dieser Aufgaben kennt

die Studierende die Losung der Aufgabe und bei den anderen wéhlt sie zufallig uni-
form verteilt (und unabhéngig voneinander) eine Antwortméglichkeit aus. Berechnen
Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Studierende mindestens zwei Aufgaben richtig
beantwortet (das Ergebnis ist in Form von Briichen anzugeben).

Losung.

a) Wir haben mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

% =P(A) =P(AIK)P(K) + P(A|K)P(K°) =1-P(K) + % (1 -P(K))
und somit

1 /1 1 7
PK)=——(=—=)=—.
(K) 1—i<2 24> 15

24

Da sie eine Frage sicher beantworten kann, muss man berechnen, wie grofy die Wahr-
scheinlichkeit ist, von den verbliebenen drei Aufgaben mindestens eine richtig zu
beantworten. Die Gegenwahrscheinlichkeit hierzu ist

15\°

16)
also die WK, dass sie alle drei verbleibenden Aufgaben falsch beantwortet, und somit
ist die gesuchte WK 1 — (12)3.



Aufgabe 5

Es seien (X,,)nen eine Familie von Zufallsvariablen und X eine Zufallsvariable mit X, Px

n—oo

sowie (an)nen eine Folge reeller Zahlen mit a, — a € R. Wir nehmen an, dass die Vertei-

n—oo

lungsfunktion von X stetig ist.

a)

b)

Zeigen Sie, dass fiir jedes x € R und jedes ¢ > 0 ein V., € N existiert, sodass fiir
alle n > N, , gilt:

PX+a<z—¢e)—e<P(X,+a,<z)<PX+a<zx+e¢)+e.

Zeigen Sie
X, +a, = X +a.

n—oo

Losung.

a)

Es sei z € R, ¢ > 0 und N}, € N, sodass |a, — a| < ¢ fir alle n > N} . Dann gilt
ap <a+eund a, > a— ¢ firallen > N} .
Also haben wir fir alle z € R und n > N,

P(X,+a, <z)=PX, <z-—a,)

<PX,<z-—a+e),
>P(X, <z—a—c¢).

Da (X,) in Verteilung gegen X konvergiert und die Verteilungsfunktion von X stetig

ist, existiert auBerdem N7, sodass fiir alle n > NZ,

P(X, <z—a+e) <P(X <z—a+e)+eund P(X,, <z—a—¢) > P(X <z—a—c)—c.

Deswegen gilt fir alle N > N., := max{N/, N2}

PX+a<z—¢)—e<PX,+a,<2)<PX+a<z+e)+e.

Da die Verteilungsfunktion von X in jedem Punkt stetig ist haben wir fiir alle x € R

PX+a<zrz—¢)—e—PX+a<z)undP(X+a<z+e)+e—P(X+a<2).

e—0 e—0

Nach a) erhalten wir die Behauptung.



Aufgabe 6

Es sei p € [0,1] und (X,,)nen, eine zeithomogene Markovkette auf S = {1,2, 3} mit Uber-
gangsmatrix

1—p p/2 p/2
P = 1 0 0
1 0 0

a) Fur welche p € [0,1] ist die Markovkette irreduzibel? Fiir welche p € [0, 1] ist sie
aperiodisch?

b) Berechnen Sie alle stationdren Verteilungen in Abhéngigkeit von p. Wann ist diese
eindeutig?

¢) Zeigen Sie, dass wenn die Markovkette irreduzibel und aperiodisch ist, C' € (0, 00)
und ¢ € O(Inn/n) existieren, sodass fir alle n € N und die unter diesen Vorausset-
zungen eindeutige stationdre Verteilung 7 gilt:

sup  ||[P"(z,) = 7llov < C(p+ @(n))".
ze€{1,2,3}

Losung.

a) Irreduzibilitdt: Da man von den Zustdnden 2 und 3 mit Wahrscheinlichkeit 1 zurtick
in den Zustand 1 wandert, ist die Markovkette genau dann irreduzibel, wenn man
von Zustand 1 mit positiver Wahrscheinlichkeit in jeden dieser Zustdnde wandern
kann. Dies ist genau dann der Fall, wenn p > 0 gilt.

Aperiodizitét: Die Kette ist aperiodisch genau dann, wenn p € (0, 1) gilt: Wir haben
dann P(1,1) > 0, P?(2,2) > P(2,1)P(1,2) > Ound P3(2,2) > P(2,1)P(1,1)P(1,2) >
0 sowie analog fur P(3,3).

Fiir p = 0 ist der Zustand 1 absorbierend
und fiir p = 1 ist die Periode 2, denn P?*(1,1) > 0, sowie P'(1,1) = 0 und wenn
P?=1(1,1) = 0, dann

1 1
P?"TH(1,1) = P?(1,2)P(2,1) + P*(1,3)P(3,1) = 5192”(1, 2) + 5P2“(1, 3)
= %P%l(l, 1)P(1,2) + %P%l(l, 1)P(1,3) = 0.

b) Wir miissen die Gleichung 7 = 7P 16sen. Wir erhalten

m = (1 —p)m + 7o + 73

T = §7T1
Ty = }—?ﬂ'
3 2 1-



Da 7 eine Verteilung sein soll, folgt
1 =m + my + 73,
und
1=(1+p)m

folgt aus den vorherigen Gleichungen.

Wir erhalten also 7 = ﬁp(l,p/?,p/?). 7 ist somit eindeutig bestimmt.

Die Spektralliicke ist definiert als 1 — max{|\| : A Eigenwert von P}. Wir berechnen

l—p—X p/2 p/2

det(P — \I) = det 1 -2 0
1 0 =X
=X((1=p) =N = 5 (N AT

= - AN = (1-=pAr-p)
=-AA -1\ +p).

Wir erhalten die Losungen A\; = 0, Ay = —p und A3 = 1. Die Spektralliicke ist also

1—p.
Nach Theorem 1.16.39 gilt somit

E8{1111233} |P"(z,-) = 7llry S C (1= (1=p)+pn)" =C{p+en)"

mit ¢ € O(lnn/n).



Aufgabe 7

Es seien n € N, X, : (0,00)" — (0,00), sodass X;(x1,...,x,) = z; fur allei € {1,...,n},
und ((0,00)", B((0,00)"), (Py)sec(o,00)) €in statistisches Modell, sodass (X, ..., X)) unter
Py eine u.iv. Familie von Exp(s)-verteilten Zufallsvariablen ist. Beachten Sie, dass in
diesem Fall fiir alle s € {1,...,n} und ¥ € (0, 00) schon Vary(X;) = 92 gilt.

a) Geben Sie fiir jedes z € (0,00)"™ den Maximum-Likelihood Schatzer vy (x) € (0, 00)
fur 7(J) = ¥ an.

b) Ist Vs ein varianzminimierender, erwartungstreuer Schatzer fiir 7(J) = 97
Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass ((0,00)", B((0,00)"), (Py)ge(o,00)) €in regu-
lares statistisches Modell ist, und dass Uy, ein erwartungstreuer, regularer Schétzer
fiur 7(9) = ¥ ist.

Losung.

a) Essei z € (0,00)" und

p(z, ) := H

e~ fiir alle ¥ € (0, 00).

| =

Der Maximum-Likelihood Schétzer 1/9\ML($) ist definiert via

und somit ist genau dann p(x, ) maximal,

-~ 1
9 =dyr(r) = =



b) Wir haben durch das Lemma von Bienaymé

192

n .

. 1 <&
Var,g <19ML) = ﬁ ZVar,g(Xi) =
i=1
Auflerdem gilt
dlo x, v X, 1 1 & n
](’19) = Val'ﬁ {%} = Val'ﬁ (Z W — 5) = @ Z\/arg (Xz) = @,
i=1 =1

und somit
T (19)2
1(9)

Vary <1§ML> = fur alle ¢ € (07 OO)

Nach der Cramér-Rao Ungleichung ist daher U1, varianzminimierend.
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