Ubungsblatt 9: Losungen

Alle Zufallsvariablen sind auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) definiert.

Aufgabe 9.1. (miindliche Aufgabe)

(a) Seien p,b € R,. Eine reelle Zufallsvariable Y : Q — R, heifit Gamma-verteilt
mit den Parametern p und b, wenn Y verteilt ist mit Dichte

P e M g, (2).

fr(z) = )

Dabei ist I'(p) = [;° t?"'e~'dt die Gamma-Funktion. Seien weiter X1,..., X,
unabhédngige und Exponentialverteilte Zufallsvariablen mit Parameter A > 0.
Man kann zeigen, dass E[X;] = 1, Var(X;) = 55 gilt Vi € {1,...,n}.

(i) Zeigen Sie fiir alle n € N, dass die Summe X; + - - - + X,, Gamma-verteilt

ist mit den Parametern n und A.
Hinweis: Es gilt I'(n) = (n — 1)

(ii) Sei Y Gamma-verteilt mit den Parametern n und A. Berechnen Sie Erwar-
tungswert und Varianz von Y.

(iii) Zeigen Sie, dass fiir alle n gilt

n n/2 n -n
p{zxj > fa(2 +@} <o
j=1

(b) Seien Xi,..., X, u.i.v. Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen mit Parameter p €
(0,1). Zeigen Sie, dass fiir z > 0 und Y = e*Xi=1 % gilt

P <z”: X; > :1:) < e *RE[Y].

i=1

Beweis. (a) (i) Wir schreiben f,(z) = (\"/T'(n))2" *e"**1g, (x). Dann wollen
wir fiir jedes n die Aussage

A(n) : Sp = X1+ -+ X, ist verteilt mit Dichte f, (1)

zeigen. Fir n = 1 gilt S; = X7 und da X; nach Voraussetzung Exponen-
tialverteilt ist mit Parameter A, ist X; verteilt mit Dichte

)\1
(1)

e Mg, (1) = ' e Mg, (z) = fi(w).



(iii)

A(1) ist also erfillt. Gelte nun A(n). Da S, nach A(n) verteilt ist mit
Dichte f,, hat S,+1 = S, + X,,11 nach der Vorlesung die Dichte f, * f.
Fir z < 0 folgt direkt f, * f1(z) = 0. Fir z > 0 folgt wie in Beispiel 1.9.28

fr * / falz) fi(z — x)dx = / F/\(Z) " e A e TN TAT
0
)\n—&—l \ z . >\n+1
— -z n— d — n_—A\z = f, ’
T = e =

da nach Hinweis gilt nI'(n) = n(n — 1)! = n! = I'(n + 1). Damit gilt
A(n+1).

Der Erwartungswert und die Varianz hangen nur von der Verteilung einer
Zufallsvariablen ab. Nach (a) haben S,, und Y diesselbe Verteilung. Damit

—E zn:Xj ZE | = nE[X,] = —
j=1

A\
da die X; alle identisch Exponentialverteilt sind mit Parameter A. Mit der
Gleichheit von Bienaymé, und der obigen Bemerkung, folgt

ZX] = ZVar(XJ) = —

Wir haben in der (b) bereits Erwartungswert und Varianz von S,, ausge-
rechnet. Damit folgt

Psnz (52 D)} =+ (5 s

Var(Y) = Var

Dabei gilt (*) nach der Chebyshev-Ungleichung.

(b) Die Abbildung = +— €** ist streng monoton wachsend, also gilt

{Z Xz Z l’} = {622?:1 X 2 ez:p}
=1

und damit

i (Z h= ””) = P (B Xz o) = PY 2 e).
i=1



Nach der Markov-Ungleichung ist
E[Y]

GZI

P(Y > ¢e**) <

= e “"E[Y].

Damit folgt P (> ", X; > z) < e **E[Y].
0

Aufgabe 9.2. (miindliche Aufgabe) Es sei (X;);en eine u.i.v. Familie von Ny-wertigen
Zufallsvariablen, sodass

X1 ¢ L' und S, =30 X

(a) Zeigen Sie zunéchst, dass fiir eine Ny-wertige Zufallsvariable X die folgende
Gleichung gilt
=Y P(X>k).
k=0

(b) Zeigen Sie, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt: X,, > n fiir unendlich viele n.

(c) Zeigen Sie P({w € Q 5n() hesitzt einen Grenzwert}) = 0.
Beweis.  (a) Da X nur Werte in Ny, gilt E[X] = limy 0 S0 nP(X = n). Wir
erhalten
N N
Zn]P’(X =n)= Zn]P’(X =n)
n=0 n=1
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wobei (x) ein Umschreiben der Doppelsumme ist. Mit N — oo folgt die Be-
hauptung.

(b) Da X; ¢ L', gilt nach (a)

AuBerdem P(X; > n) = P(X,, > n) fir alle n € N, weil (X});en u.i.v. ist, und

somit -
> P(X,>n)=
n=1



Da die {X,, > n}, n € N, unabhéngig sind, erhalten wir geméaf des Borel-
Cantelli Lemmas

P(X,, > n fur unendlich viele n) =P (hm sup{X,, > n}) =1,

n—oo

einen Grenzwert hat. Dann gilt fiir alle n > 2

(c) Es sei w, sodass S"T(“’)

Xp(w) _ Sn(w)  Spo1(w) _ Sn(w)  Spo1(w) I 1 L
n n n n n—1 n  n—ooo

und somit X,,(w) > n fir endlich viele n. Daher erhalten wir nach a)

P <& hat einen Grenzwert ) < P(X,, > n nur fir endlich viele n)
n

=1 —P(X,, > n fir unendlich viele n) = 0.

]



Aufgabe 9.3. (schriftliche Aufgabe: 14 Punkte)

(a)

Es sei (A,)nen C Q. Zeigen Sie

limsup 4, ={w € Q: w € A, fiir unendlich viele n}

n—oo
und
liminf A, = {w € Q: w € A, fiir alle bis auf endlich viele n}
n—oo
(3 Punkte)

Es sei nun Q = {0,1}, A, = {1}, wenn n gerade ist, und A, = {0}, wenn n
ungerade ist. Berechnen Sie limsup,,_, . A, und liminf, , A4,.
(3 Punkte)

Es sei (A,)nen C QF, sodass A,, C A,y fiir alle n € N gilt. Zeigen Sie

limsup A,, = liminf A,, = U A,.
n—00 n—oo neN

(2 Punkte)

Wir beginnen einen ,Wiirfelwurf Prozess® mit einem sechsseitigen, fairen Wiir-
fel. Nachdem man jeweils einen Wiirfel geworfen hat, wirft man anschliefend
einen anderen fairen Wiirfel, der jedoch sechs Seiten mehr besitzt. Es sei daher
(X,)nen eine unabhéngige Familie von Zufallsvariablen, sodass X, Unigy,. 6n}-
verteilt ist fiir alle n € N, wobei

1 p
Unigy ) = ]—?Z oy fiir alle p € N.

k=1

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, unendlich oft eine 1 zu wiirfeln, das heif3t
P(X,, =1 fir unendliche viele n).
(3 Punkte)

Nun betrachten wir einen anderen ,Wiirfelwurf Prozess®, der auch mit einem
sechsseitigen, fairen Wiirfel beginnt. Nachdem man jeweils einen Wiirfel gewor-
fen hat, wirft man anschlieBend einen anderen fairen Wiirfel, der jedoch doppelt
so viele Seiten wie der letzte Wiirfel besitzt. Berechnen Sie die Wahrscheinlich-
keit, unendlich oft eine 1 zu wiirfeln.

(3 Punkte)

Beweis. (a) (i) “C“ Es sei w € limsup,, ., A,. Wir nehmen an, dass w € A,, nur

fir endlich viele n. Dann gibt es ein k € N, sodass w ¢ A, fiur alle n > k.

Aber
w € limsup A,, = ﬂ UA” C U A,

oo peN n>p n>k



und das ist ein Widerspruch.
“D Es sei w € (), sodass w € A,, fir unendlich viele n. Dann existiert fiir
p € Nein n > p, sodass w € A, das heifit

w € ﬂ U A, =limsup A,.

peN n>p n—o0
(i) “Cc*“ Es sei
w € liminf A,, = U ﬂ A,,
n—oo
peENn>p

dann existiert p, sodass w € [ -, A, das heifit w € A, fiir alle n € N bis
auf hochsten p viele n.
“D“ Es sei w € (Q, sodass w € A, fir alle bis auf endliche viele n. Dann
existiert p € N, sodass w ¢ A, nur wenn n < p, das heifit

w € ﬂ A, C liminf A,,.

n—oo

n>p

n>p

Man kann auch die Gleichung fiir die lim inf mit Hilfe des Komplements
Beweisen. Denn nach De Morgan ergibt sich

(lim sup A;)c = (ﬂ U A;) = J [ 4n = liminf A,,.
e peENn>p neNp>n nee

und somit nach der ersten Gleichung fiir die lim sup

liminf A, = {w € Q: w € A;, fir unendlich viele n}¢

n—oo

={w e Q: we A fir endlich viele n}
={weQ: we A, fir alle bis auf endlich viele n}.

(b) Durch (a) haben wir
limsup A4, = {w € {0,1} : w € A, fir unendliche mal n} = {0, 1},

n—o0

da 0 € A, fir unendlich viele (ungerade) n und 1 € A, fir unendlich viele
(gerade) n. dhnlich haben wir

liminf A, = {w € {0,1} : w € A, fiir alle bis auf endlich viele n} = 0.
n—oo

Man kann auch das direkt durch der Definition von lim sup und lim inf beweisen.
Némlich haben wir fiir alle p € N

U A, ={0,1} und ﬂ A, =0,
n>p nzp
da es n > p existiert, sodass A,, = {1} und A,; = {0}, und somit
limsup 4,, = ﬂ UAn:{O,l} und h}bggolf/ln: U ﬂAn:@.

nree peNn>p peNn>p
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(c) Da A, C A, fur alle n > p, gilt fir allep € N
Ua.=J4. wmd (4. =4,
n>p neN n>p

und somit gilt

“g?&:ﬂU&:ﬂU&:U%mﬂﬂ¥&:Uﬂ&:U%

peNn>p peN neN neN peENn>p peEN

(d) Fiir alle n € N gilt

. 1
P(Xn = ].) = Unl{l 7777 6n}({1}) = @

und somit

1 1 1

neN neN
Da die (X, )nen unabhéngig sind, gilt durch a) und des Borel-Cantelli Lemmas

P(X,, = 1 fur unendliche viele n) =P (lim sup{X,, = 1}) =1

n—o0

(e) Nun betrachten wir (Y;,),en eine unabhéngige Familie von Zufallsvariablen, so-
dass Y, Unigy, .. gxon-1)-verteilt ist fiir allen € N. Dann stellt Y, das Ergebnis des
n-ten Wiirfelwurfes dar fiir allen € N, weil 6 x2!' 7! = 6 und 2x6x 271 = 6x 2"
Ferner gilt fir alle n € N

1 1 1
2EM == e g <

neN neN neN

Wir benutzen nochmal a) und das Borel-Cantelli-Lemma

P(Y,, =1 fiir unendliche viele n) =P (lim sup{Y,, = 1}) = 0.

n—o0

und somit wiirfelt man unendlich oft eine 1 mit Wahrscheinlichkeit O.
Aufgabe 9.4. (schriftliche Aufgabe: 6 Punkte)

(a) Es sei (X,)nen eine w.i.v. Familie von Zufallsvariablen, sodass X; € £,
_ 1 <& 1 _
S, =— X; d V,=— X, —S,)2%
- Zl un pt )

Zeigen Sie

(3 Punkte)



(b) Es sei (Vy)nen wie in a). Zeigen Sie V,, N Var(X).

n—o0

(3 Punkte)

Beweis. (a) Da (X;)ien u.i.v. ist, gilt fir allei € {1,..., N}

(X; — 8n)* = (Xi — E[X] + E[X1] — S,)*

= (X; — E[X))* + (Sn — E[X1])* — 2(X; — E[X])(S, — E[X1)).

und somit

Da ((X; — E[Xi])?),  eine uiv. Familie von Zufallsvariablen, die in £
sind, ist, gilt gemaf des schwachen Gesetzes der groflen Zahlen

n—oo

%Z(X, - E[X;])? — E[(X: — E[X4])?] = Var(X)).

Da (X;)ien eine u.i.v. Familie von Zufallsvariablen, die in £? sind, ist, gilt
geméf des schwachen Gesetzes der groflen Zahlen

S, —E[Xi] - 0.

Nach (a) und 8.1.d) gilt somit

Vi, = %Z(XZ—E[XJ)?_(gn—E[Xl])? l) E[(Xl_E[Xl])Q] _ Var(Xl).

=1

]





