Ubungsblatt 8: Losungen

Aufgabe 8.1. (miindliche Aufgabe)
Es sei (X,,)nen eine Familie von Zufallsvariablen definiert auf dem Wahrscheinlich-

keitsraum (2, F,P).

(a) Es gelte P(X, =n) = P(X, =0) =1— —= und X = 0. Zeigen Sie
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X, 55 X aber X, -SwX.

(b) Es gelte P(X,, =n)= = und P(X,, = 0) = 1 — . Zeigen Sie, dass X, in L!
konvergiert, aber nicht in £2.

(c) Angenommen, es existieren X und Y, welche ebenfalls auf (Q2, F,P) definiert
sind, sodass X, 25 X und X, oy Zeigen Sie

P(X=Y)=1.

(d) Seien XY, (X, )nen, (Yn)nen reelle Zufallsvariablen, welche auf (Q, F,P) defi-
niert sind mit X, Py X und Y, Ty Zeigen Sie, dass X, +Y, Fx +Y.

(e) Seien X, (X, )nen reelle Zufallsvariablen, welche auf (€2, F,P) definiert sind mit
X, Py X und (an)nen eine reelle Zahlenfolge mit a, — a. Zeigen Sie, dass
anXn P aX

Beweis. (a) Essei e € (0,1). Dann gilt
1
P(|X,—X|>¢e)=P(|X,| >¢e)=P(X, =n) = % — 0.
Wegen P(|X,, — X| > &) < P(|X,, — X| > &) fiir &1 > &, folgt die Behauptung
auch fir € > 1 und damit fur alle ¢ > 0.

Fiir die zweite Behauptung haben wir

E[|X, ~ X[ =E[X,] = n- == vio -+ 0.

(b) Wir haben
1
)

1
E[|X.|]=n =—-—=0,
n

also X, L—1> 0.

Wenn eine Zufallsvariable Y existiert, sodass X, £—2> Y, dann gilt nach der
Holder-Ungleichung

E[YV] <E[X, — Y|+ E[X.[] < E[(X, — Y)’]* + E[X,] 20



da X, =5 Y, und X, <5 0. Nach Aufgabe 7.1.a) gilt daher
P(Y=0)=P(]Y|=0)=1.
Aber .
E[(X,-Y)’] =E[X}] :n2-ﬁ:17¥0.
und das ist ein Widerspurch.
(c¢) Es sei € > 0. Dann haben wir

P X -Y]|>e¢e)= — (Y = X,)| >¢)

P (X
(|X X|+|Y X, >e)

(1512 5o {12 5]

§1P’<|Xn—X|Zg>+IP’<|Xn—Y|Z%)—>O(n—>oo).

<P
<P

Da die linke Seite nicht von n abhéngt, haben wir P (| X — Y| > ¢) = 0 fiir alle
e > 0. Mit € | 0 folgt P(|X — Y| > 0) =0 und damit die Behauptung,.

(d) Fir alle € > 0 gilt

P(|(Xn +Y5) = (X +Y)| 2 &) SP(I X, = X[+ [V = Y[ 2 ¢)
<SP{|Xn = X[ > /2 U{[Y, - Y| > ¢/2})
<P

(1X, — X| > 2/2) + P(|Y, — Y| > /2) —> 0.
n—oo

(e)
P(la, X, —aX| > ¢) < P(|(an Xy — anX) + (an X —aX)| > )

<P(|lan| - X —X|+|an—a\-|X\|ze)

]P’(|X —X| > >+P<|an—a|-|X|2%>—>O.

2| n’ n—so0
O

Aufgabe 8.2. (miindliche Aufgabe) Fir jedes n € N sei X, die Anzahl der Kopfe,
wenn eine faire Miinze n mal geworfen wird.

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ > 0 und n € N

"

X, 1
n 2

gilt, und % S

n—oo



(b)

(c)

Finden Sie ein n, sodass der Durchschnitt der Anzahl der Kopfe % streng
zwischen % und % mit Wahrscheinlichkeit grofler als 0.9 ist.

Sie werfen die Miinze 8000 mal und erhalten 2000 Kopfe. Denken Sie, dass die
Miinze wirklich fair ist?

Beweis. (a) Durch der Linearitit des Integrales haben wir

[ } Z]EX Xiq] = — Z—:—

da X;— X, Ber%—verteilt fir alle ¢ € N ist. Wir benutzen die Tschebyscheffsche
Ungleichung

P (
da (X; — Xi_1)ien eine u.i.v. Familie von Zufallsvariablen ist mit Varianz i'
Deswegen gilt fiir alle ¢ > 0

X, 1

An 2 —0

Rt EORL

n

X, 1 Var(22) X Var(X; — X)) 1 1
) Wl s =3 -

n £? n2e? — 4n%e*  dne*’

=1

lim P <
n—od

. P
und somit Xz —s %
n nooo

Wir wollen ein n finden, sodass

1 X, 3
P(-<2n 2\ _p
(4<n<4) <

gilt. Nach a) gilt

und daher n = 40 passt.

Da, 2090 — 1 "ist die Wahrscheinlichkeit ein so extremes Ereignis zu haben

8000 4
P Xsooo 1 >1 <L.
8000 2| — 4) — 2000
Wir schliefen daraus, dass es unwahrscheinlich ist, dass eine faire Miinze 2000
mal Kopf unter 8000 Wiirfen zeigt.

]



Aufgabe 8.3. (schriftliche Aufgabe: 13 Punkte)

(a) Esseien (X, )nen Zufallsvariablen, wobei X, die Dichte f, (z) = 2zn2e~*""" 10,00) ()
besitze. Zeigen Sie
X, — 0.

(3 Punkte)

(b) Sei Z eine reelle Zufallsvariable. Z,, := Z + X,,, wobei (X,,),en eine Folge von
reellen Zufallsvariablen ist mit

mit o > 0. Zeigen Sie, dass Z, — Z. (3 Punkte)

(c) Fir jedes n € N und A € (0,1) sei (XZ-(")),GN eine u.i.v. Familie von Bera-

n

verteilten Zufallsvariablen. Ferner sei Y™ := inf{i € N : Xi(") = 1}. Zeigen Sie
mit Hilfe von Aufgabe 4.2, dass

1
—Y™ — X ~ Exp()).
n

(3 Punkte)
(d) Seien X7, Xs,.. unabhingig und X,, ~ Uni((0,1)) Vn € N. Wir definieren
Y, := max X;. Zeigen Sie, dass
1<i<n
n(l1-7Y,) = X ~ Exp(1).

(4 Punkte)
Hinweis: Betrachten Sie fir € € (0,1): P(|Y,, — 1] > ¢).

Beweis. (a) Es sei e > 0. Dann haben wir

P(X, ~ 0] 2 2) = 1= P(X, € 0.2) =1 - [ 2eme s
0
€ 2,2

=1+ [e_tQ”Q] =e " — 0.

0 n—oo

(b) Mithilfe der Dreiecksungleichung gilt

1



Sei nun € > 0. Wir erhalten
P(|Z, — Z] > ¢) =P(|X,] > ¢)

P (|Xn — E[X.]| +% > e)

N2 e
”(5—5)

wobei in der letzten Abschiatzung die Chebyshevs Ungleichung verwendet wur-
de.

(c) Nach Aufgabe 4.2 a) ist Y™ ~ Geos. Damit haben wir fiir 2 > 0

1
P (—Y(”) < x) =1-P(Y™ > nz)
n

=1-PY™ > |nz|)

N (R T (O

— 1 (6_)‘)m =1—e ",

n—0o0

da zm=1 — 1< L”’”J < z, und nach Definition P(2Y™ < z) = 0 fir z < 0.

n

(d) Esseie € (0,1).

P(|Y, — 1| > ) =P(Y, <1—¢) (1)
—P{X1<1—c}, o {X,<1—c})=(1—c)"

Setze nun in der € = % fir t > 0 und n grofl genug. Wir erhalten nach Umfor-
mung
P(n(1-Y,) <t) — 1—¢! (2)
n—oo
somit konvergiert n(1—Y,,) in Verteilung gegen eine Zufallsvariable, welche eine
Exponentialverteilung mit Parameter 1 aufweist. (Fir ¢ < 0 sieht man direkt,

dass die Wahrscheinlichkeit in (2) 0 ist.)
O]

Aufgabe 8.4. (schriftliche Aufgabe: 7 Punkte)
Wir betrachten zwei unabhéngige Laplace Wiirfel. Die Verteilung der Summe der Au-
genzahlen ist uns bekannt. Wir mochten nun die Zahlen auf den Wiirfeln durch eine



andere Kombination aus Zahlen in N ersetzen, sodass die Summe der Augenzahlen
weiterhin die gleiche Verteilung aufweist. Finden Sie eine solche Kombination. (Die
beiden neuen Wiirfel miissen nicht gleich sein.)

Hinweis: Sei X; die Zufallsvariable, welche die Augenzahl des ersten Wiirfels wie-
dergibt und X, entsprechend die Zufallsvariable, welche die Augenzahl des zweiten
Wiirfels anzeigt. Sei Y := X; + X5. Wie sehen die momentenerzeugenden Funktio-
nen Gy, und Gy fir X bzw. Y aus. Welcher Zusammenhang besteht zwischen Gy, ,
Gx, und Gy? Betrachten Sie zudem die Faktorisierungen der momentenerzeugenden
Funktionen.

Beweis. Die momentenerzeugenden Funktion von X lautet:

6

GXI (8) = Z

i=1

1s—s’

T 61-s

Si

| =

wobei die Gleichheit fiirs # 1 gilt. Gx, kann mithilfe einer Faktorisierung dargestellt
werden als:
Cls(I—s)(1+s)(1+s*+s") 1

GXl(S)—6 T, :63(1+s)(1+3+s2)(1—3+32).

Uns ist bekannt, dass Gx, - Gx, = Gy, da X; und X, unabhéngig voneinander sind.
Wir wollen nun zwei momentenerzeugenden Funktionen finden f und g finden, sodass
that f-g = G%ﬁ gilt. Zu beachten ist dabei, dass die Zufallsvariablen maximal 6
Werte in {1,...,12} annehmen. Wir wéhlen

f(s) = %5(1 +5)(1+s+5°) == (s+25°+25° +5)

D~

und
g = —s(1l4+s)(1+s+ 2 _ 22_1 3 4 5 6 8
(S) 3( )( S S)(l S S) = (S+S +S +S +S S)7

welche die geforderte Gleichung erfiillen. Man erkennt, dass f die erzeugenden Funk-
tion einer Zufallsvariable Z; ist, welche die nachstehende Verteilung besitzt.
1 1 1 1
P(lel):_ [P(21:2):§7 [E)>(le3):§7 [P(le4):_
Dies lésst auf eine Wiirfel schlielen, welcher je einmal die Zahl 1 und 4 aufweist
und je zweimal die Zahl 2 und 3. Die momentenerzeugenden Funktion g gehort zu
einer Zufallsvariablen Z5, welcher die Zahlen 1,3,4,5,6 und 8 mit Wahrscheinlichkeit
L zeigt. O
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