Ubungsblatt 4: Losungen

Aufgabe 4.1. (miindliche Aufgabe)
Zeigen Sie, dass eine nicht konstante, diskrete Zufallsvariable X mit Werten in N
genau dann geometrisch verteilt ist, wenn sie ,, gedachtnislos” ist, das heifit, wenn

PX>k+j|X>5)=P(X >k) firallejkeN

gilt.
Beweis. “=“: Wenn X geometrisch verteilt ist, so gilt fiir n > 0
P(X>n)= > p(l—p " =pl-p") (1-p""
I=n+1 I=1
(- p) = (= p)"
=p(l—p)'———=(1—-p)"
1—(1-p)
Fir k,7 > 0 gilt {X > k+ j} C {X > j}. Somit ist die linke Seite in der Gleichung
: - (1—p)** k
P(X >k+j)/P(X>j) =P "~ _ (1,
( )/B( ) A=) (1-p)
=P(X > k).

“«<*“: Wir definieren f,, := P(X > n),n > 0. Da X nur Werte in N hat, gilt fo = 1. Da
X nicht konstant ist, muss f; := p > 0 gelten. Erneut wegen {X > k+j} C {X > j}
fiir k, 5 > 0 folgt aus der Gleichheit mit der Wahl j =1 fiir £ > 1

frer/ o= Jr
Jer1 = fe- f1= T D
Per Induktion erhalten wir f; = p* fiir alle k& > 1. SchlieBlich erhalten wir fir k& > 1
PX=k=PX>k—1)—P(X >k)=fr1— fx
=" (1-p).

Also ist X geometrisch verteilt mit Parameter 1 — p.

Aufgabe 4.2. (miindliche Aufgabe)

(a) Es seien (X;);ey eine u.i.v. Familie von Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen mit
Parameter p € (0,1) und Y = inf{n € N: X, = 1}. Zeigen Sie, dass Y eine
geometrisch verteilte Zufallsvariable mit Parameter p ist.

.....

P(Z > m)=P(Y; > m)" fur alle m € N

gilt und dass Z eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit Parameter
1—(1—p)™ist.



Beweis. (a) Esgilt Y =1 genau dann wenn X; = 1, also P(Y =1) =P(X; =1) =
p. Fir alle m € N\ {1} gilt Y = m genau dann, wenn X; = --- = X,,, 1 =0
und X,, = 1, und somit

P(Y =m)=P(X; =+ = X1 =0, X;, = 1) = P(X,, = 1) [[ P(X; = 0) = p(1—p)"".

(b) Fiir alle m € N gilt Z > m genau dann, wenn Y; > m fur alle i € {1,...,m},
und somit

n} €ine w.iv. Familie ist. Aulerdem

= = _ j71_p(1_p)
;PK—J ;p(l =Ty

.....

m—1

— (1 - p)mfl.

Wir erhalten fir alle m € N

P(Z=m)=P(Z=>m)-P(Z=>m+1)
=(1-p""P1-01-p")

(1—p D — (1 =p)"
1-@-@=pm)" (11 -p)").
]



Aufgabe 4.3. (schriftliche Aufgabe: 10 Punkte)
Es seien X und Y unabhangige Zufallsvariablen mit X ~ Poi, und Y ~ Poi, fiir
v, it > 0.

(a)

(b)

Zeigen Sie X +Y ~ Poi,y,.
(5 Punkte)

Es sei n € N. Zeigen Sie, dass fiir die Verteilung von X unter dem (bedingten)
Wahrscheinlichkeitsmafl P(- | X +Y = n) gilt

P- | X+Y =n)oX = Bin,, v

(5 Punkte)

Beweis. (a) Da X und Y diskret auf Ny verteilt sind, trifft dies auch auf X +Y zu.

Sei also £ € Ny. Dann haben wir

IP’(X—#—Y:k;):IP’(U?OO{XvLY:k,Y:Z})

=Y PX+Y=kY=0)=) PX=k-)PY =1

[=0 =00 o fiir 1>k

k k k=t !
=Y PX=k—DPY =0)=> e = nb

=0 =0

k
1 k 1

_ —(v+p) — U k—l _ —(v+p) = k
=e€ Hk_| — (l)/'l’y =€ Mk'(y—i—u)?

was die Wahrscheinlichkeit ist, dass eine Poi,,-verteilte Zufallsvariable den
Wert k& annimmt.

Da X unter P diskret auf Ny verteilt ist, trifft dies auch auf die (bedingte)
Verteilung unter P(- [ X4Y = n) zu. Sei daher k € Ny. Dann haben wir fir £ > n
wegen P(Y < 0) = 0 folglich P(X =k, X+Y =n) =P(X =k)P(Y =n—Fk) =0
und daher

PX=k|X4+Y=n)=0 firk>n.



Fir k € {0,...,n} haben wir

(P IX+Y =n)o X ") ({k}) =P(X =k |[X +Y =n)
=P(X _kX—i-Y—n)/IP’(X—i-Y—n)

PX=kPY =n—k)/P(X+Y =n)

e~ vk e E pr | k, n—k
@) k (=R _ n: vt

e—(utv) ™ ("+“) El(n — k) (v + p)™

WE )
-() () (o)

v -verteilte Zufallsvariable den

Wert k£ annimmt.
O]

Aufgabe 4.4. (schriftliche Aufgabe: 10 Punkte)
Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Q = {1,2,3}?, F = 22 und P, welches
durch die Zahldichte p, gegeben ist

wWa 1 2 3

Wi
1 103 |1
20 20 20
2 1 3
2 20 20 20
4 3 2
3 20 20 20

Fiir die nachstehenden Zufallsvariablen X; : Q2 — € sollen Sie nun den Wertebereich
2 und die Verteilung Py, an, i € {1,2,3,4} angeben (Die zugehorige o-Algebra zu
Qf sei & = 2%).

(a) Xi(w) = w, (2,5 Punkte)
(b) Xa(w) = wi + wy (2,5 Punkte)
(¢) X3(w) = maz{w,ws} (2,5 Punkte)
(d) Xiy(w) = maz{wr,ws} — min{w,ws} (2,5 Punkte)



Beweis.  (a)

X1 (w) = wy hat den Wertebereich Q) = {1,2,3}.
P(Xy =1) = P((w1,w2) € Q) [wr = 1) = P({(1,1),(1,2),(1,3)})

13 1 1
=ttt ===

20 20 20 4
P(X;=2)= :%, P(X, =3) = :%
(b)
Xs(w) = wy 4+ wy hat den Wertebereich Q) = {2,3,4,5,6}.
P(X, = 2) = P((w1,0) € ) | w1+ = 2) = B{(1L,)}) = o
PXo=8) == o BXa=4)= .= = B(Xa=5)= .= =
1
P(X;=6) = . = -
(c)
X3(w) = maz{wy,wy} hat den Wertebereich Q} = {1,2, 3}.
P(X3=1) =P((wy,ws) € Q) | mazx{wi,we} =1) =P{(1,1)}) = %
IP’(X3:2):...:1%, P(ngs):...:;_g
(d)

X4(w) = maz{wr,ws} — min{w;,ws} hat den Wertebereich ) = {0, 1, 2}.
P(X3 =0) = P((w1,ws) € ) | mazx{w, ws} — min{wi,we} = 0)

= B({(1,1),(2.2),(3.3)) = ;
P(X4:1):...:%, 19>(‘><4:2):...:}l





