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Übungsblatt 4: Lösungen
Aufgabe 4.1. (mündliche Aufgabe)
Zeigen Sie, dass eine nicht konstante, diskrete Zufallsvariable X mit Werten in N
genau dann geometrisch verteilt ist, wenn sie „gedächtnislos“ ist, das heißt, wenn

P (X > k + j |X > j) = P (X > k) für alle j, k ∈ N0

gilt.

Beweis. “⇒“: Wenn X geometrisch verteilt ist, so gilt für n > 0

P(X > n) =
∞∑

l=n+1

p(1− p)l−1 = p(1− p)n
∞∑
l=1

(1− p)l−1

= p(1− p)n
1

1− (1− p)
= (1− p)n.

Für k, j > 0 gilt {X > k + j} ⊂ {X > j}. Somit ist die linke Seite in der Gleichung

P(X > k + j)/P(X > j) =
(1− p)k+j

(1− p)j
= (1− p)k

= P(X > k).

“⇐“: Wir definieren fn := P(X > n), n > 0. Da X nur Werte in N hat, gilt f0 = 1. Da
X nicht konstant ist, muss f1 := p > 0 gelten. Erneut wegen {X > k+ j} ⊂ {X > j}
für k, j > 0 folgt aus der Gleichheit mit der Wahl j = 1 für k > 1

fk+1/f1 = fk

fk+1 = fk · f1 = fk · p.

Per Induktion erhalten wir fk = pk für alle k > 1. Schließlich erhalten wir für k > 1

P(X = k) = P(X > k − 1)− P(X > k) = fk−1 − fk

= pk−1(1− p).

Also ist X geometrisch verteilt mit Parameter 1− p.

Aufgabe 4.2. (mündliche Aufgabe)

(a) Es seien (Xi)i∈N eine u.i.v. Familie von Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen mit
Parameter p ∈ (0, 1) und Y = inf{n ∈ N : Xn = 1}. Zeigen Sie, dass Y eine
geometrisch verteilte Zufallsvariable mit Parameter p ist.

(b) Es seien (Yi)i∈{1,...,n} eine u.i.v. Familie von geometrisch verteilten Zufallsvaria-
blen mit Parameter p ∈ (0, 1) und Z = inf i∈{1,...,n} Yi. Zeigen Sie, dass

P(Z > m) = P(Y1 > m)n für alle m ∈ N

gilt und dass Z eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit Parameter
1− (1− p)n ist.
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Beweis. (a) Es gilt Y = 1 genau dann wenn X1 = 1, also P(Y = 1) = P(X1 = 1) =
p. Für alle m ∈ N \ {1} gilt Y = m genau dann, wenn X1 = · · · = Xm−1 = 0
und Xm = 1, und somit

P(Y = m) = P(X1 = · · · = Xm−1 = 0, Xm = 1) = P(Xm = 1)
m−1∏
i=1

P(Xi = 0) = p(1−p)m−1.

(b) Für alle m ∈ N gilt Z > m genau dann, wenn Yi > m für alle i ∈ {1, . . . ,m},
und somit

P(Z > m) = P(Y1 > m, . . . , Yn > m) =
n∏

i=1

P(Yi > m) = P(Y1 > m)n,

weil (Yi)i∈{1,...,n} eine u.i.v. Familie ist. Außerdem

P(Y1 > m) =
∞∑

j=m

P(Y1 = j) =
∞∑

j=m

p(1− p)j−1 =
p(1− p)m−1

1− (1− p)
= (1− p)m−1.

Wir erhalten für alle m ∈ N

P(Z = m) = P(Z > m)− P(Z > m+ 1) = (1− p)n(m−1) − (1− p)nm

= (1− p)n(m−1)
(
1− (1− p)n

)
=

(
1− (1− (1− p)n)

)m−1(
1− (1− p)n

)
.
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Aufgabe 4.3. (schriftliche Aufgabe: 10 Punkte)
Es seien X und Y unabhängige Zufallsvariablen mit X ∼ Poiν und Y ∼ Poiµ für
ν, µ > 0.

(a) Zeigen Sie X + Y ∼ Poiν+µ.
(5 Punkte)

(b) Es sei n ∈ N. Zeigen Sie, dass für die Verteilung von X unter dem (bedingten)
Wahrscheinlichkeitsmaß P(· |X + Y = n) gilt

P(· |X + Y = n) ◦X−1 = Binn, ν
ν+µ

.

(5 Punkte)

Beweis. (a) Da X und Y diskret auf N0 verteilt sind, trifft dies auch auf X+Y zu.
Sei also k ∈ N0. Dann haben wir

P(X + Y = k) = P
(⋃̇∞

l=0
{X + Y = k, Y = l}

)
=

∞∑
l=0

P(X + Y = k, Y = l) =
∞∑
l=0

P(X = k − l)︸ ︷︷ ︸
=0 für l>k

P(Y = l)

=
k∑

l=0

P(X = k − l)P(Y = l) =
k∑

l=0

e−ν νk−l

(k − l)!
e−µµ

l

l!

= e−(ν+µ) 1

k!

k∑
l=0

(
k

l

)
µlνk−l = e−(ν+µ) 1

k!
(ν + µ)k,

was die Wahrscheinlichkeit ist, dass eine Poiν+µ-verteilte Zufallsvariable den
Wert k annimmt.

(b) Da X unter P diskret auf N0 verteilt ist, trifft dies auch auf die (bedingte)
Verteilung unter P(· |X+Y = n) zu. Sei daher k ∈ N0. Dann haben wir für k > n
wegen P(Y < 0) = 0 folglich P(X = k,X+Y = n) = P(X = k)P(Y = n−k) = 0
und daher

P(X = k |X + Y = n) = 0 für k > n.
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Für k ∈ {0, . . . , n} haben wir(
P(· |X + Y = n) ◦X−1

)
({k}) = P(X = k |X + Y = n)

= P(X = k,X + Y = n)/P(X + Y = n)

= P(X = k)P(Y = n− k)/P(X + Y = n)

a)
=

e−ν νk

k!
· e−µ µn−k

(n−k)!

e−(µ+ν) (ν+µ)n

n!

=
n!

k!(n− k)!

νkµn−k

(ν + µ)n

=

(
n

k

)(
ν

ν + µ

)k (
µ

ν + µ

)n−k

=

(
n

k

)(
ν

ν + µ

)k (
1− ν

ν + µ

)n−k

Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Binn, ν
ν+µ

-verteilte Zufallsvariable den
Wert k annimmt.

Aufgabe 4.4. (schriftliche Aufgabe: 10 Punkte)
Sei (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Ω = {1, 2, 3}2, F = 2Ω und P, welches
durch die Zähldichte pω gegeben ist

ω2

ω1

1 2 3

1 1
20

3
20

1
20

2 2
20

1
20

3
20

3 4
20

3
20

2
20

Für die nachstehenden Zufallsvariablen Xi : Ω → Ω′
i sollen Sie nun den Wertebereich

Ω′
i und die Verteilung PXi

an, i ∈ {1, 2, 3, 4} angeben (Die zugehörige σ-Algebra zu
Ω′

i sei E = 2Ω
′
i).

(a) X1(ω) = ω1 (2,5 Punkte)

(b) X2(ω) = ω1 + ω2 (2,5 Punkte)

(c) X3(ω) = max{ω1, ω2} (2,5 Punkte)

(d) X4(ω) = max{ω1, ω2} −min{ω1, ω2} (2,5 Punkte)
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Beweis. (a)

X1(ω) = ω1 hat den Wertebereich Ω′
1 = {1, 2, 3}.

P(X1 = 1) = P((ω1, ω2) ∈ Ω) | ω1 = 1) = P({(1, 1), (1, 2), (1, 3)})

=
1

20
+

3

20
+

1

20
=

1

4

P(X1 = 2) = ... =
3

10
, P(X1 = 3) = ... =

9

20

(b)

X2(ω) = ω1 + ω2 hat den Wertebereich Ω′
2 = {2, 3, 4, 5, 6}.

P(X2 = 2) = P((ω1, ω2) ∈ Ω) | ω1 + ω2 = 2) = P({(1, 1)}) = 1

20

P(X2 = 3) = ... =
5

20
, P(X2 = 4) = ... =

3

10
, P(X2 = 5) = ... =

3

10
,

P(X2 = 6) = ... =
1

10

(c)

X3(ω) = max{ω1, ω2} hat den Wertebereich Ω′
3 = {1, 2, 3}.

P(X3 = 1) = P((ω1, ω2) ∈ Ω) | max{ω1, ω2} = 1) = P({(1, 1)}) = 1

20

P(X3 = 2) = ... =
3

10
, P(X3 = 3) = ... =

13

20

(d)

X4(ω) = max{ω1, ω2} −min{ω1, ω2} hat den Wertebereich Ω′
4 = {0, 1, 2}.

P(X3 = 0) = P((ω1, ω2) ∈ Ω) | max{ω1, ω2} −min{ω1, ω2} = 0)

= P({(1, 1), (2, 2), (3, 3)}) = 1

5

P(X4 = 1) = ... =
11

20
, P(X4 = 2) = ... =

1

4
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