Ubungsblatt 3: Losungen

Aufgabe 3.1. (miindliche Aufgabe)

In einer Klausur gibt es eine “multiple-choice”-Frage, bei welcher genau eine von vier
moglichen Antworten richtig ist. Wir nehmen an, dass Anne mit einer Wahrschein-
lichkeit von 80% die richtige Antwort weiff und andernfalls rat. Boris weif die richtige
Antwort mit einer Wahrscheinlichkeit von 50% und rét sonst ebenfalls.

(a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass Anne die Frage richtig beantwortet?
(b) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass Boris die Frage richtig beantwortet?

(c) Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass Anne die richtige Antwort wusste,
gegeben dass sie richtig geantwortet hat?

(d) Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass Boris die richtige Antwort wusste,
gegeben dass er richtig geantwortet hat?

Beweis.  (a) Bezeichnen wir mit K 4 das Ereignis, dass Anne die erste Antwort kor-
rekt beantwortet, mit R4 das Ereignis, dass Anne die erste Antwort rit und
mit W, das Ereignis, dass Anne die erste Antwort weiss, so erhalten wir mit
der Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit (beachte P(W,) + P(Ra) = 1):

P(Ka) = P(KaA|RA)P(Ra) + P(KA|[WA)P(Wa)
=0.25-0.2+ 1 P(W,) = 0.85.

(b) Mit den analogen Bezeichnungen Kp, Rp und Wp gilt

P(Kp) = P(Kg|Rg)P(Rp) + P(Kg|Wg)P(Wp)
=0.25-0.5+ 1- P(Wg) = 0.625.

(c) Die Formel von Bayes liefert

P(K4|[Wa)P(Wa)
(Ka[Wa)P(Wa) + P(K4|Ra)P(Ra)
1- P(Wy) 08 08
1-P(W4)+0.25-0.2 0.8+0.05 0.85

P(WalK4) = D

~ (0.941.

(d) Auch hier liefert die Formel von Bayes

P(Kp|Wg)P(Wp)
(Kp|Wg)P(Wg) + P(Kp|Rp)P(Rp)
1-P(Wg) 05 05
1-P(Wp)+025-05 05+0.125 0.625

P(Wp|Kp) = 5

0.8.




Aufgabe 3.2. (miindliche Aufgabe)
In den drei ersten Fragen dieser Aufgabe bezeichnet (€2, F,P) einen Wahrschein-

lichkeitsraum, (£, &) einen Messraum und X, Y und Z jeweils Zufallsvariablen von
(Q, F,P) nach (E,E).

(a) Zeigen Sie, dass wenn X =Y gilt, dann haben X und Y die gleiche Verteilung.
Gilt diese Aussage auch umgekehrt?

(b) Finden Sie (2, F,P) und X, Y, Z, sodass X und Y die gleiche Verteilung haben,
aber nicht XZ und Y Z.

(c) Es seien (E', &) ein weiterer Messraum und f : E — E’ eine & — £’-messbare
Abbildung. Zeigen Sie, dass foX eine Zufallsvariable von (€2, F,P) nach (E’, &)
iIst mit

Po(foX)'=PoX "of

(d) Es sei 7/ =o({{z}, z € R}) und

fo RF) — (R B(R))
T — x.

Zeigen Sie, dass f~'({z}) € F' fir alle x € R. Ist f eine ' — B(R)-messbare
Abbildung? Sie konnen Aufgabe 1.4 benutzen.

Beweis. (a) Wenn X =Y, dann gilt fir alle A € £, Po X 1(4) = P(X'(A4)) =
P(Y~!'(A)) =PoY'(A).
Wir betrachten Q = {w : w € {1,2}}, und (2, F,P) der zugehorige Wahrschein-
lichkeitsraum. Es sei X = Z = 1,13, Y = Ly—9.
DaP(X =1)=PY =1)=5 und P(X =0) =P(Y =0) = 3, haben X und ¥’
die gleiche Verteilung, aber X # Y.

(b) Es seien (2, F,P) und X,Y, 7 wie in a). Dann X7 = X und YZ =YX =0,
und somit X7 und Y Z nicht die gleiche Verteilung haben.

(c) f71(A) € € fiir alle A € £, und somit
(foX)(A) =X (f(4) eF
gilt, weil X eine Zufallsvariable ist. Per Definition ist f o X eine Zufallsvariable

von (£, F,IP) nach (E',&’).
AuBlerdem gilt fiir alle A € &’

Po(foX) (A)=P((foX) (A) =P(X(f(4)))
=Po X '(f'(A) =(PoX ") o fTH(A).



(d)

Fir alle z € R, f~'({z}) = {2} € F' per Definition. (1 Punkt)
Es sei A = [0,1], dann sind f~'(A) = [0,1] und (f~'(A))* = R\ [0,1] nicht
abzihlbar und wegen Aufgabe 1.4.a) ist f~!'(A) nicht in F’, und somit ist f
keine ' — B(R)-messbare Abbildung.

[

Aufgabe 3.3. (schriftliche Aufgabe: 10 Punkte)

(a)

Es sei (§2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (F, &) Messraum, wobei E
abzdhlbar und & = 2F sei. Zeigen Sie, dass eine (diskrete) Zufallsvariable X :
(Q, F,P) — (E, &) unabhingig von sich selbst ist, genau dann, wenn ein x € £
existiert, sodass

PX=2)=1 und PX=y)=0 firalley#zx

gilt.
(6 Punkte)

Es seien Q = {1,2,...,8}, F und P so, dass (2, F,P) der Laplace Wahrschein-
lichkeitsraum ist. Finden Sie Mengen A;, Ay, A3 € F derart, dass A; und A,
sowie A; und Az unabhéngig sind,

P(A1 N Ay N Ag) = P(A1)P(A2)P(A3)

gilt, aber (Aj, Ay, A3) nicht unabhéngig ist.
(4 Punkte)

Beweis.  (a) '=: Es sei X unabhéngig von sich selbst, d.h. die o-Algebra X (&) :=

{X71(A) : A € &} unabhéngig von sich selbst. Dies bedeutet, dass P(X € A) =
P{X e A}n{X € A}) =P(X € A)P(X € A) fiir alle A € &£ gilt. Daraus folgt

P(X € A) € {0,1} fiir alle A € £.

Insbesondere gilt P(X = x) € {0,1} fiir alle x € E. Da P(X € F) = 1 gelten
muss, haben wir mithilfe der o-Additivitat

1:IP’(E):IP’( {X:x}): P(X =x).
€{0,1}
Daraus folgt die zweite Aussage.
‘<" Es sei A € £, dann

P(X(A) = Y R(X =y) € 0,1}

yeA

gilt und somit P(X(A))P(X~1(A)) = P(X'(A) N X(A)). Fir A,B€ &
betrachte die Féille x € A & v ¢ B,x € B & x ¢ A, ... . Wir erhalten, dass
X&) unabhéngig von sich selbst ist, und somit auch X.



(b) Wahle A; :={1,2,3,4}, Ay :={1,2,5,6} und Az := {1,3,7,8}. Dann gilt

B(4) 0 ;) = B({1,2)) = £ = 5 - 5 = F(A)E(4y),
P(A; N A3) = P({1,3}) = P(A;)P(A3),
P(A; N A N Ag) = P{1}) = é _ % ‘ % - % — P(A,)P(A)P(4s), aber
P(4y N Ay) = P({1}) = % i — P(Ay)P(As)

Aufgabe 3.4. (schriftliche Aufgabe: 10 Punkte)

(a) Zeigen Sie: Falls (A))aea eine Familie unabhéngiger Ereignisse in einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (£2, A, P) ist und f € {0,1}*, so ist auch die Familie defi-
niert durch

B, ‘= A)w if f(A) = 07
AT A, ifF() =1,

unabhangig.
(7 Punkte)

(b) Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und es seien A, B,C € F unab-
hangige Ereignisse. Beweisen Sie:

(i) A und BN C sind unabhéngig.
(i) AU B und C sind unabhéngig.
(iii) o({A}) und o({B}) sind unabhéngig.

(3 Punkte)
Beweis. (a) Zu zeigen ist: Vn € N und {Aq, ..., A\, } C A gilt:

P (ﬁ BA]) — ﬁIP’(BAj)

Sei k = H] € {1,..,n}|By, = Af\jH. Der Beweis wird per Induktion iber k
durchgefiihrt:

[LA.: k = 0 gilt nach Voraussetzung
LS.: k — k+1: OBdA sei By, = A, . Bekannt ist, dass Ay, U A = €. Daraus

ergibt sich
(B = <A§1 ) BAJ) U (AA1 N BA].)

Jj=2 Jj=2 Jj=2



Fir A C Bgilt P(B\ A) =P(B) —P(A). Zusammen fiihrt dies zu

() (i (o)) () (o)

n n

LY. HP(BAJ_) —P(Ay) HIP’(BAJ-) = P(A5,) HIP’(BAJ = HP(BM)

P(AN(BNC)) = P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C) = P(A)(P(B)P(C)) = P(A)P(BNC).

P((AUB)NC) =P((AnC)u(BNC))
N )+]P>(BmC) P((AnC)N(BNC))

A)P(C) + P(B)P(C) — P(A)P(B)P(C)

C)(P(A) + P(B) — P(AN B))

C)P(AU B).

P(A
I(
I(
P(

(iii) o({A}) =10, A, A°,Q} und o({B}) = {0, B, B¢,Q}. Wir miissen nur zei-
gen, dass A und B¢ sowie A° und B sowie A° und B¢ unabhéngig sind:

P(ANB®) = P(A)—P(ANB) = P(A)—P(A)P(B) = P(A)(1-P(B)) = P(A)P(B")

Die anderen Falle gehen analog.
O]





