Ubungsblatt 2: Losungen

Aufgabe 2.1. (miindliche Aufgabe)
Sei F eine o-Algebra tiber 2 und F' € F. Dann ist

FNF={FNG:GeF}

eine o-Algebra tiber F'. Sie wird als Spur-o-Algebra bezeichnet. Zeigen Sie, dass dies
tatsachlich eine o-Algebra ist.

Beweis. Es miissen drei Eigenschaften nachgepriift werde:

1. F,0 € F'NF klar nach Definition.
2. Sei A e FNF. Dann gibt es B € F mit A= F N B.
A° = FNA® = FA(FNB)® = FN(FCUB®) = (FNF)U(FNBY) = FNB® = A° € F

3. Seien Ay, As,... € FNJF. Dann gibt es B; € F mit A;, = FN B; Vi € N.

Jai=JFnB)=Fn (U&)

1€EN 1€EN 1€EN

Somit ist (J,cy Ais da U;eny Bi € F

Aufgabe 2.2. (miindliche Aufgabe)

Die klassische Variante des sogenannten Ziegenproblems lautet wie folgt:

In einer Gameshow hat ein Kandidat die Wahl zwischen drei Toren. Hinter einem
Tor befindet sich der Hauptgewinn und hinter den anderen beiden jeweils eine Nie-
te in Form einer Ziege. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit bei allen Toren gleich, den
Hauptgewinn zu verbergen. Der Kandidat wahlt, jeweils mit gleicher Wahrscheinlich-
keit und unabhéangig davon, wo der Hauptgewinn sich befindet, anfangs eines der
drei Tore aus. Danach deckt der Moderator, wissentlich, wo sich der Hauptgewinn
befindet, mit gleicher Wahrscheinlichkeit eines der nicht von dem Kandidaten ausge-
wahlten Tore, die auflerdem eine Ziege verbergen, auf. Dann fragt er den Kandidaten,
ob dieser bei seinem gewahlten Tor bleiben, oder doch lieber auf das andere wechseln
mochte.

(a) Es sei
Q={w = (w1, ws,w3) € {1,2,3}3 : wg # wy und ws # wa,

und P das Wahrscheinlichkeitsmaf}, das obiger Situation entspricht. w; bezeich-
net die Tornummer, hinter der der Hauptgewinn sich befindet, wy die Tornum-
mer, die der Kandidat gewahlt hat, und w3 die Tornummer, die der Moderator
aufgedekt hat. Geben Sie P({w}) fir alle w € © an, wenn w; = wy und wenn

w1 #u}g.



(b) Wie soll sich der Kandidat entscheiden, um seine Gewinnchancen zu maximie-
ren, gegeben, dass er das erste Tor gewéhlt und der Moderator das zweite Tor
aufgedeckt hat?

Beweis.  (a) Wenn w; = ws, dann kann ws zwei Werte annehmen, und somit

1 1 1 1

Wenn w; # wy, dann kann w3 nur einen Wert annehmen, und somit

1
9

Wl

P({w}) = 5 x

(b) Da der Moderator das zweite Tor aufgedeckt hat, kann sich der Hauptgewinn
nur hinter dem ersten oder dem dritten Tor befinden. Wir berechnen

PU(LL2Y) & 1

({(1 1 2)}‘{(17172)7<3?172>}) - ]P)({(l 1 2) (3 1 2)}) o L_|_l 3

und

2
P({(3,1,2)}]{(1,1,2),(3,1,2)}) =1 - P({(1,1,2)} [ {(1,1,2),(3,1,2)}) = =.
Deshalb soll der Kandidat das dritte Tor wéhlen. In der Regel soll der Kandi-
dat immer auf das andere Tor wechseln, um seine Gewinnwahrscheinlichkeit zu

maximieren.

]

Aufgabe 2.3. (schriftliche Aufgabe: 7 Punkte)

Sie betrachten eine Urne mit N € N Kugeln. Die Kugeln sind durchnummeriert,
sodass jede Zahl genau einmal vorkommt. n Personen, wobei n € N und n < N gilt,
ziehen nacheinander mit Zurticklegen.

(a) Geben Sie einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum an.
(1 Punkte)

(b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei Personen die gleiche
Zahl ziehen? Geben Sie das Ereignis zusatzlich als Menge an.
(3 Punkte)

(c) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens zwei Personen die Kugeln
mit der Nummer 1 ziehen, wenn die erste Person Kugel 1 gezogen hat? Geben
Sie das Ereignis ebenfalls auch Menge an.

(3 Punkte)

Beweis. (a) Q, ={1,..,N}", F, =2% P(A) = L)— fir alle A € F, wobei |Q,| =
N".



(b) A sei das Ereignis, dass min. zwei Personen die gleiche Zahl ziehen.
A={weQ, |F,je{l,..,n} i#j:w =w}
Um an die Wahrscheinlichkeit zu gelangen, verwenden wir die Gegenwahrschein-

lichkeit. Fur A¢ gilt

|Ac|:N.(N—l)-...-(N—n+1):m

Daraus ergibt sich:

|A¢] - N!
Q| (N —n)IN®

(c¢) Hie wird nach einer bedingten Wahrscheinlichkeit gefragt.
B={weQ,|Fi,je{l,..,n},i#j w=w =1}, C={weQ, |w =1}

Gesucht ist nun P(B|C). Dies lésst sich iiber das Gegenereignis bestimmen:

P(B|C) =1 —P(B°|C)=1— BN [B0C] (||QC||>‘l

P(C) jo
N—1\""
()

wobei [BNC| = (N —1)""!und |C| = N"! verwendet wurde.

Bem.: Fiir N = 365 erhélt man das bekannte Geburtstagsparadoxon. Paradox daran
ist, dass man intuitiv vermutet, dass das Ereignis A fiir z. B. n = 23 Personen relativ
unwahrscheinlich ist. Tatsdchlich kann man mit der (b) zeigen, dass die Wahrschein-
lichkeit fiir das Ereignis "mindestens zwei Personen von 23 haben am gleichen Tag
Geburtstag'grofer als 50% ist. O

Aufgabe 2.4. (schriftliche Aufgabe: 13 Punkte)

Sie drehen ein Gliicksrad, welches in m gleich grole Kreissegmente eingeteilt und num-
meriert wurde, wobei m € N gilt. Zeigt das Gliicksrad eine Zahln € {1,...,m} an, so
diirfen Sie einen Wiirfel n mal werfen. Innerhalb dieser Wiirfe sollen Sie mindestens
eine 1 werfen, denn dann gewinnen Sie einen Zoo-Gutschein.

(a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, das Kreissegment mit der Zahln € {1,...,m}
zu erhalten, und die bedingte Wahrscheinlichkeit, den Zoo-Gutschein zu gewin-
nen, gegeben, dass man das Kreissegment mit der Zahl n € {1,...,m} gezogen
hat.

(3 Punkte)

(b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Sie den Zoo-Gutschein gewinnen.
(3 Punkte)



Sie haben nun zuséatzlich die Moglichkeit, beim Erhalten des Kreissegments mit der
Zahl 1 und anschlieendem wiirfeln einer ungeraden Zahl einen Eis-Gutschein zu
gewinnen.

(c) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, irgendetwas zu gewinnen?
(3 Punkte)

(d) Wie groB ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, das Kreissegment mit Zahl n
gezogen zu haben, bedingt darauf, irgendetwas gewonnen zu haben?
(4 Punkte)

Beweis. (a) Wir nehmen

Q= Q, mit Q ={(w),...,w)): w)€{L,...,6}}.

n=1

an und wir definieren das Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (£2,29) durch

1
P({(wp,...,wh)}) = = fir allen € {1,...,m} und (w},...,w") € Q,.

m X

Dann gilt fiir alle n € {1,...,m}

und .
o 1
P({(wh, ... wh)}| Q) = 22 = & fiir alle (w),...,w") € Q,,
und somit ist P( - | €2,,) das Laplace Wahrscheinlichkeitsma8 auf €2,,. Wir definieren
auch

QLA ={(w), ..., wh) €N, wl € A} firallei € {1,...,n}und A C {1,...,6}.
und berechnen

P<UQ;({1})]QH> :1—1@(093({2 >—1—2—:

(b) Es sei B das Ereignis, dass Sie den Zoo-Gutschein gewinnen. Wir benutzen die
Formel der totalen Wahrscheinlichkeit

P(B):g:l (B| Q)P ZIP’(UQ" ({1}) ‘Q)
AR 2




(c¢) Essei C das Ereignis, einen Eis-Gutschein zu gewinnen.

P(BUC) :IP(B)HP(C)—IP(fm(J) .
-2 (-0 ka2 ())

(d) Wir benutzen den Satz von Bayes.
Fir alle n € {2,...,m}

_PBUC|Q,)P(Q) _ P(B[Q,)P(2) _ =(1-@)")
PTG T T RBUO)  T-30- ()
und

P |5 ey ~FEUCIQR) _ BOI({1,3,5D)] 0)P(©)

P(BUC) B P(BUC)






