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1 Wahrscheinlichkeitstheorie
1.1 Wahrscheinlichkeitsbegriffe

Anzah der gunstigen Falle

Wahrscheinlichkeit nach Laplace:
Anzahl der (gleich) moglichen Fille

- . . . : Anzahl der Erfol
Wahrscheinlichkeit nach Mises: P(A)= lim 24 n{, nzan’ der Eriolge
nooo M n: Anzahl der Versuche

1.2 Bedingte Wahrscheinlichkeit

P(BnA) _ P(AnB)
PA)  PA)

P(AnB) — P(BNA)

P(BIA) = T

; P(A|B) =

1.3 Satz von Bayes

P(ANB) P(A)-P(B]A) _ P(BJA)-P(A)
P(B)  P(B|A)-P(A) +P(BJAS)-P(AS)  P(BJA)-P(A) + P(BAC)-P(AC)

P(A|B) =

1.4 Stochastische Unabhangigkeit zweier Ereignisse

1. P(BJA)=P(B) und P(A[B)=P(A)
2. P(ANB)=P(A) - P(B)

1.5 Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung von Kolmogoroff
P(A) > O fur alle Ereignisse
P(AUB) = P(A) + P(B) fur disjunkte Ereignisse
P(Q) =1
1.6 Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable (ZV) X
F(x) =PX <x)
1.7 Dichte einer diskreten Zufallsvariable (Wahrscheinlichkeitsfunktion)

fG) =PX =x)

1.8 Zusammenhange von Dichten und Verteilungsfunktionen
Handelt es sich um eine stetige ZufallsgroRe, so gilt allgemein:

b
F(b) =P(-co<X<bh) = / £ (%) dx



Es gilt:
Pla<X<bh)= Z f(x;) bei diskreter Zufallsvariable X

a<x;<b
b
Pla<X<bh)= jfx(x) dx = F(b) — F(a) bei stetiger Zufallsvariable X
a
P(X =x) =0 firallexeR, falls X eine stetige ZV ist
F'(x) = f(x)
1.9 Eigenschaften der Dichtefinktion

fx)=0

ff(x)dx =1

1.10 Unabhangigkeit zweier ZufallsgréRen
Zwei ZufallsgroRen X und Y heiflen unabhangig, falls die Ereignisse X < xound Y < yo fir beliebige
Werte von xo und yo unabhangig sind. Es gilt dann:

PX =x,undY =y,) =P(X =x0)-P(Y = y,)

PX <x,undY < yy) =P(X <x9) P(Y <yp)

1.11 Erwartungswert p, Varianz und Standardabweichung

Erwartungswert [E(X)]

n
EX) = Z 1xl-P(X = x;) bei diskreter Zufallsvariable X
i

oo

EX) = j xf(x)dx bei stetiger Zufallsvariable X

Varianz [Var(X) oder ¢?]

n
Var(X) = Z (xl- — E(X))ZP(X = x;) bei diskreter Zufallsvariable X
i=1

Var(X) = j (x — E(X))Zf(x) dx bei stetiger Zufallsvariable X

Standardabweichung: o = ,/Var(X)



1.12 Rechenregeln von i.i.d. ZufallsgrofRen

Ist E(Xi) = u und Var(Xi) = 02, so gilt:

E(X1 + X2 4+ - 4Xn) = E(X1) + E(X2) + .. + E(Xn) = np
Var(X1 + X2 + -+ +Xn) = Var(X1) + Var(X2) + ... + Var(Xn) = no?
1 _ 1 1
EC (X1 + X2 4 +Xn) = EQX) = —E(XX1 + X2+ +Xn) = —np =
1 _ 1 1 o2
Var(z(Xl + X2 4+ +Xn)) =Var(X) = (;)2 Var(X1 + X2 + - +Xn) = —-no2 = .
1.13 Standardisierung von Zufallsvariablen
Lineare Transformation der Normalverteilung in Standardnormalverteilung.
Wenn X ~ N(u; 02), dann gilt fiir die ZufallsgroRe Z mit:
X —
7="E N1
1.14 Verteilungen
Verteilung E(X) Var(X)
Bernoulli-
Verteilung P(I;(({ E)lz j f p p-(1-p)
X~Be(p) - p
Binomial- n
verteilung fx) = ( ) pFeqtt* np np(1 —p)
X
X~B(n;p)
. 0 fiir x<a
Stetige 1 . - 32
Gleichverteilung | f(x) = {5, —q MFAS¥SP | px) = b;' (x— a) fiirasx<b | - ; - - 12a)
o —a
X~G([a ; b]) 0 sonst 1 firx>h
Normal-
1 —_05(5=H)2 1 b X—Uy2
verteilung fx)=——=-¢ 0550 F(x) = f e 505" dx u a?
X~N(;0%) ovam o
x?-Verteilung I N _ _
Y~x?(n) Y 1:1Xi E(Y)=n | Var(Y) =2n




1.15 Grenzwertsatze
Gesetz der grofRen Zahl

lim P(J X —ul<e)=1 vVe>0 ; IlimP(R—-p|<e)=1 Ve>0
n-co n—-oo

Zentaler Grenzwertsatz

_ 2 _
n-ooo X% N(,u;%) ; n—-»o; R% N(p'—p(1 p))

)
n

Standardisierung

Wenn X N(y;c?)-verteilt ist, dann ist Z=(X-p)/c N(0,1)-verteilt.
— 2 ¥ —

Wenn X & N (y; %), dann gilt: 2=£ - Vn % N(0; 1)

bzw.

_ 2
Wenn X ~ N(u; %), danngilt: —= - V/n~N(0;1)



2 Datendarstellung

2.1 Lagemalizahlen

Modus
Xmoa: Auspragung mit der groBten Haufigkeit

Median
Seien x(1) £ x) £+ - - £ x(n) der Grofle nach geordnete Messwerte, so liegt der Median ,,in der

Mitte” dieser Zahlen. Genauer gilt:

x(”T“) fir nungerade

2

n, + Xxn

Xmed=)1
(x(;) (;+1)) fir ngerade

Arithmetisches Mittel

= 1 .

X = ;2?=1 x; fur einzelne Werte

_ 1 . o )

X == (Z?:l n; - x;) fir k unterschiedliche Auspragungen
_ 1 B )

x == (Z;?:l n; - m;) fr gruppierte Werte

n

(Bei Klassenbildung/Gruppenbildung: m; als Klassenmitte
der Klasse j bzw. evtl. der sinnvoll geschlossenen Klasse j)

Geometrisches Mittel

2.2 Besondere Lagemalizahlen: Quantile
Gegeben seien die n Daten x, X,,..., X,, in aufsteigender Ordnung: x(, x@), ., x(™
x|, falls np nicht ganzzahlig mit der kleinsten ganzen Zahl i > np

Xy 1=
1
3 (x(”p) + x(”p“)),falls np ganzzahlig



2.3 Streuungsmalzahlen

Spannweite (Range)

R = Xpmax — Xmin = X(n) — X(1)

Quartilsabstand

dQ = Xo,75 — X0,25

Mittlere Abweichung

1 n
DAA, = —Z P —
a=7 izllxl a
Empirische Varianz S? und Standardabweichung S

SZ — 1 Zn =\ 2

s =52

Variationskoeffizient (nur fiir positive Merkmale sinnvoll anwendbar)

Rl v



3 Mehrdimensionale Merkmale
3.1 ZusammenhangsmaRe

Kovarianz Syy

1 n
s =g ). (= D0i-)

Korrelationskoeffizient nach Pearson (Voraussetzung: X und Y sind metrische Merkmale)

S T TG = D01 =) - D0i-)
VTG~ T 0 - 77

M sy T 1 n Sz |1 _ym 7)2
T 2= (i = %)? =g i (i = ¥)

XundY heif3en ...

... positiv korreliert, wenn ryy > 0
... unkorreliert, wenn ryy = 0

... negativ korreliert, wenn ryy < 0

Liegen alle Punkte auf einer Geraden, dann gilt |ryy| = 1

Rangkorrelationskoeffizient nach Spearman

S _ _ _Suv_ _ Suv
xy =Tuv = = s
/slz,-slz, v=v

mitU = R(X)undV = R(Y)




3.2 Regression

Annahme: y, =a+fx;+¢& mit o,f Modellparameter
g  Storterm, Zufallsvariable

Geschatzte y;: ¥, = a + bx;
Residuen: e =yi— i

Kleinst-Quadrate-Bedingung

n n n
Q@b =) =) =90 =p  Gi-a-bx) - min
= 1= =

L

Kleinst-Quadrate-Schitzer (KQ-Methode)

a=y—bx und b= S:—ZY
Streuungszerlegung
1 — 1 ~ _ 1 ~
S} =S§ + 52 — X1 = M = =X O = 9+ X 0 — 90

Bestimmtheitsmaf (Anteil der durch das lineare Modell erklarten Varianz) der Regression von

Y bzgl. X

2
S5
_ 2 _ Y __ 2
B=r —S—Z—T’XY
Y

Geschatzte Standardabweichung

1 o,
Se = n—22i=1ei

Partielle Regression

Gegeben seien die Merkmale X, Y und Z mit den unten stehenden Regressionsgleichungen. €

und F sind dabei die Residuen der Regressionen von X auf Z bzw. von Y auf Z.
X=X+E=a+bZ+E€ Y=VY+F=c+dZ+F
Partieller Korrelationskoeffizient (Korrelation von X und Y bei gegebenem 2)

I'xyy-I'xz " I'yz

I'xyjz =
\/J‘Ifrz '\/1‘1{/2

10



3.3 Kontingenz

Haufigkeiten und Haufigkeitsverteilungen

n: Gesamtzahl der Untersuchungseinheiten

n;;: Haufigkeit der Merkmalskombination (4; , B;)

n;.: Haufigkeit von Merkmal 4;
n.j: Haufigkeit von Merkmal B;

_
fij = #: Relative Haufigkeit der Merkmalskombination (4; , B;)

fi. = n? Relative Haufigkeit von Merkmal 4;

n
fi= 7]: Relative Haufigkeit von Merkmal B;
Bedingte relative Haufigkeiten

f(Bj/A;) =4 f(4i/B) ==

n;. n.j
Bedingte Verteilungen

Bedingte Verteilung von Y/X = B;
Bedingte Verteilung von X/Y = A;

Unabhangigkeit von Merkmalen

Je Moy, =
. 1)
n

Nie n N.j

Nje Ne;j Njj Nje  Nj
n

n n n

Viund j

11



3.4 Assoziationsmalde

Quadratische Kontingenz x?

2
(ni]'_eij)

- Wertebereich: 0 < x> < n-min(r — 1,5 — 1)
ij

x> =2l 21
Mittlere quadratische Kontingenz ¢?

P?= % Wertebereich: 0 < x? < min(r — 1,5 — 1)
¢-Koeffizient

b= \/% Wertebereich: 0 < ¢ < min(vVr —1,Vs — 1)

KontingenzmaR nach Tschuprov

KontingenzmaRB nach Cramér

2
V= ’— X Wertebereich: 0 <V <1
n'min(r-1,s-1)

Kontingenzkoeffizient von Pearson C

2 i —
C= |+ Wertebereich: 0 < C < /M
xctn min(r,s)—1

Normierter Kontingenzkoeffizient C,,.,

min(rs)-1 ~ x?

= ich: 0 < <
Ceorr a2 2n Wertebereich: 0 < Crprr < 1

12



4 |Inferenzstatistik

4.1 Schatzfunktionen

(a) fiir den Mittelwert p:

X als Schatzer fur den Mittelwert

E(X) = E [%(Xl + X, + -.-+xn)] —u

_ 1 g2
Var(X) = Var [E(Xl + X, + - +Xn)] =—

STE(X) = /Var()?)

(b) fur den Anteilswert p:

R als Schatzer fur den Anteilswert.

Es gilt P(X; =1) = pund P(X; = 0) = 1-p mit X;, X5, ..., X, i.i.d.
EX)=p

Var(X) =p(1 —p)

1 _
R =E(X1+X2+---+Xn) =X

firnp(1 —p) > 9ist R ¥ N(p; p(l_p))

)
n

13



4.2 Konfidenzintervalle
Standardisierung und 1er—y—QuantiI der Standardnormalverteilung

Konfidenzintervall fiir den Mittelwert p bei Normalverteilung und bekannter o

_ 2
Annahme: X ist normalverteilt und es gilt X™N (u; %)

X_
Z=T'u-\/ﬁ~N(0;1)

P(z1y < Z < Z13y) = P(—Z1y< Z < Ziwy) =y
2 Z

2 2
ibt sich: X210 -2 X 2\ =

Es ergibt sich: P(Xz%yﬁs,u _<X+Z%yﬁ) 14

Konfidenzintervall fiir 4 zum Sicherheitsniveau y: [X — Zl+y\/_ ;X + Z1+y \/_]

, . 1 .
mit z1+y ist das %—Quantll der Standardnormalvertellung
2

Konfidenzintervall fiir den Mittelwert u bei Normalverteilung und unbekannter Varianz ¢

sowie kleiner Stichprobe

Annahme: X ist normalverteilt

Dann ist die ZufallsgroRe T = X%” -\/n t-verteilt mit n-1 Freiheitsgraden

Konfidenzintervall fiir 4 zum Sicherheitsniveau y lautet: [X — o 11+_y)\/5ﬁ ;X + (1,127 \/Sﬁ]
2

mit t( RN als > . =¥ Quantil der t- -Verteilung mit n-1 Freiheitsgraden
2

Konfidenzintervall fiir den Mittelwert u bei Normalverteilung und unbekannter Varianz ¢
sowie groBer Stichprobe

Annahme: X ist normalverteilt und n grol} (Faustregel: n = 30)

Dann ist die ZufallsgroRe Z = T -v/n approximativ standardnormalverteilt.

X+Zi+'y ol

Konfidenzintervall fir u zum Sicherheitsniveau ylautet: [X — Z1+y \/_]

\/_ l

. . 1 .
mit z1+y ist das %—Quantll der Standardnormalvertellung
2

14



Approximatives Konfidenzintervall fiir den Anteilswert p bei hinreichend groRem
Stichprobenumfang (Faustregel: n > 30)

R-(1—-R R-(1-R
g [FOD . [0SR

, . 1 . .
mit z1+y ist das %—Quantll der Standardnormalverteilung
2

Approximatives Konfidenzintervall fiir die Erwartungswertdifferenz (uy — uy) bei i.i.d.

Stichproben, unbekannten Varianzen und jeweils hinreichend groRen Stichprobenumfangen

(Faustregel: m = 30 und n = 30)

— — _ _ 2 2
Esgilt: Var(X = Y) =Var(X) + Var(Y) = Z+ %

m
—_— 2 2
Schitzung der Varianz: Var(X —Y) = %‘ + %Y

(X —Y) —z14y - Sq; (X =) + z14y - S4]
2 2

. sz = s
mit Sy = ’EX+7Y

, . 1 . .
mit z1+y ist das %—Quantll der Standardnormalverteilung
2

Konfidenzintervall fiir die Erwartungswertdifferenz (uy — py) bei i.i.d. Stichproben,
unbekannten, aber gleichen Varianzen (03( = a%, = 0?) und Normalverteilungsannahme

2

— — _ _ 2
Esgilt: Var(X = Y) =Var(X) + Var(Y) = % + %= a? - (% + %)
Erwartungstreuer Punktschitzer fir g2: S§, = m+11—2 CERLG - X2+ 2 (Y - V)

(X-¥)-(ux—py)
Sxy " %+ %

Das Konfidenzintervall flr pux — Uy zum Sicherheitsniveau y lautet damit:

Danngilt fur U = ~ t(m+n-2)

+

Sk

_ 1 _ 1
X-Y)- t(m+n_2;¥) “Sxy m + -, X-Y)+ t(m+n—2;¥) “Sxy m

. . 1+y . . . . .
mit t(m+n_2;12ﬂ) ist das T—Quantll der t-Verteilung mit m+n-2 Freiheitsgraden

15



Approximatives Konfidenzintervall fiir die Anteilswertdifferenz bei zwei voneinander
stochastisch unabhangigen i.i.d.-Stichproben fiir (px — py) und jeweils hinreichend groBen
Stichprobenumfangen (Faustregel: m = 30 und n > 30) fiir das Sicherheitsniveau y

[(Rx — Ry) — z1+y * Sq; (Rx — Ry) + zZ1+y - S4]
Z 2

m n

mit S, = JRX'(l_RX) 4 Rr(1=Ry)

. . 1 . .
und mit Z1+y ist das %—Quantll der Standardnormalverteilung
2

Konfidenzintervall fiir die Erwartungswertdifferenz (1, = pux—py) bei hinreichend groBem
Stichprobenumfang (Faustregel: n = 30) und bei verbunden Stichproben fiir das
Sicherheitsniveau y

Sw

mit W; = X; — ¥; und S5 = — 37, (W; — W)?

. . 1 . .
und mit Z1+y ist das %—Quantll der Standardnormalverteilung
2

16



4.3 Statistische Testverfahren
Einseitiger approximativer Test auf den Anteilswert p zum Signifikanzniveau a

Als Faustregel muss gelten: n-py - (1 —py) > 9

Ho: p < po
Hy:p>po
Ablehnungsbereich: [py + z1_4 - /%_po) ;1]
Hy: p 2 po
Hy: p <po

Ablehnungsbereich: [0; py — Z1_4 ° ,’pO(ln_pO)]

mit z;_, ist das 1 — a-Quantil der Standardnormalverteilung

Zweiseitiger approximativer Test auf den Anteilswert p zum Signifikanzniveau a

Als Faustregel muss gelten: n-py - (1 —py) > 9

Hy: p = po
Hi: p #po

Annahme- oder Nichtablehnungsbereich: [p, —z,_a - /%_p") s Do+ 2z _a” /%_p‘))]
2 2

mit z, _aistdas1— %—Quantil der Standardnormalverteilung
2

17



(Zweiseitiger) Test auf Erwartungswert (t-Test / GauB-Test) zum Signifikanzniveau a

Ho: = pyg

Hi: p#po

TestgroBe T = % “\n

H, wird abgelehnt, falls |T| > t(n —1;1 — g)

mitt(in—1;1 — %) istdas 1 — %—Quantil der t-Verteilung mit n-1 Freiheitsgraden

oder alternativ mit TestgroRRe X

H, wird beibehalten, falls X € [/,to — t(n -1;1 —g) \/% 5 o + t(n— 1;1 —g) %]
Zu beachten:

Fir n < 30 ist der Test nur giiltig, wenn X~N (u; 62)

Fir n > 30 (und Verteilung, die nicht zu AusreiBern neigt) darf das 1 — %—Quantil der

t-Verteilung mit n-1 Freiheitsgraden durch z, e, also das 1 — %—Quantil der
2

Standardnormalverteilung, ersetzt werden

(Einseitiger) Test auf Erwartungswert (t-Test / GauB-Test) zum Signifikanzniveau a

Hy: u<pyq

Hy: u>po

TestgroRe T = % ‘vn

H, wird abgelehnt, fallsT > t(n—1;1 — a)

mitt(n — 1; 1 — a) ist das 1 — a-Quantil der t-Verteilung mit n-1 Freiheitsgraden
oder alternativ mit TestgroRe X

H, wird abgelehnt, falls X € [y + t(n — 1;1 — ) -%; )

Hy: p = o

Hyi: p<po

TestgroRe T = % “\n

H, wird abgelehnt, fallsT < -t(n— 1,1 — )

mit t(n — 1; 1 — a) ist das 1 — a-Quantil der t-Verteilung mit n-1 Freiheitsgraden
oder alternativ mit TestgroRe X

H, wird abgelehnt, falls X € (—o0; g —t(n — 1;1 — a) -%]

Zu beachten:

Fir n < 30 ist der Test nur giiltig, wenn X~N (y; 62)

Fiir n > 30 (und Verteilung, die nicht zu Ausreiflern neigt) darf das 1 — a-Quantil der
t-Verteilung mit n-1 Freiheitsgraden durch z;_,, also das 1 — a-Quantil der
Standardnormalverteilung, ersetzt werden



Zweiseitiger doppelter t-Test auf Erwartungswertdifferenz zum Signifikanzniveau a

Voraussetzung: zwei unabhangige Stichproben, normalverteilte Zufallsgrofen X und Y,

Varianzen gleich (aber unbekannt)

Hy: pty-p, = dp (dg = 0 entspricht u, =,uy)
Hy: py-pt, #+ dy (do # 0 entspricht p, # uy)

Annahme- bzw. Nichtablehnungsbereich:

[d"_t(m+n 2;1— ) Sd'd +t(m+n2 1- ) Sd]

1
m+n—2

. , 1 _ N2
mit Sg = Sxy - ™ + ” und Sy y = R (g — %)%+ E?=1(J’j - 3’) ]

x%-Unabhingigkeitstest zum Signifikanzniveau a

Dieser Test prift die Hypothese, ob zwei kategoriale Merkmale stochastisch unabhangig sind

oder nicht.

Ho: pij = i p.j
Hy: pij # pi " pj

Teststatistik: x?

k1
2
(nl — €jj ) . ngmn.j
E E — mit e;; = ln J

i=1j=1

Faustregel: allen;; = 5

H, wird abgelehnt, falls y? gréRer dem (1-a)-Quantil der y2-Verteilung mit (k-1) - (I-1)
Freiheitsgraden.
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