ZufallsgroBen

Eine ZufallsgroBe ist...
« eine Abbildung des Ergebnisraums auf reelle Zahlen. X: Q — R
* in Auspragungen unterteilt. Jedem moglichem Ergebnis wird eine Zahl

zugeordnet.

* notig, um vor allem bei Ergebnisraumen mit qualitativen Auspragungen eine
Bewertungsgrundlage zu schaffen.
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— Ergebnisraum besteht aus Zahlen
— Ergebnisraum besteht aus Intervall(en)

— Ergebnisraum besteht aus non-numerischen Werten




Arten von ZufallsgroBen

Bei Merkmalen/ZufallsgréBen wird zwischen diskreten und stetigen Merkmalen
unterschieden

Diskretes Merkmal

* Abzahlbare Anzahl an Auspragungen

e Charakterisierung mit
Wahrscheinlichkeitsfunktion

Stetiges Merkmal
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* Mogliche Auspragungen liegen in
einem Intervall (unendlich viele
Auspragungen)

e Charakterisierung mit Dichtefunktion




Verteilungsfunktion

— Definition der Verteilungsfunktion

- Fx)=PX < x) =
—Wahrscheinlichkeit, dass die ZufallsgroB3e X einen Wert kleiner oder =
gleich x annimmt -
6] B %
6 ‘
3 — =
4] . =
Diskretes g ._ Stetiges =
Merkmal , Merkmal -
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Wahrscheinlichkeitsfunktion

—Funktion der Wahrscheinlichkeitsfunktion: f(x) = P(X=x)

~Esgiltt ¥ fx)="

f(x)
0={1,2,3,4,5,6)

o1 f(1)=P(X=1) = 1/6

O
A
O
B
H—
O
AV
—
D
Q)
+—
()
[

&
-
.
O
4+
-
'_

Einmal Wiirfeln f(6) =P(X=6)=1/6

6
z f(xj) = f(1)+(2)+f(3)+f(4)+f(5)+f(6) =
i=1

>X = P(X=1)+P(X=2)+ ... + P(X=6) = 1




Dichtefunktion

—Funktion der Dichtefunktion:
P(—eosX<b) = [° f(x) dx=F(b)
P(a<X<b) =[] f(x) dx=F(b) - F(a)

0,10
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—Axiome der Positivitat und der Normiertheit sind erflllt
—Wahrscheinlichkeit fir einen bestimmten Wert betragt O




Beispiel Bus

Wartezeit auf den Bus Glick beim Warten auf den Bus

0,10
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0,05




Erwartungswert

—Erwartungswert u einer diskreten Zufallsgrof3e als
Mittelwert bei haufiger Durchfihrung

—Auch als Schwerpunkt der Verteilung bezeichnet

N
EQX) = ) xj P(X=x)
i=1
—Varianz i
2 2
Var(x) = o = E((X-EOO) > - Z (x-EC0) " POx=x;)
i=1

—Standardabweichung
Ox=4/ Var(x)
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Erwartungswert

—Erwartungswert einer stetigen Zufallsgrof3e

E(X) = jxf(x)dx

—Varianz

[o o)

Var(X) = 0% = E ((x - E(X))z) = j (x=E(X))? f(x) dx

— 00
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—Standardabweichung

Ox=+/ Var(x)
Beispiel: Warten auf den Bus
oo 10 1
E(X) = [_ . xf(x)dx = fO x7g dx=5

Var(X) = 02 = [, (x-5)2(0) dx = Jo (x-5)% dx= 2 ; ox =% =2,9




Lineare Transformation

Gilt als Hilfe zur einfacheren Berechnung von Erwartungswert und Varianz (in
bestimmten Fallen)

E(a + b - X) =a+ b EX) 2> EY)=E@+b-X)=a+b-EX)

Var(a + b - X) = b2 - Var(X) - Var(Y) = Var(a + b - X) = b2 - Var(X)

Beispiel: Weg zur Arbeit:

- 1 1 30,5 _35
=) =05+ 760 =02+ 565X = 80" 60~ 60

_ 1 1\ _ 125 _
Var(Y) = Var(0,5 + z5X) = (z5)°Var(X) = 3755 - 5 = 0,0023 oy = 0,0481
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otochastische Unabhangigkeit

—Unabhangigkeit zweier Zufallsgrof3en

Zwei ZufallsgroBen X und Y sind voneinander unabhangig,
wenn gilt:

P(X = xgund Y = yg) = P(X = xg) - P(Y = yo)

PX < xound Y < yg) = P(X < xg) - P(Y < yp)

—Erwartungswert und Varianz einer Summe von Zufallsgrof3en

Sind X; und X, beliebige ZufallsgréBen, so gilt: E(X1 + Xp) = E(X4) + E(X,)-— Unabhangigkeit
nicht vorausgesetzt
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X1 und X; sind unabhangig, wenn gilt: Var(X; + X;) = Var(X;) + Var(X;y — Unabhangigkeit vorausgesetzt

Beispiel: R: 1. Wiirfelwurf (roter Wiirfel) ; B: 2. Wirfelwurf (blauer Wirfel) S=R+8B

E(R) = E(B) = 3,5 Var(R) = Var(B) = 2,9166 Os = \/Var(S) =\/Var(R) + Var(B) = 2,4152
E(S) = ER) + E(B) =7 Var(S) = Var(R) + Var(B) = 5,833




I.ID. Zufallsgrofen

i.i.d. ZufallsgroBen (independent and indentically distributed)

— Unabhangige Zufallsgro3en mit identischer Verteilung %
— Fir die n-malige Durchfiihrung des gleichen Experiments ;
Ist E(X;) = u und Var(X;) = 02, so gilt: ugv
E(X;+ Xy + -+ +X,,) = E(Xq) + E(X,) + ... + E(X,) =nu =
Var(X;+ X, + -+ + X,,) = Var(Xy) + Var(X,) + ... + Var(X,) = no? —
B (X + Xo X)) = E(X) =~ E(Xq# Xo+ -+ X,) = - i = I é

Var(= (Xy + X, + - + X)) = Var(X) = (2)2:Var(X; + X, + = + X;)) = — no? -= @
n n
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Aufgabe 1.3 der AS

Fur die Ereignisse A und B sind folgende Wahrscheinlichkeiten gegeben:
P(A)=0,2 P(B) = P(B) P(ANB)=0,4

a) Bestimmen Sie P(B), P(A m B) und P(A|B).

b) Zusatzlich wird ein von B unabhangiges Ereignis C bericksichtigt mit P(C|A) = 0,6
und P(C|A) = 0,85.

Bestimmen Sie P(C), P(A|C), P(A|C) und P(C|B).
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Aufgabe 1.3 der AS - Losung

(@)
a) =
e P(B)=1-P(B)=1-P(B)<->P(B)=0,5 —
e Einsetzen des umgeformten Additionssatzes: P(A n B) =P(A) + P(B)—P(AUW B)=0,2 + =
0,5-0,6=0,1 ™
s P(AlB)=P(AmB)=£=O’2 i
P(B) 0,5 et
b) A
Wenn B und C unabhangig, dann gilt P(B|C) = P(B), P(C|B) = P(C), P(B n C) = P(B) - P(C) |
e P(C) unter Anwendung des Satzes der totalen Wahrscheinlichkeit: §
P(C) =P(C|A) - P(A) + P(Clﬂ) . P(K) =0,6-02+085-08=0,12+0,68=0,8 —
. P(AIC)=P(A)' P(C|A)=O,2-O,6=0 15 <
P(C) 0,8 : =
. P(ch):P(C|A)-P(A)=0,85~O,8=085
P(C) 0,8 s
. P(C|§)=P(CGB)=P(C)'P(B)=P(C)=O,8

P(B) P(B)




Aufgabe 14 der AS

Der Besitzer einer Obstplantage behandelt 80% seines Baumbestandes mit Spritzmitteln (S).
Erfahrungsgemald betragt die Wahrscheinlichkeit einer Baumerkrankung (K) bei den
gespritzten Baumen 10% bei den ungespritzten 24%.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass bei der nachsten Kontrolle ein zufallig
ausgewahlter Baum erkrankt ist.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein erkrankter Baum nicht gespritzt worden?

c) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein gesunder Baum nicht gespritzt worden
ist.
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Aufgabe 14 der AS - Losung

S: ,,Einsatz von Spritzmitteln ; K: ,Baumerkrankung“ =
P(S)=0,8 <->P(S)=0,2 _
P(K|S)=0,1 <->P(K|S)=0,9 P(K|S) = 0,24 <->P(K|S) = 0,76 -
a) =
Satz der totalen Whrs.: P(K) = P(K|S) - P(S) + P(K|S) - P(S)=0,1-0,8 + 0,24 - 0,2 = 0,128 &
b) _
Satz von Bayes: P(S|K) = PIKIS) PB) _ 92492 _ 375 =

P(K) 0,128 =
c) 2
P(glR)zP(K|§)-P(§)=0,76-o,2z0’174 -~

P(K) 0,872




Aufgabe 15 der AS

Aufgabe 1.5

Auf einem Schlachthof ist bekannt, dass 20% aller angelieferten Tiere mit unzulassigen
Substanzen behandelt wurden (B). Bei einer Einzeluntersuchung kann aus Zeit- und
Kostengriinden nur ein nicht ganz zuverlassiger Test (P = Positiv) angewandt werden. Dieser
Test besitzt eine Sensitivitat von 80% und eine Spezifitat von 90%.

Ermitteln sie die Wahrscheinlichkeit, dass
a) ein Tier mit unzulassigen Substanzen behandelt wurde, wenn der Test dies anzeigt
(positiver Test).
b) ein Tier mit unzulassigen Substanzen behandelt wurde, wenn der Test dies nicht
anzeigt.
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Aufgabe 15 der AS - LOsung

B: ,Behandelt mit unzulassiger Substanz“ P: ,Test zeigt ein positives Ergebnis” &
P(B)=0,2 <->P(B)=0,8 <
P(P|B) = 0,8 (Sensitivitdt) <-> P(P|B) = 0,2 P(P|B) = 0,9 (Spezifitat) <-> P(P|B) = 0,1 =
a) Rz
P(P|B) = P(B) - P(P[B) _ PB)-P(PIB)  _ 0,2-0,8 _016 0,667 E
P(P) P(B)-P(P|B) 4+ P(B)-P(P|B) 0,2-0,8+0,8-0,1 0,24

b) ) _
P(BIP) = —— L9202 3% 053 =

P(B)-P(P|B) 4+ P(B)-P(P|B) 0,2-0,2+0,8-0,9 0,76 =




Aufgabe 1.6 der AS

Ein Veranstalter bietet ein Wdurfelspiel mit einem fairen Wirfel und folgendem

Auszahlungsplan an:
Augenzahl Auszahlung
1,2,3 0€
4,5 3€
6 6 €

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeits- und Verteilungsfunktion der Zufallsvariable
X ,Auszahlung”.

b) Der Einsatz betragt 3 € pro Spiel. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeits- und
Verteilungsunktion der Zufallsvariable G ,,Gewinn des Spielers”.

c) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spieler einen positiven Gewinn erzielt?
d) Ermitteln Sie den Erwartungswert und die Varianz von G.
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Aufgabe 16 der AS - LOsung

a)
e Wahrscheinlichkeitsfunktion
X f(x)
0 1/2
3 1/3
6 1/6
Sonst 0
c)

P(G>0)=P(0<G<3)+P(G=3)+P(GZ3)=O+%+0=

d)
E(G)=Zgg-f(g)=—3-%+0o§ +3-%=-1 [€]

Var(G) =Yg (8- E(G)? - f(g) ==+ (-3+ 1)+ - (0+ 12 +=- (3+1)?=2+2+ == 5 [€?] g3

1

6

b)

e Verteilungsfunktion

X F(x)
-0 <x<0 0
0<x<3 1/2
3<x<6 5/6
X=>6 1
g f(g) F(g)
0 <g<-3 0 0
-3 1/2 1/2
3<g<0 0 1/2
0 1/3 5/6
0<g<3 0 5/6
3 1/6 1
0 1
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Aufgabe 1

Bei einem Gliickspiel wird eine faire Miinze einmal geworfen. Bei Zahl
gewinnst du 5 Euro und bei Kopf verlierst du 6 Euro. Die
Zufallsvariable X gibt den Gewinn bei einem Minzwurf an.

— Mit welchem Ertrag im Mittel ist zu rechnen? Handelt es sich bei diesem
Gllcksspiel um ein rentables Spiel?

— Berechne die Varianz und Standardabweichung.

M:

E(X) = Xj P(X = Xi)

i=1
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Aufgabe 1 - Losung

— Hier ist Q={K,Z}, X(x;)={5 fir x;=Z, -6 fur x;=K} und P(X=x;) jeweils 0,5.

=3 x P = 5.0,5+(-6)-0,5 = —0,5
- Es wird ein Verlust von 50 Cent erwartet. Das Glucksspiel ist langfristig nicht
rentabel.

—Var(X) = ) (x—p)>P(X=x;) = (5-(-0,5))?-0,5 + (-6—(-0,5))?-0,5 = 30,25

— Die mittlere quadratische Abweichung des Gewinns bei diesem Gllcksspiel ist
also 30,25.

— Standardabweichung oy =/ Var(x) = /30,25 = 5,5
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Aufgabe 111 der AS

In einem Spielcasino wird folgendes Spiel angeboten: Es werden zwei Laplace-Wurfel einmal
ausgespielt, der Einsatz betragt 5 Euro. Zeigt mindestens ein Wurfel eine Eins, erhalt man eine
Auszahlung von 7 Euro; ist die Augensumme groRer als Acht, erhalt man die Summe der

Augenzahlen in Euro. Pro Spiel wird ein Nettoeinkommen (X) von — % (= Verlust) erwartet.

a) Der Spieler nimmt 200-mal an diesem Spiel teil. Ermitteln Sie den erwarteten
Gesamtgewinn bzw. -verlust und benennen sie das statistische Vorgehen, dass diese
Rechnung moglich/einfacher macht.

b) Ein im Casino spielender Statistiker schlagt vor, den Einsatz auf 4 Euro zu senken,
daflr jedoch nur 5 Euro auszuzahlen, falls mindestens ein Wirfel eine Eins zeigt. Alle
anderen Bedingungen bleiben gleich. Uberlegen Sie, ob sich diese Variante fiir den
Spieler auf die Dauer (200 Spiele) lohnen wirde.
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Aufgabe 111 der AS - Losung

e Durch lineare Transformation einfach moglich: E(200 - X) = 200 - E(X)
e  E(Xgesamt) = 200 - E(X) = 200 - (- %) =-16,67

b)
® Xneu={-4;1,5;6;7;8}
. E(Xneu)=§'('4)+§'1+:—6°5+:;6'6+%°7+3—16'8=§~0,31
o  E(Xgesamtneu) = 200 - %z 61,11

e Der Erwartungwert ist positiv, d. h. der Spieler wirde auf Dauer einen Gewinn erzielen.
Das Spiel lohnt sich fur den Spieler.
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