Haufigkeit vs. Wahrscheinlichkeit

Sind Haufigkeiten Wahrscheinlichkeiten?

Haufigkeiten

- feste Aussage Uber

durchgefihrte Datenerhebung

- Arten von Haufigkeiten
Absolut: Anzahl an
eingetretenen Ereignissen
Relativ: Anzahl im
Verhaltnis zu den
Versuchen

Wahrscheinlichkeit

- Eintrittswahrscheinlichkeit,
berechnet aus bekannten
Informationen

- Haufigkeit # Wahrscheinlichkeit

Aber: Je hdher die Anzahl der
Versuche, desto starker nahert sich
die relative Haufigkeit der
Wahrscheinlichkeit an
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Haufigkeit vs. Wahrscheinlichkeit

- 10 Kugeln sind in einem Beutel (gelb, rot und blau). Die Konstellation der Farben ist
jedoch unbekannt. Es soll 100 Mal (mit Zurlicklegen) gezogen werden.

- Wie oft kommt welche Farbe vor?

19 81 0

19/100 81/100 0/100

= zwei Kugeln = acht Kugeln = null Kugeln
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Risikoarten

Zusammenhang von Zigarettenkonsum und Lungenkrebs

— Absolutes Risiko
— Vergleichende Angabe von Krankheitswahrscheinlichkeiten
— 10 % bei Rauchern und ca. 0, 5 % bei Nichtrauchern

— Relatives Risiko
— Verhaltnis der Krankheitswahrscheinlichkeiten

— Faktor 20 - 30
— Erwarteter Effekt

— Die erwartete Anzahl der durch den Risikofaktor zusatzlich betroffenen Personen

— Bis zu 30.000 Personen versterben in Deutschland jahrlich aufgrund ihres
Zigarettenkonsums zusatzlich an Lungenkrebs
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Axiome nach Kolmogorov
—Axiom der Positivitat: O < P(A) < 1

—Axiom der Additivitat: P(A U B) = P(A) + P(B) fur disjunkte
Ereignisse
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—Axiom der Normiertheit: P(QQ) = 1

Tutorium

-> samtliche Zusammenhange zwischen Ereignissen lassen
sich auf diese drei Axiome zurlckflhren




Tutorium - Statistik fur JoKo




Axiomatik

Zufallsexperiment: Vorgang zur Ermittlung eines Ergebnisses
aus dem Ergebnisraum Q

Ergebnis: einzelne Merkmalsauspragung
Ereignis: Teilmenge des Ergebnisraums

Beispiele:
Ereignis A: ,,grol3e Zahlen” beim Wirteln > A=1{4,5, 6}
Ereignis B: ,mehr als 12 Stunden pro Tag” -> B= {wl12<w<=<24}
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Wahrscheinlichkeiten

Rechenregeln zu Wahrscheinlichkeiten am Beispiel Laplace-
Wiirfel

Sicheres Ereignis: P({1, 2, 3, 4,5, 6}) = % = 1
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Ereignis ,,gerade Zahlen”: P({2, 4, 6}) =% =%
Gegenereignis: P({1, 3, 5}) = % = %

iti 4_2 2 .2 4 2
Additionssatz: P({1, 22U {5, 6}) = P({1, 2,5, &)) = z =5 / P({1, 21U {5, 6) = P({1, 2} + P(5, &}) =z + 7 = 7 =3

Achtung!
Prifen, ob die Ereignisse disjunkt sind!

nicht disjunkt: P(
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

—Formeln der bedingten Wahrscheinlichkeit

P(BNA) P(ANB)

P(A) P(A)

p(AlR) o PBNA) _ P(ANB)

P(BIA) == P(B) P(B)

— Quotient der Vereinigungsmenge beider Ereignisse und der
Wahrscheinlichkeit der Bedingung

—Grafische Darstellung

A <D o C An
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Wahrscheinlichkeitsbaume

Wahrscheinlichkeitsbaume als Darstellung von bedingten
Wahrscheinlichkeiten:

N
P(E,) P(E,) Beispiel Rechnung:
N =N;+ N,
N, N, = Nqg + Nz + Nzt + N
P(E11|E1) P(E12|E1) P(E21|E2) P(E21|E2) P(Eq) = %
P(E11|E1) = NN_T

N4 N1, N5, N5,
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Wichtige Begriffe und Werte

— Pravalenz
— Vortestwahrscheinlichkeit
— Wahrscheinlichkeit aufgrund von Vorwissen (a-priori)
— Sensitivitat
— Sicherheit des Tests/Trefferquote
— Wahrscheinlichkeit, dass positiver Zustand/Status der Wirklichkeit durch Test
richtigerweise als positivangenommen wird (z.B. kranke Person wird erkannt)
— Spezifitit
— Wahrscheinlichkeit, dass negativer Zustand/Status der Wirklichkeit durch Test
richtigerweise als negativ angenommen wird (z.B. gesunde Person wird als
gesund erkannt)
— Falsche Diagnose

— Wahrscheinlichkeit, dass ein positiver/negativer Zustand der Wirklichkeit durch
Test falschlicherwelse als negativ/positiv angenommen wird
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Wahrscheinlichkeitsbaume

Bedingungen fiir Unabhangigkeit zweier Ereignisse <
Sind zwei Ereignisse fé
unabhangig? =z
| | | 5
P(BIA] = P(B) =
und P(ANB) = P(A) - P(B) =
P(A[B) = P(A -
keine oder nur eine beide Bedingungen Bedingung nicht Bedingung
Bedingung erfullt erfullt erfallt erfullt
-> abhangig -> unabhangig -> abhangig -> unabhangig




Wichtige Begriffe und Werte

— Bedingte Wahrscheinlichkeit:

P(BNA)
P(A)

— Multiplikationssatz:

P(ANB) = P(A) - P(BIA) = P(B) - P(AIB)
— Satz der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(B) = P(BIA) - P(A) + P(BIAC) - P(AC)
— Satz von Bayes:

P(AIB) = P(ANB) _ P(A)-P(BIA) ~ Multiplikationssatz
~ P(B)  P(BIA)-P(A) + P(BIAS)-P(AC) ~ Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

P(BIA) =
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Aufgabe 1

Die Regeln eines Wiirfelspiels besagen: ,Es werden zwei Wirfel gleichzeitig
geworfen und aus den beiden Augenzahlen die gro3tmogliche Zahl gebildet.
(Beispiel: Bei den Augenzahlen ,1” und ,2"” wird ,21" gebildet.)

1

1) Bestimme den Ergebnisraum Q.

2) Gib folgende Ereignisse in Mengenschreibweise an und bestimme ihre jeweilige
Wahrscheinlichkeit

,Die gebildete Zahl besteht aus zwei gleichen Ziffern.”

,Die Quersumme der Zahl ist 6.”

,Die Einerziffer ist groBer als die Zehnerziffer.”

. ,Die Zahl ist groBer als 42.”

,Die Zahl besteht aus zwei gleichen Ziffern und die Quersumme der Zahl ist 6.”

,Die Zahl ist groBer als 42 oder besteht aus zwei gleichen Ziffern.”
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Aufgabe 1 - Losung

1) Ergebnisraum Q = {11;21,22;31,32,33;41,42;43,44,51;52;53,54,55,61,62,63,64,65,66}

2) Ereignisse und deren Wahrscheinlichkeiten 3
— A: ,Die gebildete Zahl besteht aus zwei gleichen Ziffern.” = {11,22;33;44,55,66}, P(A) = % 5

_2 =

/ z

— B: , Die Quersumme der Zahl ist 6.” ={33;42;51};, P(B) = % = ; ;

— C: ,Die Einerziffer ist groBer als die Zehnerziffer.” = {}; P(C) = 0 |

— D: ,Die Zahl ist groB3er als 42." = {43;44,51,52,53,54,55,61,62;63,64,65,66}, P(D) = % ;

— E: ,Die Zahl besteht aus zwei gleichen Ziffern und die Quersumme der Zahl ist 6.” = An B g

- 33} PE) =PANB) == .

— F: ,Die Zahl ist groB3er als 42 oder besteht aus zwei gleichen Ziffern.” =D U A =
{43,44,51;52,53,54,55,61,62,63;64,;65;66} U {11,22;33,44,55,66} =
{11,22,33;43;44,51,52;53,54,55,61,62,63,64,65;66}

P(F)=P(D U A) =PD) + P(A) -PDNA 13 6 3 16

) =27t 27271~ 71




Aufgabe 2

Eine Urne enthalt 100 Kugeln. 70 Kugeln bestehen aus dem Material
Holz und 30 Kugeln sind aus Kunststoff. 25 der Holzkugeln sind mit
der Farbe rot gestrichen und 45 sind blau. 10 der Kunststoffkugeln
sind rot und 20 sind blau.

— Folgende Ereignisse werden definiert:
o A: ,Die Kugel ist aus Holz.” A: ,Die Kugel ist aus Kunststoff.”

o B: ,Die Kugel ist rot.” B: ,Die Kugel ist blau.”
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1) Erstelle ein Baumdiagramm unter Angabe der auftretenden Haufigkeiten und deren
Wahrscheinlichkeiten.

Bedingte Wahrscheinlichkeit:

P(BIA) = pray




Aufgabe 2 - Losung

N = 100 :Z

P(A)= 15 P(R) =2 ?f

N, =70 N.=30 5

— ~ —

P(BIA) = 7 eIy z&BlA) P(BIA) = 2 E
=17 3 =

Ny =25  Np;=45 Nis-10 N;;=20




Aufgabe 5

Eine neu entwickelte Maschine kann gefalschte Geldscheine erkennen und wurde in
der Entwicklung getestet. Man fand heraus, dass die Maschine bei einem falschen
Schein mit 96% Sicherheit Alarm schlagt. Allerdings gibt die Maschine auch bei 1%
der echten Geldscheine Alarm. Zusatzlich ist bekannt, dass 0,01% aller im Umlauf
befindlichen Geldscheine Falschungen sind.

A = Maschine schlagt Alarm
F = Geldschein ist falsch

— Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass der Geldschein eine Falschung ist, wenn
die Maschine Alarm schlagt. Muss die Maschine noch weiter verbessert werden
oder ist sie marktreif?

Bedingte Wahrscheinlichkeit: Satz der totalen Wahrscheinlichkeit:
P(B|A) = P(BAA) P(B) = P(B|A) - P(A) + P(B| AC) - P(AC)
~ P(A) Satz von Bayes:

Multiplikationssatz: P(ANB) _ P(A)-P(B|A)

P(A|B) =

P(AnB) = P(A) - P(B|A) = P(B) - P(A|B) P(B) ~ P(B|A)-P(A) + P(B|A®)-P(A°)
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Aufgabe 3 - Losung

P(A)= P(AIF) - P(F) + P(AIF) - P(F) = 0,96 - 0,0001 + 0,01 - 0,9999 = 0,010095 (Satz der totalen

Wahrscheinlichkeit)

0,96 - 0,0001
0,010095

1) Bedingte Wahrscheinlichkeiten, Multiplikationssatz, Satz von Bayes p=
Aus dem Infotext ergeben sich folgende Wahrscheinlichkeiten: =
P(F) = 0,0001 -> P(F) = 0,9999 =
P(AIF) = 0,01 P(AIF) = 0,96 =
Gesucht: P(FIA) = P(AIF) - P(F) (Satz von Bayes) %

P(A) ‘
Rechenweg: =

P(FIA) = = (0,0095 A: Die Wahrscheinlichkeit, dass der Geldschein eine

Falschung ist, wenn die Maschine Alarm schlagt, liegt bei
0,95 Prozent.




Aufgabe 4

Julian und Stefanie fehlen regelmaBig in der Statistik-Vorlesung, und zwar Julian mit o
einer Wahrscheinlichkeit von 30% und Stefanie mit einer Wahrscheinlichkeit von o
45%. Die Wahrscheinlichkeit, dass beide anwesend sind betragt 40%. -
Sind die Abwesenheiten von Julian und Stefanie unabhangige Ereignisse? =
%
Sind zwei Ereignisse |
unabhangig? %
| =
| | =
P(BIA) = P(B) =
und P(ANB) = P(A) - P(B) —
P(A|B) = P(A)
kei d i beide Bedi Bedi ich . .
cheodeuene | | | vegesedngunen | | seanamerien | | [oeqngung et

-> unabhangig

-> abhangig -> unabhangig ->abhangig




Aufgabe 4 - Losung

PJ)=03—>PUJ)=1-03=0,7 =
P(S) = 0,45 — P(S) =1 - 0,45 = 0,55 =
P(UNS) = 0,4 -
P(JNS) = P() - P(S) =
0,4 0,7 - 0,55 -
0,4 # 0,385 =

-> Die Abwesenheiten der beiden Studierenden sind stochastisch abhangig. Die
Abwesenheit des einen Studierenden hat eine Auswirkung auf die des anderen
Studierenden.




Aufgabe 12 der AS

Fur vier zufallige Ereignisse sind folgende Wahrscheinlichkeiten gegeben:

P(A) = 0,25 P(A N B) = 0,04
P(B)=0,16 P(A ~ D) = P(D)
P(D) = 0,01 P(ANE)=0
P(E) = 0,04

Ermitteln Sie P(A|B), P(A|E), P(A U D) und P(A U B).
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Aufgabe 12 der AS - LOsung

e Dadie Ereignisse A und B unabhingig sind, sind auch A und B unabhingig, so dass gilt:
P(A|B), = P(A) = 0,25
e Es gilt P(A n E) = 0. Die Ereignisse A und E sind somit unvereinbar. Damit ist die
bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|E) ebenfalls O:
P(AE) _P(ANE) L
P€ P€

e Da aufgrund der Info P(A n D) = P(D) das Ereignis D Teilereignis von A sein muss
(D — A), gilt: P(A w D) =P(A) =0,25. Dieses Ergebnis erhalt man auch als Spezialfall des
allgemeinen Additionssatzes: P(A U D) = P(A) + P(D) — P(A n D) = P(A) + P(D) — P(D) =
P(A)

e P(AUB)=1-P(AUB)=1-[P(A)+P(B)-P(AnB)]=1-(0,25+0,16—0,04) =0,63
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Aufgabe 1.3 der AS

Fur die Ereignisse A und B sind folgende Wahrscheinlichkeiten gegeben:
P(A)=0,2 P(B) = P(B) P(ANB)=0,4

a) Bestimmen Sie P(B), P(A m B) und P(A|B).

b) Zusatzlich wird ein von B unabhangiges Ereignis C bericksichtigt mit P(C|A) = 0,6
und P(C|A) = 0,85.

Bestimmen Sie P(C), P(A|C), P(A|C) und P(C|B).
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Aufgabe 1.3 der AS - Losung

(@)
a) =
e P(B)=1-P(B)=1-P(B)<->P(B)=0,5 —
e Einsetzen des umgeformten Additionssatzes: P(A n B) =P(A) + P(B)—P(AUW B)=0,2 + =
0,5-0,6=0,1 ™
s P(AlB)=P(AmB)=£=O’2 i
P(B) 0,5 et
b) A
Wenn B und C unabhangig, dann gilt P(B|C) = P(B), P(C|B) = P(C), P(B n C) = P(B) - P(C) |
e P(C) unter Anwendung des Satzes der totalen Wahrscheinlichkeit: §
P(C) =P(C|A) - P(A) + P(Clﬂ) . P(K) =0,6-02+085-08=0,12+0,68=0,8 —
. P(AIC)=P(A)' P(C|A)=O,2-O,6=0 15 <
P(C) 0,8 : =
. P(ch):P(C|A)-P(A)=0,85~O,8=085
P(C) 0,8 s
. P(C|§)=P(CGB)=P(C)'P(B)=P(C)=O,8

P(B) P(B)
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