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1. Gegenstand

1. Gegenstand

Statistik ist das methodische Vorgehen bei der Beschaffung von Informationen, um ver-
ninftige Entscheidungen treffen zu konnen. lhre grundlegenden Aufgaben liegen zum
einen in der Bereitstellung von Daten und zum anderen in der Bereitstellung von
Methoden zur Erhebung, Aufbereitung und Analyse dieser Daten.

Diese Daten werden héaufig durch Befragungen gewonnen. Abbildung 1 zeigt hierzu bei-
spielhaft einen Auszug aus einem Fragebogen einer Jugendherberge, bei dem es darum
geht, konkrete Informationen zur Gastestruktur, zur Erwartungshaltung und zur Zufrieden-
heit dieser Gaste zu erhalten. Die so gewonnenen Informationen bilden dann die Basis,
um in einem zweiten Schritt die strategische Ausrichtung dieses Unternehmens zu
Uberprufen und gegebenenfalls neu zu justieren. Dieser Prozess soll im Folgenden zumin-
dest in Ansatzen vorgestellt werden. Hierzu wird ein reprasentativer Datensatz aus dieser
konkreten Befragung gezogen, um hieran die in den nachfolgenden Kapiteln vorzu-
stellenden statistischen Verfahren zu testen. Die urspriinglichen Daten wurden im Rahmen
eines Forschungsprojektes mit dieser Jugendherberge gewonnen und mussten hier aus
Grunden der zugesicherten Vertraulichkeit etwas verzerrt werden.

Naturlich sind die Aussagen der einzelnen Objekte im Zuge der vorgenommenen Ana-
lysen nicht mehr erkennbar, sie sind dann auch nicht mehr von Interesse. Vielmehr ver-
sucht die Statistik aus der Untersuchung einer Vielzahl anonymisierter Objekte (= Masse)
grundsatzliche Aussagen zu dieser Masse herauszufiltern und so wichtige Informationen
und Zusammenhange sichtbar zu machen, z.B. Konsumentscheidungen von Haushalten
oder Meinungen der Gesamtbevélkerung zu politischen Fragestellungen.

Die Methodenlehre der Statistik stellt hierfir ein breites Instrumentarium zur Verfiigung.
Sie beschrankt sich dabei haufig allein aus Zeit- und Kostengriinden auf eine stich-
probenartige Auswahl von Objekten aus der entsprechenden Gesamtheit. Neben der
komprimierenden Beschreibung des gewonnenen Zahlenmaterials missen dann in einem
zweiten Schritt mit Hilfe wahrscheinlichkeitstheoretischer Uberlegungen Riickschliisse von
der Stichprobe auf die - unbekannte - Gesamtheit gezogen werden. Aus diesen Uber-
legungen lassen sich dann die beiden Teilgebiete der Statistik ableiten:

Die beschreibende (deskriptive) Statistik wendet Methoden zur Erfassung, Auswertung
und Ubersichtlichen Darstellung von Daten an, die von einer Gruppe von Objekten erho-
ben wurden. Diese Gruppe von Objekten wird dabei als Gesamtheit und nicht als eine
Teilmenge (Stichprobe) angesehen. Es missen folglich keine Hochrechnungen von den
Ergebnissen einer Stichprobe auf die Gesamtheit erfolgen.

Die schlieRende (induktive) Statistik setzt das Instrumentarium der deskriptiven Statistik
voraus, geht aber genau diesen Schritt weiter und sieht in der betrachteten Gruppe von
Objekten die Stichprobe einer (unbekannten) Gesamtheit. Die Ergebnisse einer solchen
Stichprobe missen also unter Bertcksichtigung von Zufallseinflissen auf die Gesamtheit
Ubertragen werden. Die induktive Statistik vermittelt daher Methoden zum Treffen von
Aussagen auf der Grundlage von Hypothesen, Schatzungen und Prognosen. Dazu nutzt
sie die Erkenntnisse der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Gegenstand der Lehrveranstaltungen und damit auch der nachfolgenden Kapitel ist
schwerpunktmalig die deskriptive Statistik. Sie wird jedoch punktuell um induktive Ver-
fahren erganzt werden, um letztendlich fundiertere Aussagen treffen zu kdnnen.
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[ Abbildung 1 |

Gastebefragung einer Jugendherberge (Auszug)

1. Kennen Sie unsere Jugendherberge bereits von friheren Aufenthalten?
O nein (0) Qija(1)

2. Wie sind Sie erstmalig auf uns aufmerksam geworden?
4 DJH-Verzeichnis (1) U Empfehlung (2) U Web-Seite/Internet (3)

3. Mit wem verbringen Sie hier bei uns Ihren Aufenthalt?

O Schulklasse (1) O Junior = allein / Paar unter 27 Jahre (2)
O Gruppe / Verein (3) Q 27P = allein / Paar ab 27 Jahre (4)
a Familie (5)
4. Wie lange bleiben Sie hier in der Jugendherberge? Néachte

5. Wie bewerten Sie auf einer Skala von 1 (= sehr schlecht) bis 5 (= sehr gut) die ...

.. Einrichtung und Ausstattung der Jugendherberge
a1 a2 as3 Q4 Q 5 = sehr gut

.. Lage und Umgebung der Jugendherberge
a1 a2 as3 Q4 Q5 = sehr gut

.. Service und Kompetenz des Personals
a1 a2 a3 a4 4 5 =sehr gut

.. Verpflegung in der Jugendherberge
a1 a2 a3 a4 4 5 =sehr gut

6. Wie bewerten Sie zusammenfassend die Jugendherberge im
Intervall von O (= sehr schlecht) bis 50 Punkte (= sehr gut)? Punkte

7. Kénnen Sie sich vorstellen, unsere Jugendherberge demnéachst wieder zu besuchen?
O nein (0) Qija(1)

8. Wiirden Sie unsere Jugendherberge auch weiterempfehlen?
Ul=nein Q2 U 3=jein a4 U5=ja

9. Durfen wir Sie abschlieRend noch nach Ihrem Alter fragen? Jahre
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2. Grundbegriffe

2.1. Statistische Einheit und statistische Masse

Vor dem Hintergrund der oben bereits vorgestellten Gastebefragung sollen in diesem Ab-
schnitt die zentralen statistischen Grundbegriffe geklart werden. Sie sind deshalb von so
elementarer Bedeutung, da die Art des vorliegenden Datenmaterials die richtige Auswahl
und den Einsatz statistischer Analyseverfahren ganz entscheidend determiniert.

Die Grundlage statistischer Untersuchungen bilden die statistischen Einheiten. Hierunter
sind Personen, Objekte oder auch Ereignisse zu verstehen, die durch bestimmte Eigen-
schaften oder Merkmale gekennzeichnet sind. Sie werden daher alternativ auch als Merk-
malstrager oder einfach als Elemente bezeichnet.

Die Menge aller statistischen Einheiten, die in sachlicher, raumlicher und zeitlicher Form
abgegrenzt ist, heildt statistische Masse oder Grundgesamtheit der Untersuchung. Die
Anzahl N der statistischen Einheiten bezeichnet man als den Umfang der betreffenden statis-
tischen Masse.

Die statistischen Einheiten stellen die Merkmalstrager der Untersuchung dar, deren Eigen-
schaften festgestellt werden sollen. Dabei muss es sich um reale, klar voneinander abgrenz-
bare und damit auch abzéhlbare Elemente handeln. Die Merkmale der statistischen Ein-
heiten dienen einerseits zur Abgrenzung der statistischen Masse (Unterscheidungsmerk-
male), zum anderen zur Gewinnung von Informationen Uber diese Einheiten beziiglich des
Untersuchungsgegenstandes (Erhebungsmerkmale).

Weiterhin muss zwischen Merkmal (charakteristische Eigenschaft) und Merkmalsauspréa-
gung (Merkmalswerte) unterschieden werden. Jedes Merkmal besitzt in der Regel mehrere
Merkmalsauspragungen. Dabei muss aber die flr die Untersuchung relevante Auspragung
auch feststellbar sein.

Beispiele:

e Statistische Masse: Anzahl an Haushalten in Deutschland am 31.12.2013
Merkmal: Haushaltsgrol3e
Merkmalsauspragungen: 1 Person, 2 Personen, 3 Personen, 4 und mehr Personen

e Statistische Masse: Bestand an Pkw in Deutschland am 22.9.2013
Merkmal: Ausstattung mit dem ABS-Bremssystem
Merkmalsauspragungen: vorhanden, nicht vorhanden

e Statistische Masse: befragte Géaste in einer Jugendherberge im Jahr 2015
Merkmal: Gesamtbewertung der Jugendherberge
Merkmalsauspragungen: 0, 1, 2, ..., 20, ..., 40, 41, 42, ..., 46, 47, 48, 49, 50 Punkte

Durch ein Merkmal wird eine statistische Masse in Teilmengen zerlegt. Jede statistische Ein-
heit kommt in genau einer Teilmenge vor; dadurch entsteht eine disjunkte Klasseneinteilung
der Einheiten der statistischen Masse. Die Teilmengen kénnen selbst wieder eine statistische
Masse bilden.
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2.2. Merkmalsarten

An den Beispielen HaushaltsgréRe, ABS-Ausstattung und Gesamtbewertung der Jugend-
herberge wird bereits deutlich, dass Merkmale und ihre Ausprdgungen von recht unter-
schiedlicher Art sein kénnen.

Statistische Merkmale lassen sich daher in verschiedener Hinsicht klassifizieren. Eine
Moglichkeit wére die Einteilung in qualitative und quantitative Merkmale.

e Qualitative Merkmale zeichnen sich durch eine verbale Beschreibung der jeweiligen
Eigenschaften aus. lhre Auspragungen unterscheiden sich durch ihre Art, beispielsweise
die Merkmale Geschlecht (méannlich, weiblich), Familienstand (ledig, verheiratet, ge-
schieden, verwitwet) oder Weiterempfehlung der Jugendherberge (nein, vermutlich nein,
jein, vermutlich ja, ja).

e Quantitative Merkmale nehmen dagegen ihre Auspragungen originar in reellen Zahlen
(Alter, Umsatz, Einkommen, Produktionsh6he) an. Sie unterscheiden sich folglich durch
ihre Grol3e. Es lassen sich daher Merkmalssummen sowie Mittelwerte, Streuungsmalfie
und andere Kennzahlen berechnen.

Wahrend qualitative Merkmale nur bestimmte, voneinander isolierte Werte annehmen kon-
nen, sind quantitative Merkmale unter diesem Aspekt differenzierter zu betrachten. Hier gibt
es Merkmale, fur die innerhalb eines vorgegebenen Intervalls jede beliebige reelle Zahl und
damit unendlich viele Auspragungen realisierbar wéaren. Vor diesem Hintergrund werden
diskrete, stetige und quasi-stetige Merkmale unterschieden:

e Diskrete Merkmale kénnen nur einzelne, klar voneinander getrennte Auspragungen an-
nehmen. Die Anzahl der verschiedenen Auspragungen ist dabei meist Uberschaubar, vor
allem dann, wenn es sich um qualitative Merkmale handelt (z.B. Geschlecht, Familien-
stand, Gasteart, Weiterempfehlung der Jugendherberge).

e Stetige Merkmale kdnnen dagegen in einem bestimmten Bereich alle reelle Zahlen an-
nehmen und zwar unabhangig davon, ob die Messgenauigkeit ausreicht oder nicht (z.B.
Kdrpergrol3e, Kérpergewicht, Alter, Temperatur).

¢ Quasi-stetige Merkmale sind eigentlich diskrete Merkmale, die aber zahlreiche mdgliche
Auspragungen in einem begrenzten Intervall besitzen. Es handelt sich dabei i.d.R. um
guantitative Merkmale mit sehr vielen, aber eben nicht unendlich differenzierbaren Aus-
pragungen (z.B. Geldgrofien, Arbeitslosenzahl, Lagerbestande, Alter in Jahren, Bewer-
tung der Jugendherberge in Punkten).

Da bei stetigen und quasi-stetigen Merkmalen eine Vielzahl verschiedener Merkmalsauspra-
gungen vorliegt, werden diese Werte zwecks Ubersichtlicherer Darstellung in Klassen zusam-
mengefasst. Auf diesen Prozess der Datenverdichtung wird dann im nachfolgenden Kapitel
naher eingegangen.
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Bei den bislang beispielhaft genannten Merkmalen mit ihren Ausprégungen ist bereits deut-
lich geworden, dass sie sich hinsichtlich Art, Qualitat und Anzahl ganz grundlegend unter-
scheiden kdnnen. Merkmalsauspragungen, deren Werte als natirliche oder gar reelle Zahlen
angegeben werden kénnen, lassen sich dann auch mathematisch miteinander verkntpfen.
Bei qualitativen Merkmalen macht dies jedoch keinen Sinn. Hier lassen die Auspragungen
nur eine Festlegung einer Rangordnung oder vielleicht sogar nur eine Unterscheidung nach
ihrer Art zu.

Die Auspragungen der Merkmale kénnen also ein ganz unterschiedliches Informationsniveau
besitzen. Dieses Informationsniveau wird als Skalenniveau bezeichnet und in nominal, or-
dinal und metrisch unterschieden. Die Unterscheidung der Merkmale in verschiedene Ska-
len ist deshalb von herausragender Bedeutung, weil sie die Art und damit den Umfang der
anwendbaren statistischen Verfahren bestimmen:

e Nominal skalierte Merkmale zeichnen sich lediglich durch eine Verschiedenartigkeit inrer
Auspragungen aus. Dabei ist es nicht relevant, ob sie origindr verbal oder in Zahlen
dargestellt werden, da die Zahlen in diesem Fall lediglich fiir die Codierung eben dieser
verbalen Auspragungen stehen. Nominal skalierte Merkmale sind z.B. Telefonnummern,
Beruf, Geschlecht, Gasteart oder Familienstand.

e Ordinal skalierte Merkmale bringen neben einer Verschiedenheit eine nattrliche Rang-
ordnung zum Ausdruck. lhre Auspragungen koénnen verbal (z.B. sehr gut oder gut) oder
zahlenmaRig verschlusselt (z.B. 1 fur sehr gut oder 2 fur gut) dargestellt werden. lhre Ab-
sténde sind allerdings nicht quantifizierbar, die Codierungen sagen also nichts Uber die
Abstande zwischen den Merkmalsauspragungen aus. Ordinal skalierte Merkmale sind z.B.
Prufungsnoten, Guteklassen bei Lebensmitteln oder die Platzierung bei Ligatabellen.

e Metrisch-intervall skalierte Merkmale werden grundséatzlich mit Zahlen beschrieben. Die
Zahlen sind dabei als solche auch interpretierbar, neben die Rangordnung tritt also noch
die Mdoglichkeit, die Abstande zwischen den Merkmalsauspragungen zu berechnen und zu
vergleichen. Der Nullpunkt ist eher willkirlich festgelegt (z.B. Temperatur in Celsius und
Kalenderjahre); es ist daher nicht sinnvoll, die Merkmalsauspragungen ins Verhaltnis zu-
einander zu setzen.

e Metrisch-verhéltnis skalierte Merkmale besitzen dartber hinaus einen nattrlichen Null-
punkt. Dadurch ist es mdglich und sinnvoll, den Quotienten zweier Merkmalsauspragung-
en zu bilden. So ist ein Mensch mit 180 cm eben doppelt so gro3 als einer mit 90 cm.
Weitere Beispiele fur metrisch-verhaltnis skalierte Merkmale sind die Temperatur in Kelvin,
die Korpergrol3e, das Einkommen oder das Alter.



Statistik / Teil I: Grundlagen 9
3. Datengewinnung

3. Datengewinnung

Die Durchfiihrung einer statistischen Erhebung hangt wesentlich von der speziellen Auf-
gabenstellung ab. Im Vorfeld ist daher zu konkretisieren, welche statistische Masse (=
Grundgesamtheit) analysiert werden soll; sie ist dazu in sachlicher, zeitlicher und rdumlicher
Hinsicht einzugrenzen. Ist Uber den Umfang der Merkmalstrager (Untersuchungseinheiten
oder Objekte) entschieden, sind in einem zweiten Schritt die zu erhebenden Merkmale mit
ihren Auspragungen festzulegen. Je sorgféltiger diese Schritte geplant werden, desto aus-
sagefahiger ist spater die gewonnene Datenbasis.

Ablaufphasen einer statistischen Erhebung:

e Datenerhebung
e Datenaufbereitung
e Analyse des Datenmaterials

3.1. Datenerhebung

Erhebungsart

Daten kdnnen auf verschiedene Weise erhoben werden. Gemeinhin wird nach dem Umfang
und nach der Zugriffsebene unterschieden:

e Bei einer Totalerhebung werden alle Einheiten der betreffenden statistischen Masse er-
fasst. Im Gegensatz hierzu findet bei einer Teilerhebung nur ein Teil aller statistischen
Einheiten Berucksichtigung. Die Teilerhebung verfolgt meist das Ziel, aus den Informa-
tionen Uber wenige Einheiten der statistischen Masse zu Aussagen uber die Gesamtheit
der statistischen Masse zu gelangen. Bei der Unterscheidung in deskriptive und induktive
Statistik wurde auf diesen Zusammenhang bereits hingewiesen. Die induktive Statistik
nutzt folglich den Vorteil einer kostengiinstigeren Teilerhebung.

e Werden die Einheiten und die zu diesen Einheiten gewiinschten Daten direkt und durch

eine eigens hierfur durchgeflihrten Untersuchung erfasst, wird von einer primarstatis-
tischen Erhebung gesprochen. Die Produzenten priméarstatistischer Daten lassen sich
unterteilen in die Trager der amtlichen Statistik (Statistisches Bundesamt, Statistische
Landesamter, Kommunalstatistische Amter, Ministerien, Deutsche Bundesbank, OECD
oder Européaische Zentralbank) und in die Trager der nichtamtlichen Statistik (Wirtschafts-
verbande, Wirtschafts- und Marktforschungsinstitute usw.).
Wird dagegen keine eigene Erhebung organisiert, sondern auf die Daten dieser Trager zu-
rickgegriffen, die eigentlich fir andere Zwecke ermittelt wurden, liegt eine sekundarsta-
tistische Erhebung vor. Als typisches Beispiel gilt der Kauf von GfK-Marktstudien durch
den Einzelhandel.
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Erhebungstechnik

Die Merkmalsauspragungen der vorab eingegrenzten statistischen Einheiten kénnen grund-
satzlich durch Befragung, Beobachtung oder Experiment erfasst werden.

e Bei der Befragung sind die Erhebungsformulare so zu gestalten, dass eine einwandfreie
Datenqualitat und eine hohe Antwortquote erwartet werden kénnen.
Fragen nach leicht feststellbaren Tatsachen ergeben zuverlassigere Antworten als Fragen
nach Meinungen oder Winschen. Letztere sollten daher Uber geschlossene Fragen
erfasst werden. Hierzu werden einer Person auf eine Frage die Antwortmaoglichkeiten
bereits vorgegeben, das Spektrum an Antworten ist folglich vom Auftraggeber bereits
eingegrenzt worden. Geschlossene Fragen verlangen deshalb einen betrachtlichen
Vorbereitungsaufwand, sie erleichtern aber dem Befragten die Beantwortung und auch
ganz erheblich die Auswertung. Demgegenuber erlauben offene Fragen vollkommen freie
Aussagen.
Die Befragung kann schriftlich (durch den Befragten selbst) oder mundlich (durch den
Interviewer im Dialog mit dem Befragten) durchgefiihrt werden. Beide Vorgehensweisen
weisen im konkreten Einzelfall abzuwégende Vor- und Nachteile auf.
So sind schriftliche Befragungen im Normalfall kostengunstiger, fihren aber meist zu einer
geringeren Antwortquote. Bei mindlichen Befragungen verhélt es sich genau umgekehrt,
dartber hinaus kénnen auch schwierigere Fragen formuliert werden.

e Ein Experiment dient vorwiegend dem Testen von Annahmen (Beispiel: Geschmackstest
von Cola-Getranken). Ein Experiment lasst sich als Befragung oder Beobachtung inner-
halb einer kontrollierten Versuchsanordnung definieren. Bei vorgegebenen kinstlichen
Rahmenbedingungen wird von einem Laborexperiment gesprochen, bei natirlichen von
einem Feldexperiment.

Durch Befragung, Beobachtung oder Experiment werden an N statistischen Einheiten ein
oder mehrere Merkmale erfasst. Die Zusammenstellung der Auspragungen xi (i = 1,...,N)
eines Merkmals X in der Reihenfolge ihrer Erhebung wird Urliste genannt. Die Daten liegen
unsortiert vor.

3.2. Datenaufbereitung

Speicherung statistischer Daten

Bei jeder Datenerhebung wird fir jede statistische Einheit eine entsprechende Merkmals-
auspragung erfasst. Die Auspragung kann danach in einen 'Zahlenwert' des Merkmals trans-
formiert werden (= Codierung). Diese Zahlenwerte bilden die Basis flr weitere statistische
Analysen. Allerdings darf dabei nicht vergessen werden, dass mathematische Rechen-
operationen nur bei metrisch skalierten Merkmalen durchgefihrt werden dirfen, da nur
diesen Merkmalen numerische Daten zugrunde liegen!!!

Das Beispiel unserer Gastebefragung soll an dieser Stelle wieder aufgegriffen werden, um
diesen Prozess der Datenaufbereitung zu konkretisieren. Hierzu finden Sie in der nachfol-
genden Tabelle funfzig reprasentativ ausgewahlte Datensatze zu den in Abbildung 1
vorgestellten Fragen. Aus diesen Datensatzen sollen dann im weiteren Verlauf immer wieder
auch Beispielrechnungen rekrutiert werden.
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Tabelle 1

Ausgewahlte Datensatze (50) zur Gastebefragung

Alte

Empf

Gart Mach EiAu LaUm SeKo Verp Gbew Awie

Info
F2

Afrii

F4 Fha Feb  Fhc Fad Fé F7 Fi F3

F3

F1

b
44

47
45

Jg
28

43

43

35
32
47
54
23

40

43
44
36
33
56
48
b2
44
44
44

45
45
43
41
47
46
46
45
44
45

kY

41

25

42
46

24

27
21

44
46

26

44
45

25

26

42
41

20

14
13
15
11

44
46

45

46

14
10
13
10
13
1

45

46

44
46

45

46

50
49

47
a0
44
42
42

10
12
15
14
b
45

— T T T T T T T T —

47
46

42

44
41

30
34

43

Mr.

— T T — T T T —

21

22
23

24
25

26

27
28

25

30
Ky

32
33
34
35
36

v
K3
39
40

41

42
43

44
45

46

47
48

45

50
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Merkmal ... mit

Merkmalsauspragungen und Codierung (in Klammer)

F1: Afri

F2: Info

F3: Gart

F4: Nach

F5a: EiAu

F5b: LaUm

F5c: SeKo

F5d: Verp

F6: Gbew

F7: Awie

F8: Empf

F9: Alte

Friherer Aufenthalt
x1 = nein (0); x2 =ja (1)

Erstmalige Information tber die Jugendherberge
x1 = DJH-Verzeichnis (1); x2 = Empfehlung (2); xs = Internet (3)

Gasteart bzw. -kategorie
x1 = Schulklasse (1); x2 = Junior (2); x3 = Gruppe/Verein (3);
X4 = 27P (4); x5 = Familie (5)

Anzahl Ubernachtungen
x1=1(1);x2=2(2); x3=3(3); xa=4 (4); xs =5 (5)

Bewertung Einrichtung und Ausstattung der Jugendherberge
x1 = sehr schlecht (1); x2 = schlecht (2); x3 = mittelmaRig (3);
X4 = gut (4); xs = sehr gut (5)

Bewertung Lage und Umgebung der Jugendherberge
x1 = sehr schlecht (1); x2 = schlecht (2); x3 = mittelmaRig (3);
X4 = gut (4); xs = sehr gut (5)

Bewertung Service und Kompetenz des Personals
x1 = sehr schlecht (1); x2 = schlecht (2); x3 = mittelmaRig (3);
X4 = gut (4); xs = sehr gut (5)

Bewertung Verpflegung in der Jugendherberge
x1 = sehr schlecht (1); x2 = schlecht (2); x3 = mittelmaRig (3);
X4 = gut (4); xs = sehr gut (5)

Gesamtbewertung der Jugendherberge

X1 =40 (40); x2 = 41 (41); x3 = 42 (42); x4 = 43 (43); X5 = 44 (44);
X6 = 45 (45); X7 = 46 (46); xs = 47 (47); xo = 48 (48); x10 = 49 (49);
x11 = 50 (50);

Erneuter Besuch
x1 = nein (0); x2 =ja (1)

Weiterempfehlung
X1 = nein (1); x2 = vermutlich nein (2); x3 = jein (3);
Xa = vermutlich ja (4); xs = ja (5)

Alter

X1 =7 (7); x2=8(8); x3=9 (9); x4 =10 (10); xs = 11 (11);
X6 = 12 (12); x7 = 13 (13); xs = 14 (14); x9 = 15 (15); ...
x20 = 31 (31); x21 = 32 (32); x22 = 33 (33); x23 = 34 (34); ...
x33 = 52 (52); X34 = 54 (54); x35 = 56 (56); x36 = 58 (58);

12
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Datenverdichtung

Werden die Merkmalsauspragungen in einer Urliste fortlaufend ausgewiesen, fallt es schwer,
sich einen Uberblick iber die Verteilung und deren Schwerpunkt zu verschaffen. Es macht
daher Sinn, die vorliegenden Daten zu verdichten. In Abhangigkeit von der Anzahl unter-
schiedlicher Auspragungen bietet sich hierfur die Gruppierung oder die Klassierung der
Daten an:

e Bei der Datenverdichtung durch Gruppierung werden gleiche Merkmalswerte unter Be-
ricksichtigung der Anzahl ihres Auftretens zusammengefasst.
Fur nominal skalierte Merkmale ist die Gruppierung die einzige Mdglichkeit der Datenver-
dichtung. Da dieses Vorgehen bei einer etwas gréf3eren Anzahl verschiedener Merkmals-
auspragungen schnell an die Grenzen der Ubersichtlichkeit stoRt, missen verschiedene
Auspragungen zu einer Ubergeordneten Gruppe zusammengefasst werden. In diesem
Fall wird von einer mehrstufigen Klassifikation gesprochen (z.B. Unterscheidung der Natio-
nalitat nicht nach Landern, sondern nach Kontinenten).

Beispiel:

Erstmalige Information tGber die Jugendherberge (F2: Info)

Urliste:
1,2,3,2,3,1,2,1,3,3,3,1,3,1,3,3,2,3,2,2,3,3,3,...,2,2,2,3,1, 2

Gruppierung:

Info Anzahl
1 (DJH-Verzeichnis) 9
2 (Empfehlung) 19
3 (Internet) 22
> 50

e Bei der Datenverdichtung durch Klassierung werden benachbarte Merkmalswerte zu
einer grolReren Einheit zusammengefasst. Dieses Verfahren bietet sich bei einer Vielzahl
von Auspragungen (stetig oder quasi-stetig) eines ordinal oder metrisch skalierten Merk-
mals an; also bei Merkmalen, die mit Blick auf eine sinnvolle Klasseneinteilung Uber eine
naturliche Rangfolge ihrer Auspragungen verfiigen. Daneben sind folgende Hinweise zu
beachten:

- moglichst Klassen mit konstanter Klassenbreite bilden; lediglich bei groRem Werte-
bereich unterschiedlicher Klassenbreiten verwenden

- Anzahl der Klassen sollte sich zwischen 5 und maximal 15 bewegen
- XY = Untergrenze der Klassei (miti=1, ..., k)
- X® = Obergrenze der Klasse i, wobei gilt: xi® = X+1"

- jede Merkmalsauspragung befindet sich in genau einem halboffenen Intervall (von der
Untergrenze bis unter die Obergrenze) x" < x < xi°

- die Breite einer Klasse Axi errechnet sich dann aus Axi = x° - xi
- die Klassenmitte xi' errechnet sich dann aus xi' = (x* + xi°)/2
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Beispiel:

Alter (F9: Alte)

Urliste:
58, 44, 38, 28, 35, 32, 47, 54, 23, 43, 44, 36, ..., 15, 14, 58, 49, 42, 30, 34

Klassierung:

Alter Anzahl
[6; 10) 3
[10; 18) 14
[18; 27) 7
[27:40) 11
[40; 50) 10
[50; 61) 5
Y 50

Die durch eine Erhebung ermittelten Daten haben zunachst wenig Aussagekraft. Ihre
Bedeutung lasst sich schon eher erkennen, wenn sie in einem ersten Schritt nach Merk-
malen und deren Auspragungen geordnet und Ubersichtlich in Tabellen oder Grafiken
dargestellt werden. Sowohl mit der tabellarischen und grafischen Darstellung der Daten als

auch mit der Berechnung von Lage- und Streuungsparametern werden sich die nachfol-
genden Kapitel beschéftigen.
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Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 1.1
Charakterisieren Sie die nachfolgenden Merkmale:

a) Temperatur in Celsius
b) Temperatur in Kelvin
c) Staatsangehdrigkeit
d) Aktienkurs

e) Klausurnoten

Aufgabe 1.2:

Welchem Skalentyp sind die folgenden Merkmale zugeordnet und welches sind die statisti-
schen Einheiten zur Erfassung dieser Merkmale?

a) erlernter Beruf von derzeit Arbeitslosen im Kreis Nordwest-Mecklenburg
b) Alter von Maschinen eines Unternehmens

c) KorpergroRe von Schilern der Klasse 11a am Gymnasium in Schénberg
d) Lebensdauer von Kfz-Reifen

e) Abflllmenge von Flaschen eines Automaten zur Bierabflllung

Aufgabe 1.3:
Nennen Sie statistische Einheit, statistische Masse, Merkmal und Skalenniveau.

a) Eine Befragung von 10 Wismarer Studierenden nach ihrer Semesterzahl brachte am
02.06.2005 folgendes Ergebnis: ...

b) An einer Hauptverkehrsstral3e in Rostock wurden bei einer Polizeikontrolle am 05.03.05
zwischen 11 und 12 Uhr an 100 Fahrzeugen folgende Geschwindigkeiten gemessen: ...

c) Der Besitzer einer Erdbeerplantage notierte an den vergangenen 100 Tagen, wie viele
Stunden die Sonne taglich auf seine Erdbeeren schien.

d) 7 Forschungsinstitute schéatzen die reale Wachstumsrate in Deutschland fir 2010.

e) 1000 reprasentativ ausgewahlte Baume in Mecklenburg-Vorpommern lassen sich in
Abhangigkeit vom Alter in fiinf Schadensklassen einteilen.

Lt’)sung Aufgabe I.1:

a) quantitativ / stetig (klassiert) / metrisch-intervall

b) quantitativ / stetig (klassiert) / metrisch-verhaltnis

c) qualitativ / diskret (gruppiert) / nominal

d) quantitativ / quasi-stetig (klassiert) / metrisch-verhaltnis
e) qualitativ / diskret (gruppiert) / ordinal

Lt’)sung Aufgabe 1.2:

a) nominal / Arbeitsloser

b) metrisch-verhaltnis / Maschine
c) metrisch-verhaltnis / Schler
d) metrisch-verhéltnis / Reifen

e) metrisch-verhaltnis / Flasche
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4. Eindimensionale Haufigkeitsverteilung

Die Haufigkeitstabelle ist die wichtigste (Darstellungs-)Form des Datenmaterials im Rahmen
der univariaten Datenanalyse. Dabei wird den einzelnen Merkmalsauspragungen die Haufig-
keit ihres Auftretens zugeordnet. Dartber hinaus wird die tabellarische um eine grafische
Darstellung erganzt.

4.1. Haufigkeitsverteilungen bei gruppierten Daten

absolute und relative Haufigkeiten

Ein Merkmal, das in k verschiedenen Auspragungen vorkommen kann, wird an N statisti-
schen Einheiten beobachtet.

[ Definition: absolute Haufigkeiten h; ]

Besitzt ein Merkmal die k verschiedenen Merkmalsauspragungen X, .., Xk, SO ist hi (i = 1,
2, .., K) die Anzahl der Merkmalstrager mit der Merkmalsauspragung xi; hi heif3t absolute
Haufigkeit der Auspragung xi. Die Summe aller absoluten Haufigkeiten entspricht dem
Umfang der statistischen Masse N:

Kk
=1

e

Werden allerdings verschiedene statistische Massen miteinander verglichen, sind absolute
Haufigkeiten nicht sehr aussagekraftig, da sie sehr stark vom Umfang N ihrer Gesamtheit ab-
hangig sind. Es ist daher sinnvoll, die absoluten Haufigkeiten in Relation zu ihrer Summe N
zu setzen; hieraus errechnen sich dann die relativen Haufigkeiten.

[ Definition: relative Haufigkeiten fi ]

Werden die absoluten Haufigkeiten durch die Gesamtzahl der Elemente N dividiert, so
ergeben sich hieraus die relativen Haufigkeiten fi:

_hi

Kk
fi (i=1,2,...,k) mit >f=1
i=1

Grafisch lasst sich die Haufigkeitsverteilung eines gruppierten Merkmals am besten durch ein
Stab- bzw. Balkendiagramm veranschaulichen.
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Beispiel:

Sehen wir uns an dieser Stelle das Merkmal 'Anzahl Ubernachtungen' (F4: Nach) etwas
genauer an. Es handelt sich hierbei um ein metrisches Merkmal (verhaltnis-skaliert) mit
einer Vielzahl moglicher, aber diskreter Auspragungen, also quasi-stetig. Naheliegend
ware demnach eine klassierte Form der Datenaufbereitung. Der Blick auf unsere Urliste in
Tabelle 1 zeigt jedoch, dass konkret nur funf verschiedene Merkmalsauspragungen von
einer bis zu funf Nachten auftreten. Es spricht daher nichts gegen eine gruppierte
Haufigkeitsverteilung, die um die Berechnung relativer Haufigkeiten erweitert wird:

X; (Nach) h; f;
1 8 0,16
2 17 0,34
3 11 0,22
4 5 0,10
5 9 0,18
2 50 1,00

Zur grafischen Veranschaulichung dieser relativen Haufigkeiten bietet sich dann ein Stab-
oder ein Balkendiagramm an. In beiden Fallen wird die relative Haufigkeit einer Merkmals-
auspragung durch die Héhe des Stabes bzw. des Balkens visualisiert:

fi Balkendiagramm 'Anzahl Ubernachtungen’
0,50 -
0,40 -

0,30 1

0,20 -

0,10 - I I

0,00 T T T I
1 2 3 4

absolute und relative Summenhaufigkeiten

5
Nachte

Haufig ist nicht nur von Interesse, wie viele statistische Einheiten eine bestimmte Merkmals-
auspragung besitzen, sondern auch, wie viele der statistischen Einheiten hdchstens einen
bestimmten Wert erreichen. Um diese Frage zu beantworten, missen die Auspragungen der
GrolRe nach geordnet werden. Betrachtet werden daher nur ordinal und metrisch skalierte
Merkmale, da nur diese eine naturliche Rangfolge besitzen.
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: Definition: Summenhéaufigkeiten Hi und Fi _ gruppiert ]

Gegeben sei ein gruppiertes, mindestens ordinal skaliertes Merkmal X. Die Summe der
absoluten Haufigkeiten der Merkmalsauspragungen, die den Wert x; nicht Uberschreiten,
heil3t absolute Summenhéaufigkeit H; :

H=h(X<X))=h+...+hi=2h; (=12,..K)
=1

Die Summe der relativen Haufigkeiten der Merkmalsauspragungen, die den Wert xi nicht
Uberschreiten, heil3t relative Summenhaufigkeit Fi:

F=f(x<x)=f1+...+fi=2f (=1,2,...,K)
i=1

7

Aus den relativen Summenhaufigkeiten lasst sich die Funktion der relativen Summen-
haufigkeiten bzw. die Verteilungsfunktion F(x) ableiten. F(x) gibt dann den Anteil der
Elemente mit einem Merkmalswert an, der kleiner oder gleich x ist.

Beispiel

Wir erweitern also unser urspringliches Beispiel zum Merkmal 'Anzahl Ubernachtungen'’
(F4: Nach), indem wir in einem ersten Schritt absolute und relative Summenhaufigkeiten
berechnen. Da die urspringliche Haufigkeitsverteilung ordinal oder metrisch skalierter
Merkmale deren Auspragungen bereits aufsteigend sortiert erfasst, errechnen sich die
Summenhaufigkeiten einfach aus der zeilenweisen Addition der entsprechenden (absolu-
ten oder relativen) Haufigkeiten:

x; (Nach) h, f; H; F
1 8 0,16 8 0,16
2 17 0,34 25 0,50
3 11 0,22 36 0,72
4 5 0,10 41 0,82
5 9 0,18 50 1,00
> 50 1,00

36 Personen oder umgerechnet 72% aller befragter Gaste Ubernachten also in der
Jugendherberge maximal (oder: bis zu) 3 Nachte. Die formale Schreibweise hierfir lautet
dann:

Hiz=s = h(x <x3) =h(x<3) =36 mit: i =3 = 3. Gruppe
Fiz=s =f(x <x3) =f(x<3) =0,75 mit: i =3 =3. Gruppe

Die grafische Darstellung der relativen Summenhaufigkeiten zeigt uns dann einen trep-
penartigen Verlauf. Da die statistischen Einheiten bei gruppierter Aufbereitung nur ein-
zelne (isolierte) Auspragungen annehmen, kann es zwischen diesen Auspragungen auch
keinen Zuwachs der Summenhaufigkeiten geben. Die Verteilungsfunktion 'springt' daher
nur an der nachsten erfassten Merkmalsauspragung auf das nachsthéhere Niveau:
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Verteilungsfunktion 'Anzahl Ubernachtungen'

F(x) 1,00
0,90

0,80
0,70
0,60

0,50 O

0,40

0,30

1

A

0,20

I

0,10

0,00

. (D o« s

Nachte

= O—

Auch grafisch lasst sich der Anteil der befragten Personen bestimmen, die bspw. bis zu
drei Nachte in der Jugendherberge bleiben. Die eingezeichneten Pfeile verdeutlichen den
Losungsweg, der nattrlich zum gleichen Ergebnis von 72% fuhren muss.

Der Gesamtverlauf dieser Verteilungsfunktion tber alle 5 Gruppen hinweg lasst sich dann
formal in der folgenden Weise beschreiben:

e fur x<1
0,16 fur 1<x <2
0,50 fur 2<x<3
0,72 fur 3<x<4
0,82 fur 4<x<5
1 fur x =5

F(x) = -

«

Anhand des vorangestellten Beispiels sollte dann auch die verallgemeinerte Form der Ver-
teilungsfunktion bei gruppierten Merkmalen nachvollziehbar sein.

[ Definition: Verteilungsfunktion F(x) _ gruppiert ]

Aus den relativen Summenhéaufigkeiten lasst sich die relative Summenhaufigkeitsfunktion
F(x) ableiten. F(x) wird auch als Verteilungsfunktion bezeichnet. lhre Werte geben den
Anteil der Elemente mit einem Merkmalswert kleiner oder gleich x an und errechnen sich
bei gruppierten Daten wie folgt:

O far x<x,
F(x)=<F fur X, <X < X;,;

1 far x = x,
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4.2. Haufigkeitsverteilungen bei klassierten Daten

Tritt ein Merkmal in sehr vielen Auspragungen auf, wie dies bei stetigen oder quasi-stetigen
Merkmalen der Fall ist, dann wird eine gruppierte Haufigkeitsverteilung sehr unibersichtlich.
Es ist praktisch unmdglich, jeder einzelnen Merkmalsauspragung einen Haufigkeitswert zu-
zuordnen.

Die Klassenbildung ist eine Voraussetzung fur die Bestimmung der Haufigkeitsverteilung. Die
Klassen werden durch ihre Klassengrenzen charakterisiert. Im Allgemeinen strebt man
Klassen konstanter Klassenbreite an; allerdings kann es bei einem grof3en Variationsbereich
des Datenmaterials sinnvoll sein, unterschiedliche Klassenbreiten zu verwenden. Die
Klasseneinteilung soll die Struktur der untersuchten Gesamtheit moglichst deutlich abbilden.

absolute und relative Haufigkeiten

Die Berechnung der relativen Haufigkeiten wie auch der absoluten und relativen Summen-
haufigkeiten erfolgt bei klassierten Daten analog zum gruppierten Datenmaterial. Die Haufig-
keiten beziehen sich dann auf eine Klasse und eben nicht mehr auf eine Gruppe. Auf eine
gesonderte formale Darstellung kann daher an dieser Stelle verzichtet werden. Vielmehr
konzentrieren sich die nachfolgenden Ausfiihrungen auf die grafische Aufbereitung der
relativen Haufigkeiten und der daraus abgeleiteten Haufigkeitssummenfunktion.

Die Haufigkeitsverteilung eines klassierten Merkmals weist im Vergleich zur gruppierten
Datenaufbereitung eine identische Struktur auf. An die Stelle der k diskreten Auspragungen
treten hier lediglich die k Klassen. Allerdings konnten durch eine geschickte Wahl der
Klassengrenzen die Haufigkeiten in einer Klasse leicht manipuliert werden. Wird eine Klasse
sehr breit angelegt, fallen mehr Merkmalstrager mit ihren Auspragungen in diese Klasse und
sie erscheint damit auf den ersten Blick gewichtiger.

Das Saulen- bzw. Balkendiagramm wirde genau diese Manipulationsmdglichkeit auch
optisch weitergeben. Es wird daher bei der grafischen Darstellung von Haufigkeiten klas-
sierter Daten durch ein Histogramm ersetzt.

Dabei bringt nicht die HOhe, sondern die Flache der Rechtecke die Haufigkeit einer Klasse
zum Ausdruck, d.h. die absoluten bzw. relativen Klassenhaufigkeiten sind den Flachen-
inhalten der einzelnen Rechtecke proportional. Deren Hohe hi* (absolute Haufigkeitsdichte)
bzw. fi* (relative Haufigkeitsdichte) kann dann einfach aus dem Quotienten von Flache hi bzw.
fiund Breite der jeweiligen Klasse Axi errechnet werden.

Die aus der klassischen eindimensionalen Haufigkeitsverteilung entwickelte Arbeitstabelle
wird also um die Spalten Klassenbreite Axi und relative Haufigkeitsdichte fi* erweitert.
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Beispiel:

Es bietet sich natirlich an, hier auf das Merkmal 'Alter' (F9: Alte) zurtickzugreifen, fir das
in Abschnitt 3.2. bereits eine Klasseneinteilung vorgenommen wurde:

X, (Alte) h, f, H, F AX; fx
[6; 10) 3 0,06 3 0,06 40,0150
[10; 18) 14 0,28 17 0,34 8 0,0350
[18; 27) 7 014 24 0,48 9 0,0156
[27;40) 11 0,22 35 0,70 13 0,0169
[40; 50) 10 0,20 45 0,90 10 0,0200
[50; 61) 5 0,10 50 1,00 11 0,0091
3 50 1,00

Aus den in dieser Arbeitstabelle vorliegenden Informationen lassen sich die relativen Hau-
figkeiten problemlos in Form eines Histogramms darstellen:

Histogramm 'Alter'

f* 0,040

0,035

0,030

0,025

0,020

0,015

0,010

0,005

0,000 T T T ,
0 10 20 30 40 50 60 70
Jahre

Deutlich ist zu erkennen, dass sich mit Blick auf die relativen Haufigkeitsdichten fi" die Ge-
wichtung der einzelnen Klassen (bei objektiver Betrachtung) verschiebt.

Obwohl zahlenmalig am kleinsten, hat die erste Klasse nach der relativen Haufigkeits-
dichte mit 0,015 zur dritten Klasse fast aufgeschlossen und liegt auch nur knapp hinter der
vierten Klasse. Die relative Haufigkeitsdichte ist ein Indikator dafir, wie eng die statis-
tischen Einheiten in einer Klasse beieinander liegen. Die relative Haufigkeitsdichte mit
0,015 gibt also an, dass durchschnittlich in jeder Einheit dieser Klasse (in unserem
Beispiel ein Jahr) 0,015 oder 1,5% aller Merkmalstrager liegen, bei einer statistischen
Masse von 50 somit 0,75 Personen. Dieser Durchschnittswert ergibt sich dann auch fur
die dritte Klasse.

Deutlich hervorgehoben wird in diesem Beispiel die zweite Klasse. Aus Sicht der Jugend-
herbergsleitung stellen damit die 10- bis unter 18-jahrigen die mit Abstand wichtigste
Altersgruppe dar.
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absolute und relative Summenhaufigkeiten

Fur klassierte Daten lasst sich durch Kumulierung ebenfalls die Summenhaufigkeitsfunktion
bilden. Allerdings ist deren exakte Bestimmung nur fur die Klassengrenzen x und x°
maoglich, da unbekannt ist, welche Merkmalswerte die einzelnen Elemente innerhalb einer
Klasse besitzen.

Unter der Annahme, dass sich die Merkmalsauspragungen maglichst gleichmafig Gber eine
Klasse verteilen, kann jedoch von einem kontinuierlichen Anstieg der Summenhaufigkeiten
innerhalb einer Klasse ausgegangen werden. Zur grafischen Darstellung der Verteilungs-
funktion sind daher die bekannten Summenhaufigkeiten an den Klassengrenzen linear mit-
einander zu verbinden, wodurch sich ein stetiger Linienzug (Summenpolygon) ergibt.

Beispiel:

Betrachten wir auch hier das Merkmal 'Alter' (F9: Alte) in der bereits bekannten klassierten
Form. Die relativen Summenhéaufigkeiten am Ende der jeweiligen Klasse kdnnen wir direkt
aus der Arbeitstabelle im vorangegangenen Beispiel ablesen. Sie sind in der Grafik als
Punkte markiert und werden - wie oben ausgefihrt - nur noch linear miteinander verbun-
den:

Verteilungsfunktion 'Alter’

F(x) 1,0 /
0,8

N

0,2 ’/
0,0 f f f t f t f f f f f f i

0 10 20 30 40 50 60 70

Jahre

Analog zur Verteilungsfunktion gruppierter Merkmale l&sst sich fur jeden Merkmalswert
von X (Alter) die zugehdrige relative Summenhaufigkeit - zumindest ungefahr - ablesen.
Den eingezeichneten Pfeilen folgenden ergibt sich demnach fur ein Alter von 35 Jahren
eine relative Summenhaufigkeit von etwa 0,62. Somit sind 62% der befragten Besucher
der Jugendherberge maximal 35 Jahre alt.

Die Verteilungsfunktion zeigt auch Geradenabschnitte, die sich in ihrem Anstieg deutlich
unterscheiden. Wahrend dieser Anstieg in der ersten und dritten Klasse nahezu gleich
ausfallt, sticht der vergleichsweise hohe Anstieg in der zweiten Klasse hervor, in der
sechsten und letzten Klasse fallt er dagegen am geringsten aus. Diese Unterschiede
zwischen den Klassen korrespondiert mit den oben bereits diskutierten Unterschieden
in den relativen Haufigkeitsdichten, was wiederum nicht weiter verwundern sollte, da ja
der Quotient aus relativer Haufigkeit und Klassenbreite genau der Steigung Ay/Ax der
einzelnen Geradenabschnitte entspricht.
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Mit Hilfe dieser Uberlegungen lasst sich die Verteilungsfunktion auch formal exakt be-
schreiben. Sie setzt sich aus den Geradengleichungen der verschiedenen Klassen zu-
sammen:

0 fur x<6

0+ 0,06
4

* (X - 6) fur 6 < x <10

0.06 + 0,28

*(X-10) furl0<x <18

0,34 +

0,14 *(x-18) furl8 <x <27
F(x) = 2
0,48 +

Oiéz *(x -27) fur 27 < x < 40

0,70 +

OJ,_%O *(X-40) fur40<x <50

0.90 + 0,10

*(x-50) fur50 <x <61

1 fur x =61

Versuchen wir nun die grafische Lésung mit Hilfe der exakten Verteilungsfunktion zu
Uberprifen, so errechnet sich der Anteil der Besucher mit einem Alter von maximal 35
Jahren wie folgt:

f(x < 35) = F(35) = 0,48 +

0.22 , (35-27)= 0,615
13

Aus dieser beispielhaften Darstellung der Verteilungsfunktion lasst sich dann wieder prob-
lemlos deren allgemeine Definition ableiten.

[ Definition: Verteilungsfunktion F(x) _ klassiert ]

Gegen sei ein klassiertes Merkmal X. Unter der Annahme gleich verteilter Merkmals-
auspragungen innerhalb einer Klasse ergibt sich die Verteilungsfunktion F(x) aus einer
linearen Verbindung der relativen Summenhaufigkeiten an den Klassenobergrenzen x°
bzw. an den Klassenuntergrenzen xi:

0 far x < x{

F(x) = {F(x{") + f *(X-x') far xi' <x<x?
AX;

1 fur x > x;
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5. Lageparameter

Tabellen und Diagramme geben einen Uberblick und eine erste Auskunft tiber das Wesen
der Haufigkeitsverteilung in dem Beobachtungsmaterial. Besonders bei einer umfangreichen
Datenmasse ist nicht vorrangig die Angabe der vollstandigen Haufigkeitsverteilung interes-
sant, sondern die Gesamtheit der beobachteten empirischen Daten in einer starker verdich-
teten Form. Gesucht wird nach einigen wenigen Zahlenwerten, die das Beobachtungs-
material so komprimieren, dass auf eine detaillierte Wiedergabe aller erhobenen Zahlenwerte
verzichtet werden kann.

Diese reprasentativen Mal3zahlen sollen die Struktur der Haufigkeitsverteilung so charak-
terisieren, dass alle Besonderheiten deutlich hervorgehoben werden und zugleich Vergleiche
mit anderen Verteilungen ermoglicht werden. Hierzu zahlen auch die Lageparameter, die in
diesem Kapitel vorgestellt werden. Ihre Aufgabe ist es, das Zentrum der Merkmalswerte einer
statistischen Masse zu lokalisieren.

5.1. Modus (Modalwert)

Der Modalwert einer Verteilung entspricht der Merkmalsauspragung, die am haufigsten auf-
tritt. Er kann bei allen Merkmalen unabhéngig von ihrem Skalenniveau berechnet werden,
hat andererseits jedoch eine vergleichsweise geringe Aussagekraft.

[ Definition: Modalwert xp ]

Der Modalwert xp eines gruppierten Merkmals ist derjenige Merkmalswert xi, fir den die
relative Haufigkeit fi ihnr Maximum annimmt:

Xp =X; mit f —>Max.!

Erfullen mehrere Auspragungen diese Bedingung, so ist der Modalwert nicht eindeutig.
Es ist in diesem Fall nicht sinnvoll, ihn als Lagemal3 zu verwenden.

Der Modalwert xp eines klassierten Merkmals entspricht der Mitte der modalen Klasse.
Die modale Klasse ist diejenige mit der grof3ten Haufigkeitsdichte fi*:

X'+ x?°
xDszxi

mit f, * - Max.!

7
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5.2. Median (Zentralwert)

Der Median ist die in der Mitte liegende Merkmalsauspragung eines geordneten Daten-
satzes. Er besitzt die Eigenschaft, dass oberhalb und unterhalb von ihm gleich viele Merk-
malswerte liegen, d.h. er halbiert eine der Gréf3e nach geordnete Rangfolge von Merkmals-
werten. Wegen der notwendigen Rangfolge sind zur Bestimmung des Medians mindestens
ordinal skalierte Merkmale erforderlich.

[ Definition: Median xz _ gruppiert ]

Gegeben sei ein gruppiertes, mindestens ordinal skaliertes Merkmal X. Der Median xz ist
dann der zentrale Wert einer geordneten Folge vom Merkmalswerten und wird in Ab-
hangigkeit vom Umfang N der statistischen Masse wie folgt berechnet:

Xz = (1-nka) - X + nka - Xx+1)

mit. k = ganze Zahl ((N+1) - 0,5)
nka = Nachkommaanteil ((N+1) - 0,5)

Xk symbolisiert dabei die Merkmalsauspragung an der k-ten Stelle einer geordneten

Folge von Auspragungen.

Beispiel:

Wenn die eingangs vorgestellte Géastebefragung als Diskussionsgrundlage einer strate-
gischen Neuausrichtung der Jugendherberge dienen soll, so sind gerade die Fragen nach
der Zufriedenheit ihrer Gaste von hervorgehobener Bedeutung. Es bietet sich daher an,
bspw. einen genaueren Blick auf die Bewertung der Einrichtung und Ausstattung (F5a:
EiAu) der Jugendherberge zu werfen; dies umso mehr, als es sich dabei um ein ordinal
skaliertes Merkmal handelt. Die Voraussetzung fur eine sinnvolle Berechnung des
Medians ist damit erfullt.

X; (EiAu) h; f; H; F
3 4 0,08 4 0,08
4 26 0,52 30 0,60
5 20 0,40 50 1,00
Y 50 1,00

Der vorliegenden Tabelle ist zu entnehmen, dass sehr schlechte (1) und schlechte (2)
Bewertungen nicht vergeben wurden. Aufgrund weniger diskreter Auspragungen wurde
das Merkmal 'EIAU' in gruppierter Form aufbereitet, bei der Bestimmung des Medians
kann daher nach der obigen Definition vorgegangen werden.

Die statistische Masse hat in unserem Beispiel den Umfang von 50 Einheiten, es ist also
nach der mittleren von insgesamt 50 Merkmalsauspragungen zu suchen. Die Mitte zwi-
schen der ersten und flinfzigsten Merkmalsauspragung liegt bei 25,5; also einer Position,
der keine Merkmalsauspragung zugeordnet ist. Gemal3 obiger Definition werden in die-
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sem Fall die beiden Merkmalsauspragungen ausgewahlt, die rechts und links von der
Mitte liegen; in unserem Beispiel also die an der 25. und 26. Stelle.:

k = ganze Zahl (51-0,5) = ganze Zahl (25,5) = 25
nka = Nachkommaanteil (25,5) = 0,5

Xz = (1-0,5) - X@25) + 0,5 - X26) = 0,54 +0,5:4 =4

Die Codierung 4 entspricht im vorliegenden Fragebogen in etwa einer guten Bewertung.
50% der Gaste bewerten also Einrichtung und Ausstattung der Jugendherberge maximal
bzw. mindestens mit gut.

Da die '4' im vorliegenden Beispiel keiner Zahl im mathematischen Sinne, sondern der
Codierung einer ordinalen Merkmalsauspragung (gut) entspricht, ist die hier durchgefiihrte
Berechnung von Durchschnitten eigentlich nicht zulassig. Sie erfordert metrisch skalierte
Merkmale. Da jedoch gleiche Merkmalsauspragungen vorlagen, konnte dieses Problem
einfach umgangen werden.

Liegt das Zahlenmaterial in klassierter Form vor, so lasst sich der Median xz mit Hilfe der
Verteilungsfunktion F(x) aus der Beziehung F(xz) = 0,5 ableiten. Der Median entspricht somit
genau der Merkmalsauspragung, die von 50% aller Merkmalstrager maximal erreicht wird.
Hierbei ist zuerst die Einfallsklasse i des Medians (= Medianklasse) festzustellen. Danach
erfolgt die Feinjustierung Uber die Verteilungsfunktion.

[ Definition: Median xz _ klassiert ]

Gegeben sei ein klassiertes, mindestens ordinal skaliertes Merkmal X. Der Median xz
entspricht dann derjenigen Merkmalsauspragung, fur die die Verteilungsfunktion F(x) den
Wert von 0,5 annimmt:

F(X,) = F(x") + L (x, —x!) = 05

AX;
g
XZ — Xiu +LF(Xi) % Axi
Beispiel:

Greifen wir an dieser Stelle kurz das klassierte Merkmal 'Alter' aus Abschnitt 4.2. auf. Aus
der dortigen Tabelle ist abzulesen, dass die gesuchte Auspragung in der vierten Klasse,
also zwischen 27 und unter 40 Jahren liegen muss, da in dieser Klasse die Verteilungs-
funktion den Wert von 0,5 erreicht (und zwar relativ friih nach dem Beginn dieser Klasse).

05-0/48
0,22

_ u
X =XZ+O’57F(X4)'A

z f4

X, =27+ -13 = 28,182 [Jahre]

50% der Gaste sind folglich maximal 28,182 Jahre alt.
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5.3. Arithmetisches Mittel (Mittelwert)

Der arithmetische Mittelwert ist der gebrauchlichste Lageparameter, er wird haufig einfach
nur als Durchschnitt bezeichnet. Das arithmetische Mittel wird aus der Summe aller Merk-
malsauspragungen einer statistischen Masse berechnet und durch deren Umfang N dividiert.
Wegen der additiven Verkntpfung der Merkmalswerte ist das arithmetische Mittel auch nur
fur metrisch skalierte Merkmale geeignet.

Im Gegensatz zu den anderen Lageparametern kann der arithmetische Mittelwert auch direkt
aus den Originalwerten der Urliste errechnet werden. Aufsteigend sortierte Merkmalsaus-
pragungen sind hier nicht erforderlich, da diese Werte summiert werden. In welcher Reihen-
folge die Merkmalsauspragungen addiert werden, spielt dabei ja keine Rolle. Wenn jedoch
bereits vorab eine Haufigkeitsverteilung erstellt wurde, macht es nattrlich Sinn, aus Zeit-
grunden gleich hierauf zuzugreifen. In Abhangigkeit von der Aufbereitung des Datenmaterials
ergeben sich daher mehrere Rechenvarianten.

[ Definition: arithmetischer Mittelwert X ]

Gegeben sei ein metrisch skaliertes Merkmal X. Der arithmetische Mittelwert x errechnet
sich, indem die Summe aller Merkmalswerte durch die Anzahl aller Merkmalstrager N
dividiert wird.

e bei (unsortierten) Originalwerten:

™M=

Il
=

Zl=

e Dbei gruppierten Daten:

X. - f

o

X_.h.:

o

X =

2=
T

i=1

¢ bei klassierten Daten:

X = L X" hy =Y %" f

k k
i=1 i=1

Z|

Bei klassierten Merkmalen wird im Vergleich zu gruppierten Daten die konkrete Merk-
malsauspragung einer Gruppe durch die Klassenmitte xi' der jeweliligen Klasse ersetzt.

Das arithmetische Mittel besitzt dabei vier wesentliche Eigenschaften:

a) Die Summe der Abweichungen der Einzelwerte von ihrem arithmetischen Mittel ist gleich
Null:
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b) Die Summe der Abweichungsquadrate der Einzelwerte von ihrem arithmetischen Mittel ist
kleiner als von einem beliebigen anderen Wert:

N N
S (X -%X) <Y (X, —x¥)® mit x* =X
i=1 i=1

c) Werden die Einzelwerte einer linearen Transformation xi' = a + b-xi (z.B. Umrechnung von
EUR in $) unterzogen, so unterliegt das arithmetische Mittel der gleichen Transformation
wie die Einzelwerte.

d) Ist eine Grundgesamtheit in mehrere Teilgesamtheiten aufgeteilt, dann ergibt sich das
arithmetische Mittel der Grundgesamtheit aus den gewogenen arithmetischen Mitteln der
Teilgesamtheiten (Additionssatz fir Mittelwerte):

N1;1+Nzg
N, +N,

X =

Beispiel:

Bei der Anwendung des Medians im vorletzten Beispiel wurde bereits auf die Bedeutung
der Kundenzufriedenheit im Zuge der strategischen Ausrichtung von Unternehmen (Stich-
wort: Kundenanalyse) hingewiesen. Wir sehen uns daher das Merkmal '‘Gesamtbewertung
der Jugendherberge' (F6: Gbew) etwas genauer an. Das Merkmal ist auf einer Skala von
0 bis 50 Punkten erfasst und daher im Gegensatz zu den Einzelbewertungen der Fragen
5a bis 5d metrisch-verhaltnis skaliert. Und metrisch skalierte Merkmale sind ja die Voraus-
setzung fiur eine sinnvolle Berechnung arithmetischer Mittelwerte.

X; (Gbew) h; f; H; F; x; - fi
40 1 0,02 1 0,02 0,800
41 5 0,10 6 0,12 4,100
42 4 0,08 10 0,20 3,360
43 4 0,08 14 0,28 3,440
44 7 0,14 21 0,42 6,160
45 9 0,18 30 0,60 8,100
46 11 0,22 41 0,82 10,120
a7 5 0,10 46 0,92 4,700
48 1 0,02 47 0,94 0,960
49 1 0,02 48 0,96 0,980
50 2 0,04 50 1,00 2,000
> 50 1,00 44,720

Da nur Bewertungen im hoheren Punktebereich abgegeben wurden, ist eine gruppierte
Datenaufbereitung noch sinnvoll. Aus der erweiterten Arbeitstabelle lasst sich der arith-
metische Mittelwert dann problemlos berechnen:
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X

X, - f, = 44,720 [Punkte]

Kk
i=1

Alternativ hatte der arithmetische Mittelwert auch direkt aus den unsortierten Werten der
Urliste (vgl. Tabelle 1) ermittelt werden kénnen:

1 1

N
lin =—-(47+45+43+...+44 + 41+ 43) = — - 2236 = 44,720 [Punkte]
NiZ 50 50

Nattrlich muss sich auf beiden Rechenwegen das gleiche Ergebnis einstellen. Die Ju-
gendherberge wird danach von allen befragten Gasten im Durchschnitt mit 44,72 Punkten
bewertet, was auf einer Skala bis maximal 50 Punkten einem fast sehr guten Ergebnis
entspricht.

Interessant fur die Jugendherbergsleitung ist allerdings nicht nur eine allgemeine Auswer-
tung dieses Merkmals, sondern auch eine differenzierte Betrachtung nach den funf
Gastearten. Die Gastearten (vgl. Frage 3) Schulklasse, Junior, Gruppe/Verein, 27P und
Familie bilden zumindest grobe Zielgruppen und damit die Basis einer differenzierten
strategischen Ausrichtung des Unternehmens.

Wir nehmen daher in einem zweiten Schritt eine Auswertung der Gesamtbewertung
getrennt fir jede dieser funf Gastearten vor:

nur Schulklasse

X; (Gbew) h; f; H; F, X; - fi
42 2 0,118 2 0,118 4,956
44 3 0,176 5 0,294 7,744
45 3 0,176 8 0,471 7,920
46 5 0,294 13 0,765 13,524
47 1 0,059 14 0,824 2,773
49 1 0,059 15 0,882 2,891
50 2 0,118 17 1,000 5,900
Y 17 1,000 45,708
nur Junior

X; (Gbew) h; f; H; F X; - fi
41 1 0,200 1 0,200 8,200
42 1 0,200 2 0,400 8,400
44 1 0,200 3 0,600 8,800
45 1 0,200 4 0,800 9,000
46 1 0,200 5 1,000 9,200
> 5 1,000 43,600
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nur Gruppe/Verein

X; (Gbew) h; f; H; F, X; - fi
41 2 0,133 2 0,133 5,453
42 1 0,067 3 0,200 2,814
43 1 0,067 4 0,267 2,881
44 3 0,200 7 0,467 8,800
45 2 0,133 9 0,600 5,985
46 4 0,267 13 0,867 12,282
47 2 0,133 15 1,000 6,251
> 15 1,000 44 466
nur 27P

X; (Gbew) h; f; H; F X; - fi
40 1 0,167 1 0,167 6,680
41 1 0,167 2 0,333 6,847
43 2 0,333 4 0,667 14,319
45 1 0,167 5 0,833 7,515
47 1 0,167 6 1,000 7,849
Y 6 1,001 43,210
nur Familie

X; (Gbew) h; f; H; F x; + fi
41 1 0,143 1 0,143 5,863
43 1 0,143 2 0,286 6,149
45 2 0,286 4 0,571 12,870
46 1 0,143 5 0,714 6,578
47 1 0,143 6 0,857 6,721
48 1 0,143 7 1,000 6,864
2 7 1,001 45,045

Die arithmetischen Mittelwerte fir die Gesamtbewertung in Abhéngigkeit von der jeweili-
gen Gasteart konnen nun direkt aus den 5 erweiterten Haufigkeitstabellen enthommen
werden:

X (Gbew|Schulklasse) = 45,708 [Punkte]

X (Gbew|Junior) = 43,600 [Punkte]

X (Gbew|Gruppe/Verein) = 44,466 [Punkte]

X (Gbew|27P) = 43,210 [Punkte]

X (Gbew|Familie) = 45,045 [Punkte]
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Auch hier kénnten die Mittelwerte alternativ aus den unsortierten Werten der Urliste be-
stimmt werden und nicht nach der Formel fur gruppierte Daten gemafd Arbeitstabellen. Ins-
besondere fur die Teilmenge der Junioren wirde sich dies anbieten, da jede Merkmals-
auspragung eh nur einmal auftritt und eine tabellarische Erfassung keinen Zusatznutzen
stiftet. Ahnlich verhalt es sich fir die Teilmenge der Senioren (27P) und Familien.

Welche Riickschliisse lassen sich nun aus den gewonnenen Ergebnissen ziehen? Bezo-
gen auf die funf Gé&stearten halten sich die Bewertungsunterschiede in Grenzen. Positiv zu
bewerten ist sicherlich, dass die Schulklassen mit durchschnittlich 45,708 Punkten die
hdchste Bewertung abgeben. Die Schulklassen sind unter den Gésten dieser Jugend-
herberge am stérksten vertreten und stellen daher eine interessante Zielgruppe dar.

Allerdings sollten wir mit einer abschlie3enden Aussage zurlickhaltend sein, die Bewer-
tungsunterschiede zwischen den Géastearten konnten maglicherweise zufallsbedingt sein
und uns dann zu voreiligen Schlussfolgerungen verleiten. Wir werden daher an spéaterer
Stelle nochmals auf diesen Sachverhalt zurickkommen, um dann mit Hilfe des Instru-
mentariums der induktiven Statistik eine gesichertere Antwort geben zu kénnen.

Exkurs: Geometrisches Mittel

Sind Merkmalsauspragungen nicht additiv, sondern multiplikativ verknipft, dann muss
anstelle des arithmetischen Mittels das geometrische Mittel zur Berechnung eines sinnvollen
Durchschnittswertes verwendet werden.

Definition: geometrisches Mittel xc ]

Gegeben sei ein metrisch skaliertes Merkmal X. Sind dessen (nicht negative) Merkmals-
auspragungen multiplikativ verkntpft, wird das geometrische Mittel xc als adaquater
Mittelwert berechnet, indem aus dem Produkt der N Merkmalsauspragungen die N-te
Wurzel gezogen wird:

— N . . .
X = N/Xq Xy s Xy

e

Beispiel:

Ein einfaches Beispiel soll diesen Sachverhalt verdeutlichen: Ein Anleger unterhalt ein
Wertpapierportfolio im Kurswert von 100.000 Euro. Nach einer erfreulichen Wert-
steigerung um 20% im ersten Jahr erleidet er im zweiten Jahr einen Riuckschlag um 20%.
Die Wertsteigerung um 20% entspricht einem Wachstumsfaktor von 1,2; der entspre-
chende Riickgang im nachfolgenden Jahr dann einem Faktor von 0,8.

Jahr Wachstumsrate Wachstumsfaktor Kapital-Endbestand
0 100000 EUR
1 20 % 1+0,2=1.2 120000 EUR

2 -20 % 1-0,2=0,8 96000 EUR
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Arithmetisch errechnet sich hieraus fur das Merkmal Wachstumsfaktor ein Durchschnitts-
wert von 1, der Wert des Portfolios hétte sich demnach per Saldo nicht veréandert. Tat-
sachlich ist sein Wert aber auf 100000 Euro - 1,2 - 0,8 = 96000 Euro gefallen, woran auch
die multiplikative Verknupfung der Merkmalswerte sichtbar wird.

Fur das obige Beispiel betragt also der durchschnittliche jahrliche Wachstumsfaktor auf
der Grundlage des geometrischen Mittels

Xg =%/1,20+0,80 =0,9798

was einer durchschnittlichen jahrlichen Wachstumsrate von

wr = 0,9798-1 =-0,0202 = -2,02 %
und damit dem Riickgang des eingesetzten Kapitals von 100000 EUR auf
100000 - 0,9798 - 0,9798 = 96000 EUR

entspricht.

Alternativ kann die durchschnittliche jahrliche Wachstumsrate auch tber den Quotienten
von End- und Anfangsniveau bestimmt werden, da dieser Quotient dem Produkt der
Wachstumsfaktoren entspricht:

96000
X. =2 —2[120+%0,80 = 0,9798
¢ V100000 .
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6. Streuungs-Parameter

Mittelwerte sind die in der Praxis am haufigsten verwendeten Verteilungsparameter. Sie
liefern allerdings nur eine sehr unvollstandige Beschreibung einer Haufigkeitsverteilung, da
sie keine Aussage Uber die Abweichung der einzelnen Merkmalswerte von dem betreffenden
Lageparameter geben.

Mal3zahlen, die eine Aussage Uber die Abweichung der einzelnen Merkmalswerte von ihrem
Lageparameter zulassen, werden als Streuungsparameter bezeichnet. Sie lassen sich aller-
dings nur fuir metrische Merkmale sinnvoll interpretieren.

6.1. Spannweite (Range)

Eine recht grobe Mal3zahl, die vor allem bei statistischen Massen kleinen Umfangs ange-
wandt werden kann, ist die Spannweite R. Sie misst den Abstand zwischen der gr63ten und
der kleinsten Merkmalsauspragung.

[ Definition: Spannweite R ]

Gegeben sei ein metrisch skaliertes Merkmal X. Die Spannweite einer Haufigkeitsver-
teilung bei gruppierten Daten errechnet sich aus der Differenz zwischen dem grof3ten
und dem kleinsten Merkmalswert:

R=X, -X;

Bei klassierten Merkmalen entspricht die Spannweite der Differenz zwischen der Ober-
grenze der hochsten und der Untergrenze der niedrigsten Klasse:

R=xp - X}

7

6.2. Quartilsabstand

Wenn der kleinste oder grofdte Wert einer Beobachtungsreihe sehr stark von den Gbrigen
Werten abweicht, d.h. ein so genannter Ausreil3er ist, dann beeinflusst dieser den Wert der
Spannweite sehr stark.

Ein robusterer Streuungsparameter ist dagegen der Quartilsabstand Q. Er gibt die GroRe des
Bereichs zwischen dem oberen und unteren Quartil an, konzentriert sich also auf die mittle-
ren 50% der Merkmalstrager und blendet damit die mdglichen Ausrei3er am oberen und
unteren Rand der Haufigkeitsverteilung aus. Zur Berechnung des Quartilsabstandes Q ist es
daher vorab nétig, das untere und das obere Quartil zu ermitteln.
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[ Definition: Quartilsabstand Q J

Gegeben sei ein metrisch skaliertes Merkmal X. Der Quartilsabstand bestimmt die Dif-
ferenz zwischen dem oberen und dem unteren Quartil:

Q = Xp75 = Xg.25

Die beiden Quartile wie auch der Median gehoren zur grof3en Familie der Quantile. In An-
lehnung an den Median kann allgemein nach dem Merkmalswert gefragt werden, der von
einem bestimmten Anteil p aller Merkmalstrager nicht tberschritten wird. Dieser Merkmals-
wert xp wird als p-Quantil bezeichnet. Das p-Quantil gibt also den Merkmalswert an, der von
dem Anteil p aller Merkmalstrager maximal erreicht wird. Analog zur Interpretation des
Medians gilt fur das p-Quantil folglich, dass 100-p der Beobachtungswerte kleiner oder gleich
Xp sind und 100-(1-p) der Beobachtungswerte grol3er oder gleich xp.

Das 0,5-Quantil entspricht somit dem Median. Das 0,25-Quantil wird auch unteres (bzw.
erstes) Quartil genannt, das 0,75-Quantil entsprechend oberes (bzw. drittes) Quartil. Aus der
Differenz von oberem und unterem Quartil ergibt sich dann gemaf obiger Definition der
Quatrtilsabstand.

Nachdem der Median also als Spezialfall aus der Familie der Quantile anzusehen ist, kann
auch die Berechnung der Quantile analog zur der des Medians erfolgen. An die Stelle des
Anteils von 0,5 tritt verallgemeinert lediglich der Anteil p.

[ Definition: Quantil xp ]

Gegeben sei ein gruppiertes, mindestens ordinal skaliertes Merkmal X. Das Quantil xp
wird in Abhangigkeit vom Produkt (N+1) - p wie folgt berechnet:

Xp = (1-nka) - Xk + nka - X(k+1)

mit: k = ganze Zahl ((N+1) - p)
nka = Nachkommaanteil ((N+1) - p)

Bei einem klassierten, mindestens ordinal skalierten Merkmal X entspricht dann das
Quantil xp derjenigen Merkmalsauspragung, fur die die Verteilungsfunktion F(x) innerhalb
der Quantilsklasse i den Wert von p annimmt:

— u
X :Xy+m*AXi

p ! f

. -
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Beispiel:

Um Quantile berechnen zu kdnnen, missen die Merkmale mindestens ordinal skaliert
sein. Der Quartilsabstand erfordert wegen der Bildung von Differenzen sogar metrisch
skalierte Merkmale. Wir greifen daher auf die beiden bereits bekannten Merkmale 'Alter’
(F9: Alte) und 'Gesamtbewertung der Jugendherberge' (F6: Gbew) zurtick. Beide Merk-
male sind metisch (verhaltnis) skaliert und deshalb fiir die Berechnung sowohl von Quan-

tilen als auch des Quartilsabstandes geeignet.

Fur das gruppierte Merkmal ‘Gesamtbewertung' ergeben sich dann auf der Basis der hier
nochmal abgebildeten Haufigkeitsverteilung bzw. Arbeitstabelle die folgenden Quatrtils-

werte:
X; (Gbew) h; f; H; F X; - fi
40 1 0,02 1 0,02 0,800
41 5 0,10 6 0,12 4,100
42 4 0,08 10 0,20 3,360
43 4 0,08 14 0,28 3,440
44 7 0,14 21 0,42 6,160
45 9 0,18 30 0,60 8,100
46 11 0,22 41 0,82 10,120
47 5 0,10 46 0,92 4,700
48 1 0,02 47 0,94 0,960
49 1 0,02 48 0,96 0,980
50 2 0,04 50 1,00 2,000
)3 50 1,00 44,720

- erstes (unteres) Quartil Xo,25:
— k =ganze Zahl ((50+1)-0,25) = ganze Zahl (12,75) =12
nka = Nachkommaanteil (12,75) = 0,75
X0,25 = (1-0,75) - Xa2) + 0,75 - X@3) = 0,25-:43 + 0,75-:43 = 43 [Punkte]

- zweites Quartil xo,50 (Median xz):
— k =ganze Zahl ((50+1)-0,50) = ganze Zahl (25,5) =25
nka = Nachkommaanteil (25,5) = 0,50
Xz = (1-0,50) - X(25) + 0,50 - X(26) = 0,50-45 + 0,50-45 = 45 [Punkte]

- drittes (oberes) Quartil xo,7s:
— k = ganze Zahl ((50+1)-0,75) = ganze Zahl (38,25) =38
nka = Nachkommaanteil (38,25) = 0,25
X075 = (1-0,25) - X@8) + 0,25 - X(39) = 0,75-46 + 0,25-46 = 46 [Punkte]

25% der Gaste bewerten die Jugendherberge also mit maximal 43 Punkten und ebenso
25% mit 46 Punkten und mehr. Umgekehrt bewegen sich dann 50% der Gaste in einer
Spanne von 43 bis 46 Punkten. Der Quartilsabstand betragt also 3 Punkte; oder anders
formuliert: die 50% der Gaste, die mit ihrer Bewertung in der Mitte der Verteilung liegen,

unterscheiden sich dabei um maximal 3 Punkte.
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In gleicher Reihenfolge kdnnen wir nun fur das klassierte Merkmal 'Alter’ vorgehen:

X; (Alte) h; f; H; Fi
[6; 10) 3 0,06 3 0,06
[10; 18) 14 0,28 17 0,34
[18; 27) 7 0,14 24 0,48
[27;40) 11 0,22 35 0,70
[40; 50) 10 0,20 45 0,90
[50; 61) 5 0,10 50 1,00
Y 50 1,00

- erstes (unteres) Quartil Xo,25:
— Quartilsklasse i = 2, da F(x2") = 0,06 < 0,25 < F(x2°) = 0,34
X0,25 muss also zwischen 10 und 18 Jahren liegen

_ u -
2O25-F0G) Ay 104 0'252'06 .8 = 15,429 [Jahre]

2 )

u
Xo,25 = X3

- zweites Quartil xo,50 (Median xz):
— Quartilsklasse i = 4, da F(x4") = 0,48 < 0,50 < F(x4°) = 0,70
Xo0,50 muss also zwischen 27 und 40 Jahren liegen
— u -
N 0,50 -F(x3) Ax. =974 0,50-0,48

f, ¢ 0,22

X, =X, -13 =28,182[Jahre]
- drittes (oberes) Quatrtil xo,75:
— Quartilsklasse i =5, da F(xs") = 0,70 < 0,75 < F(xs°) = 0,90
Xo,75 muss also zwischen 40 und 50 Jahren liegen

Xo7 =X + 0,75;F(x5) DX, =40+ 0,75-0,70

5 ]

-10 =42,50 [Jahre]

25% der Gaste sind demnach maximal 15,429 Jahre alt und weitere 25% mindestens
42,50 Jahre alt. Demzufolge liegen dann die anderen 50% der Gaste in einem Bereich
von 15,429 bis 42,50 Jahren. Der Quartilsabstand betragt hier 27,071 Jahre, d.h. die 50%
der Gaste, die in der Mitte der Altersverteilung liegen, unterscheiden sich dabei um maxi-
mal 27, 071 Jahre.

Im Vergleich der beiden Merkmale '‘Gesamtbewertung' und 'Alter' fallt (hoffentlich) auf,
dass beim Alter der Median fast exakt in der Mitte zwischen dem unteren und oberen
Quartil liegt. Bei dem Merkmal 'Gesamtbewertung' ist dies nicht der Fall. Mit seinen 45
Punkten liegt der Median dort ndher am oberen Quartil. Die Verteilung féllt in diesem Fall
also schiefer aus.

Solche Aspekte zur Verteilung eines Merkmals sollen in dem folgenden Exkurs noch
etwas genauer unter die Lupe genommen werden.
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Exkurs: Boxplot

Aus dem Vergleich verschiedener Lage- und Streuungsparameter lassen sich - wie oben
bereits vorsichtig andiskutiert - wichtige Rickschlisse auf die Verteilung eines Merkmals
ziehen. Als wichtiges Hilfsmittel hierfir dient der sog. Boxplot (auch Box-Whisker-Plot), der
das Zusammenwirken dieser Parameter grafisch aufbereitet.

Er stitzt sich dabei auf die kleinste Merkmalsauspragung Xmin, die grof3te Merkmalsauspra-
gung Xmax, das erste Quartil xo,25, das dritte Quartil xo,7s und auf den Median xz. Im Zentrum
der Grafik liegt die namensgebende Box bzw. Rechteck, die vom unteren bis zum oberen
Quartil reicht. Dartiber hinaus ist mit senkrechten Strichen die kleinste und gro3te Merkmals-
auspragung sowie der Median markiert. Auf3erdem werden die Striche der kleinsten und
gréRten Merkmalsauspragung durch waagrechte Linien mit der Box verbunden und erhalten
so das Aussehen von Antennen (Whisker).

Box-Plot

Xmin X0,25 Xz X0,75 Xmax

Das Zentrum der Verteilung ist durch den Median gegeben. Den gesamten Wertebereich der
Merkmalsauspragungen markieren die kleinste und die grof3te Merkmalsauspragung. Ihre
Differenz entspricht der in Abschnitt 6.1. kurz angesprochenen Spannweite. Die Box selbst
zeigt dann den Wertebereich, in dem die mittleren 50% der Merkmalsauspragungen liegen.
Die Breite der Box reprasentiert dann den Quartilsabstand.

Aus der genauen Positionierung der funf Lage- bzw. Streuungsparameter lassen sich nun
wichtige Riickschlisse auf die gesamte Verteilung des Merkmals ziehen, ohne die detaillierte
Haufigkeitstabelle kennen zu mussen.

Liegt bspw. der Median exakt in der Mitte der Box, so sind zumindest die mittleren 50% der
Merkmalsauspragungen symmetrisch um den Median angeordnet. Sind zudem auch noch
beide Antennen des Box-Plots gleich lang, dann gilt die Symmetrie nicht nur fur die mittleren
50% der Merkmalsauspragungen, sondern fur die gesamte Verteilung. In diesem Fall wiirden
Median und arithmetischer Mittelwert exakt Ubereinstimmen.
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Liegt dagegen der Median ndher am oberen Quartil und fallt der obere Whisker wie in der
obigen Grafik kurz aus, dann wird von einer schiefen Verteilung gesprochen. In diesem Fall
von einer linksschiefen oder rechtssteilen Verteilung, da sich die 25% der Merkmalsaus-
pragungen zwischen Median und oberem Quatrtil bzw. die 50% der Merkmalsauspragungen
zwischen Median und dem Maximalwert (also rechts vom Median) auf 'engerem Raum
zusammenquetschen' und folglich ihre relativen Haufigkeiten hoher ausfallen. Links vom
Median bis zum unteren Quartil verteilen sich die anderen 50% der Merkmalsauspragungen
in einem breiteren Intervall. Im Gegensatz zu dem steilen Anstieg der relativen Haufigkeiten
im rechten Teil verlaufen die relativen Haufigkeiten im linken Teil relativ flach und verur-
sachen so eine schiefe Verteilung auf der linken Seite (daher linksschief).

Genau umgekehrt verhalt es sich, wenn der Median naher am unteren Quartil liegt und der
untere Whisker kurz ausfallt. Die hohen relativen Haufigkeiten liegen nun bei den Merkmals-
auspragungen links vom Median, die Verteilung ist dann linkssteil bzw. rechtsschief.

Die Schiefe einer Verteilung spiegelt sich auch im GroRenvergleich von Median und
arithmetischem Mittelwert wider. Bei einer linkssteilen Verteilung bewegen sich die Merk-
malsauspragungen unterhalb des Medians in einem engeren Wertebereich als die oberhalb
des Medians liegenden. Da die Abstande der Merkmalsauspragungen vom Median bei den
gréReren Merkmalsauspragungen dann hdher ausfallen, fallt auch der arithmetische Mittel-
wert hoher aus als der Median. Bei linkssteilen bzw. rechtsschiefen Verteilungen liegt also
der arithmetische Mittelwert rechts vom Median und vice versa.

Beispiel:

Um die obigen Ausfiihrungen zum Box-Plot zu konkretisieren, greifen wir die beiden Merk-
male 'Gesamtbewertung' (F6: Gbew) und 'Alter' (F9: Alte) hier wieder auf. Zu beiden
Merkmalen liegen die notwendigen Parameter bereits vor und konnen diese direkt in die
grafische Darstellung der relativen Haufigkeiten tbertragen.

Box-Plotund Balkendiagramm 'Gesamtbewertung’

fi 0,25 | I [ | I
0,20
0,15 oo
1 s mawy DU
0,05 --rrmmemms I fffff I ——————————————————————————— I
0co | M H B I
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

Punkte
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Auffallig ist zuallererst, dass das Merkmal '‘Gesamtbewertung' durch eine kompakte Ver-
teilung in der Mitte auffallt. Im Vergleich zur Spannweite liegen die mittleren 50% der
Merkmalsauspragungen in der Box dicht beieinander. Die Verteilung ist zwar rechtssteil,
allerdings nicht eindeutig ausgepragt. So liegen die oberen 25% der Merkmalsauspra-
gungen in der Box enger zusammen als die unteren 25%. Aul3erhalb der Box kehrt sich
diese Relation jedoch um. Dort ist der untere Whisker etwas kleiner als der obere. Es ist
daher nicht sehr Uberraschend, dass der arithmetische Mittelwert mit 44,72 Punkten zwar
links vom Median liegt, allerdings nicht sehr stark abweicht.

Box-Plotund Histogramm 'Alter
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Im Vergleich zur Gesamtbewertung sind bei der Verteilung des Merkmals "Alter' deutliche
Unterschiede zu erkennen. So ist zu erkennen, dass die Box auch in Relation zur gesam-
ten Spannweite breiter ausfallt. Die Merkmalsauspragungen sind vor allem in der Mitte
breiter gestreut, was ja auch an den beiden nahezu gleich gewichtigen Klassen 3 und 4
abzulesen ist. Daher liegt auch der Median fast exakt in der Mitte der Box. Waren dartber
hinaus auch die beiden Antennen des Plots gleich lang, wiirde sich eine vollstandig
symmetrische Verteilung des Merkmals 'Alter' ergeben. Der untere Whisker ist jedoch
kirzer als der obere. Dadurch stellt sich - am Histogramm auch gut zu sehen - eine leicht
linkssteile bzw. rechtsschiefe Verteilung ein. Der arithmetische Mittelwert liegt mit einem
Durchschnittswert von 29,47 Jahren etwas rechts vom Median.

Mit Hilfe des Box-Plots ist es somit gelungen, eine grundsatzliche Vorstellung Uber die Streu-
ung und Verteilung der Merkmalsauspragungen zu bekommen. Nachfolgend werden klas-
sische Streuungsparameter vorgestellt, die die Streuung von Merkmalsauspragungen noch
pointierter beschreiben.
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6.3. Varianz und Standardabweichung

Varianz und Standardabweichung sind die am haufigsten verwendeten Streuungsparameter.
Sie nutzen zum einen das hohe Informationsniveau metrisch skalierter Merkmale optimal
aus, zum anderen liefern sie wichtige Informationen fur die Durchfiihrung statistischer
Testverfahren, auf die dann in spateren Abschnitten immer wieder eingegangen werden soll.

[ Definition: Varianz sx2 ]

Gegeben sei ein metrisch skaliertes Merkmal X. Die Varianz sx? entspricht der mittleren

guadratischen Abweichung der Merkmalsauspragungen vom arithmetischen Mittelwert:

2 2 _2 SI _2

. = ‘hy =% = Y x°-f—-X
i=1

e

1l
iy

(X, —=X)?-h; =

M?\'

S X

Zlr
|
Zlr

Bei klassierten Merkmalen rtckt in bekannter Weise an die Stelle der Merkmalsauspréa-
gung xi wieder die Mitte der jeweiligen Klasse xi":

13 212 1& 2 2 ¢ o2
NZ(XiI_X) hy = NZXH hi =X = 2% fi-X

) k
Sy =
-1 i=1 =1

Analog zum arithmetischen Mittelwert kann auch die Varianz aus (unsortierten) Origi-

nalwerten einer Urliste errechnet werden:

Zentraler Bestandteil dieser Terme ist das Quadrat der Merkmalsauspragung, das mit der
entsprechenden absoluten oder relativen Haufigkeit multipliziert und tber alle Gruppen bzw.
Klassen aufsummiert wird. Sinnvoll ist es, diese Berechnungen in einer Arbeitstabelle zu er-
fassen.

1N _ 1N _
2 2 2 2
sy =—> (X, —X)"==>'x,"—-X
X Né( I ) N; I

Beispiel:

Wir strapazieren hierzu nochmals die beiden Merkmale 'Gesamtbewertung' (F6: Gbew)
und 'Alter' (F9: Alte). Beide Merkmale sind metrisch skaliert und liegen in gruppierter bzw.
klassierter Form vor.

Um die in der Definition zur Varianz vorgegebenen Rechenschritte umsetzen zu kénnen,
greifen wir auf die an friiherer Stelle bereits entwickelten Haufigkeits- und Arbeitstabellen
zuriick und erweitern diese um die zur Varianzberechnung notwendigen Informationen.
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2

X; (Gbew) h; f; H; Fi x; - fi x;” - fi
40 1 0,02 1 0,02 0,800 32,000
41 5 0,10 6 0,12 4,100 168,100
42 4 0,08 10 0,20 3,360 141,120
43 4 0,08 14 0,28 3,440 147,920
44 7 0,14 21 0,42 6,160 271,040
45 9 0,18 30 0,60 8,100 364,500
46 11 0,22 41 0,82 10,120 465,520
47 5 0,10 46 0,92 4,700 220,900
48 1 0,02 47 0,94 0,960 46,080
49 1 0,02 48 0,96 0,980 48,020
50 2 0,04 50 1,00 2,000 100,000
> 50 1,00 44,720 2005,200

In der vorletzten Spalte der Tabelle findet sich nochmals die 'Herleitung' des arithmeti-
schen Mittelwertes sowie anschlieBend die Summe der mit den relativen Haufigkeiten
gewichteten Quadrate der Merkmalsauspragungen. Auf Basis dieser Informationen
errechnet sich fur die Varianz des gruppierten Merkmals '‘Gesamtbewertung' ein Wert von

sx? = 2005,200 - 44,720? = 5,322 Punkte?.

Analog verfahren wir bei dem Merkmal 'Alter'. Da es sich um ein klassiert aufbereitetes
Datenmaterial handelt, muss in der Arbeitstabelle die Klassenmitte als zusatzliche Infor-

mation bereitgestellt werden:

X; (Alte) h; f, H; F, X;' X' - fi X'« fi
[6; 10) 3 0,06 0,06 8,0 0,480 3,840
[10; 18) 14 0,28 17 0,34 14,0 3,920 54,880
[18; 27) 7 0,14 24 0,48 22,5 3,150 70,875
[27;40) 11 0,22 35 0,70 33,5 7,370 246,895
[40; 50) 10 0,20 45 0,90 45,0 9,000 405,000
[50; 61) 5 0,10 50 1,00 55,5 5,550 308,025
)3 50 1,00 29,470  1089,515

sx? = 1089,515 - 29,4702 = 221,034 Jahre?

Beide Beispiele verdeutlichen, dass die Varianz die quadratische Dimension der Mal3einheit
des Merkmals besitzt, was die Interpretation der Varianz auch im Zusammenhang mit dem
arithmetischen Mittelwert erschwert.

In einem zweiten Schritt wird daher die Standardabweichung berechnet. Sie hat als Quadrat-

wurzel aus der Varianz dann die gleiche Dimension wie der arithmetische Mittelwert.
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[ Definition: Standardabweichung sx ]

Gegeben sei ein metrisch skaliertes Merkmal X. Die Standardabweichung sx errechnet
sich aus der Quadratwurzel der Varianz:

2
X

S, =+/S

Beispiel:

Nach dieser Formel ergibt sich fur das Merkmal 'Gesamtbewertung'

Sx? = 2005,200 - 44,7202 = 5,322 Punkte?
sx = 2,307 Punkte

und fur das Merkmal 'Alter’

sx? =1089,515 - 29,4702 = 221,034 Jahre?
sx = 14,867 Jahre.

Die befragten Gaste weichen demnach bei ihrer Gesamtbewertung der Jugendherberge
im Durchschnitt um 2,307 Punkte vom Mittelwert in Hohe von 44,72 Punkten ab. Die
durchschnittliche Abweichung vom Alters-Mittelwert in Hohe von 29,47 Jahren betragt
14,867 Jahre.

Auf weitergehende Interpretationen sollte allerdings tunlichst verzichtet werden. So fuihren
haufig Streuungsvergleiche auf Basis der Standardabweichung zu objektiv nicht haltbaren
Aussagen. Auch Aussagen dazu, wie viele Merkmalstrager sich im einfachen, zweifachen
oder dreifachen Intervall der Standardabweichung um den arithmetischen Mittelwert be-
wegen, sind ohne erganzende wahrscheinlichkeitstheoretische Uberlegungen nur schwer
haltbar.

Analog zum arithmetischen Mittel besitzt auch die Varianz zentrale Eigenschaften:

a) Bei linearer Transformation der Einzelwerte xi" = a + bxi ergibt sich die Varianz zu
S ==>(x;-x)"=b"s
Nia

b) Setzt sich eine Grundgesamtheit aus zwei Teilgesamtheiten im Umfang N1 und N2 und
jeweils bekannten Mittelwerten und Varianzen zusammen, so lasst sich hieraus die
Varianz der Grundgesamtheit errechnen:

2 - NiST+N,85  Ni(x; = X)? +Ny(x, —x)
N; +N, N; +N,
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6.4. Variationskoeffizient

Ist das arithmetische Mittel einer Verteilung beispielsweise 1000, so wird man eine Standard-
abweichung von 10 als relativ klein interpretieren, dagegen ist diese als relativ grol3 anzu-
sehen, wenn das arithmetische Mittel nur 1 betragt.

Daher erweist es sich als sinnvoll, die Standardabweichung auf das arithmetische Mittel zu
beziehen. Da die Standardabweichung die gleiche Mal3einheit wie das arithmetische Mittel
besitzt, ist die Verhéltniszahl dimensionslos. Sie quantifiziert die relative Streuung eines
Merkmals und eignet sich zum Vergleich verschiedener Merkmale und/oder verschiedener
statistischer Massen.

[ Definition: Variationskoeffizient V J

Gegeben sei ein metrisch skaliertes Merkmal X. Der Variationskoeffizient V gibt die rela-
tive Streuung eines Merkmals wider und errechnet sich aus dem Quotienten von
Standardabweichung und arithmetischem Mittelwert:

SX

V:T
X

e

Der Variationskoeffizient eignet sich damit zum Vergleich der Streuungen zweier quantitativer
Merkmale. Er ist nicht zu empfehlen, wenn die Merkmalswerte auch negative Werte an-
nehmen kdnnen; die Merkmale sollten folglich metrisch-verhéaltnis skaliert sein.

Beispiel:

Die im bisherigen Beispiel aufgeworfene, aber unbeantwortet gebliebene Frage nach der
vergleichsweise geringeren Streuung der beiden Merkmale ‘Gesamtbewertung' und 'Alter'
lasst sich durch Anwendung des Variationskoeffizienten l6sen:

sx? (Gbew) = 2005,200 - 44,7202 = 5,322 Punkte?
sx (Gbew) = 2,307 Punkte
V (Gbew) = 2,307 /44,72 = 0,052

sx? (Alte) = 1089,515 - 29,4702 = 221,034 Jahre?
sx (Alte) = 14,867 Jahre.
V (Alte) = 14,867 /29,470 = 0,504

Werte des Variationskoeffizienten von unter 0,2 weisen auf eine vergleichsweise geringe
Streuung der Merkmalsauspragungen hin, Werte von tber 0,5 auf eine hohe. Beide Merk-
male unterscheiden sich in ihrem Streuungsverhalten also erheblich. Erinnern wir uns an
ihre beiden Box-Plots. Auch dort konnten wir bereits Anhaltspunkte gewinnen, dass bei
der Gesamtbewertung der Jugendherberge aul3erst homogene Einschatzungen abge-
geben wurden; jetzt konkreter formuliert: die Unterschiede in der Gesamtbewertung be-
laufen sich im Durchschnitt nur auf 5,2% des Mittelwertes, der bei 44,72 Punkten liegt.



Statistik / Teil 1l: Univariate Datenanalyse 44

Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 1.1
Eine Baugesellschaft hat 1250 Wohnungen zu folgenden Konditionen vermietet:

Monatliche Miete in EUR  Anzahl Wohnungen

[100; 200) 150
[200; 300) 275
[300; 350) 525
[350; 500) 175
[500; 650) 125

a) Berechnen Sie die relative Haufigkeitsfunktion und stellen Sie diese grafisch dar.

b) Bestimmen Sie die gesamten jahrlichen Mieteinnahmen der Baugesellschaft. Welche
Annahme treffen Sie dabei?

c) Berechnen Sie das arithmetische Mittel, den Modus und den Median. Interpretieren Sie
die berechneten Werte und geben Sie die Form der hier gegebenen Verteilung an.

d) Wie viel Prozent der Wohnungen erbringen Mieteinnahmen zwischen 250 und 400 EUR?
Welche Miethdhe wird von 60 % der Mieter nicht Uberschritten?

Losung:

Arbeitstabelle

x; in Euro X AX; h; fi f* Fi xi' - hi

[100; 200) 150 100 150 0,12 0,00120 0,12 22500

[200; 300) 250 100 275 0,22 0,00220 0,34 68750

[300; 350) 325 50 525 0,42 0,00840 0,76 170625

[350; 500) 425 150 175 0,14 0,00093 0,90 74375

[500; 650) 575 150 125 0,10 0,00067 1,00 71875
> 1250 408125

a) siehe fi in Arbeitstabelle, Grafik als Histogramm mit fi*
b) jahrliche Mieteinnahmen =12 - (2xi"hi) = 12 - 408125 = 4897500 EUR

c) X =408125 /1250 = 326,50 Euro
xp = 325 Euro Modalklasse = 3. Klasse
xz = 300+(0,5-0,34)/0,42 - 50 = 319,05 Euro Medianklasse = 3. Klasse

Mittelwert und Median fast gleich, Tendenz zu symmetrischer Verteilung
d) f(250<x<400) = F(400) - F(250) = 0,577

F(400) = 0,76+(400-350)/150 - 0,14 = 0,807
F(250) = 0,12+(250-200)/100 - 0,22 = 0,23

Xo,6 = 300+(0,6-0,34)/0,42 - 50 = 330,95 Euro Quantilklasse = 3. Klasse
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Aufgabe 11.2:

Der Besitzer einer Erdbeerplantage notierte sich in der vergangenen Saison, wie viele
Stunden die Sonne taglich auf seine Erdbeeren schien:

Sonnenstunden pro Tag  Anzahl Tage
[0; 2) 20
[2; 3) 15
[3; 5) 20
[5; 8) 35
[8;12) 10

a) Beschreiben Sie die statistische Einheit, Merkmal, Auspragung und Skalierung.

b) Stellen Sie die relativen Haufigkeiten grafisch dar.

c) An wie vielen Tagen der Saison schien die Sonne mindestens 4 Stunden?
d) Wie lange hochstens schien die Sonne an den 40 sonnendrmsten Tagen der Saison?
e) Wie viele Stunden schien die Sonne durchschnittlich pro Tag?

Losung:
Arbeitstabelle

Xi in Stunden XiI AXi hi Hi fi fi* Fi XiI . fi
[0; 2) 1 2 20 20 0,20 0,100 0,20 0,200
[2; 3) 2,5 1 15 35 0,15 0,150 0,35 0,375
[3; 5) 4 2 20 55 0,20 0,100 0,55 0,800
[5; 8) 6,5 3 35 90 0,35 0,117 0,90 2,275
[8; 12) 10 4 10 100 0,10 0,025 1,00 1,000
> 100 4,650

a) Tag / Sonnenstunden pro Tag /0 ... 24 Stunden / metrisch-verhaltnis skaliert

b) Grafik als Histogramm mit fi* aus Arbeitstabelle

¢) h(x>=4) = 100 - h(x<4) = 100 - H(4) = 100 - [35+(4-3)/2 - 20] = 100-45 = 55 Tage
d) xo,4 = 3+(0,4-0,35)/0,2 - 2 = 3,5 Stunden Quantilklasse = 3. Klasse

e) siehe letzte Spalte Arbeitstabelle: x = 4,65 Stunden
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Aufgabe 11.3:

Die PKW-Produktion in der deutschen Automobilindustrie hat sich von 5,6 Mio. Fahr-
zeugen im Jahre 2003 auf 5,85 Mio. im Jahr 2008 erhdht. Die nachfolgende Tabelle zeigt
die Aufteilung auf die einzelnen Hersteller:

Hersteller PKW-Produktion (in 1000)
2003 2008

BMW 342 376

Ford 616 622

Mercedes 549 597

Opel 879 896

Sonstige 1713 1790

VW/Audi 1501 1569

a) Welcher Hersteller kann die hochste jahrliche Wachstumsrate der PKW-Produktion von
2003 bis 2008 vorweisen? Berechnen Sie diese.

b) Sind die Unterschiede in der PKW-Produktion zwischen den Herstellern von 2003 bis
2008 groRRer oder kleiner geworden? Berechnen Sie hierzu eine geeignete Kennzahl.

c) Wie wirden sich die Ergebnisse unter a) und b) verandern, wenn VW und Audi als zwei
getrennte Unternehmen im Verhaltnis von 2:1 der gemeinsamen PKW-Produktion
agieren wirden? Begrinden Sie Ihre Antwort, keine Berechnung erforderlich.

Losung:
a) BMW: Wachstumsfaktor 03-08 = 376/342 = 1,0994

durchschnittlicher Wachstumsfaktor: X =3/1,0994 =1,019 ; Wachstumsrate = 1,9%
b) Arbeitstabelle

X far 2003 hi fi X;. hi Xi2 . hi X; fur 2008 h X. hi Xi2 . hi

342 1 0,167 342 116964| 376 1 376 141376
549 1 0,167 549 301401 597 1 597 356409
616 1 0,167 616 379456 622 1 622 386884
879 1 0,167 879 772641 896 1 896 802816
1501 1 0,167 1501 2253001| 1569 1 1569 2461761
1713 1 0,167 1713 2934369 1790 1 1790 3204100

s 6 5600 6757832 5 6 5850 7353346

X (2003) = 5600 / 6 = 933,333 [1000 Stiick] Sx2(2003) = 255194,844 [1000 Stiick]?

$x(2003) = 505,168 [1000 Stiick] V(2003) = 505,168 / 933,333 = 0,541

X (2008) = 975 [1000 Stiick]

$x(2008) = 524,340 [1000 Stiick] V(2008) = 0,538

da nahezu konstante Variationskoeffizienten, keine Veranderung

c) Konstante Aufteilung der PKW-Produktion auf VW und Audi im Verhaltnis 2:1 lasst die
Wachstumsraten unverandert; bei jetzt 7 Unternehmen und konstanter PKW-Produktion
sinkt der Mittelwert, die Streuung ebenfalls, der Variationskoeffizient &ndert sich kaum.
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Aufgabe .4:

Eine Befragung von 10 Wismarer Studenten nach ihrem Monatseinkommen brachte fol-
gendes Ergebnis:

Einkommen (EUR) 500 400 400 450 500 200 350 450 500 650

a) Stellen Sie die relative Haufigkeitssummenfunktion des Einkommens grafisch dar.

b) Berechnen Sie Median und arithmetischen Mittelwert des Einkommens und interpre-
tieren Sie beide Werte. Welche der beiden Kennzahlen wiirden Sie im vorliegenden
Beispiel vorziehen? Begrinden Sie Ihre Antwort.

c) Berechnen Sie Quartilsabstand und Standardabweichung des Merkmals Einkommen
und interpretieren Sie auch diese Ergebnisse. Welche Erkenntnisse tber die Einkom-
mensverteilung lassen sich hieraus ableiten?

d) Angenommen, jeder der 10 Studenten erzielt monatlich ein um 100 EUR hdheres Ein-
kommen. Wie wurden sich der Quartilsabstand und Standardabweichung verandern?
Begriinden Sie lhre Antwort ausfuhrlich, ohne Berechnung.

Losung:

Arbeitstabelle nach Gruppierung der Merkmalsauspragungen:
Xi h; f. F  x.h x2 . f;

200 1 01 01 200 4000
350 1 01 0,2 350 12250
400 2 02 04 800 32000
450 2 02 06 900 40500
500 3 03 09 1500 75000
650 1 01 10 650 42250

> 10 4400 206000

a) Grafik als Treppenfunktion mit F;i

b) x2=0,5- x5+ 0,5 xe =0,5 450+ 0,5 - 450 = 450 Euro
mit. k = ganze Zahl (11-0,5) =5 / nka = Nachkommaanteil (5,5) = 0,5
X = 4400/10 = 440 Euro (siehe Arbeitstabelle)
Bei metrischen Merkmalen (ohne Ausreil3er) ist arithmetischer Mittelwert vorzuziehen.

C) Xo2s=0,25-350+ 0,75 - 400 =387,5 Euro mit: k =ganze Zahl (2,75) =2 / nka=10,75
Xo0,75 = 0,75 - 500 + 0,25 - 500 = 500 Euro mit: k = ganze Zahl (8,25) =8 / nka =0,25
Q =112,5 Euro; d.h. die Einkommensunterschiede der mittleren 50% Einkommensbe-
zieher betragen maximal 112,50 Euro;

Sx2 = 206000 - 4402 = 12400 Euro? sx=111,36 Euro
Die Einkommen weichen durchschnittlich 111,36 Euro vom Mittelwert mit 440 Euro ab.

d) Die Quartile steigen dann auch um 100 Euro, der Quartilsabstand bleibt folglich konstant.
Mit den Merkmalsauspragungen steigt auch der arithmetische Mittelwert um 100 Euro,
die Standardabweichung als durchschnittliche Abweichung hiervon bleibt dann konstant.
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Aufgabe 11.5:

Gehaltszahlungen eines Betriebes:

Gehaltsklasse Monatsgehalt in EUR Anzahl der Gehaltsempfanger
1 [700; 750) 200
2 [750; 1050) 180
3 [1050; 1150) 190
4 [1150; 1300) 150
5 [1300; 1400) 120
6 [1400; 1600) 160

a) Berechnen Sie verschiedene Lageparameter.

b) Im Anschluss an einen Lehrgang in EDV erreichen 90 Beschéftigte der dritten Gehalts-
klasse die nachst hohere Klasse. Begriinden Sie, ob sich der Median verandert und

wenn ja, in welche Richtung.

c) Wie verandert sich der Median, wenn 40 Beschaftigte der vorletzten Gehaltsklasse die

letzte Klasse erreichen? Berechnen Sie fir diesen Fall das arithmetische Mittel.

Losung:
Arbeitstabelle:
X Xi' AXi hi fi fi* Fi Xi' - fi
[700; 750) 725 50 200 0,2 0,0040 0,20 145,00
[750; 1050) 900 300 180 0,18 0,0006 0,38 162,00
[1050; 1150) 1100 100 190 0,19 0,0019 0,57 209,00
[1150; 1300) 1225 150 150 0,15 0,0010 0,72 183,75
[1300; 1400) 1350 100 120 0,12 0,0012 0,84 162,00
[1400; 1600) 1500 200 160 0,16 0,0008 1,00 240,00
> 1000 1101,75

a) xp =725 Euro Modalklasse = 1. Klasse

Xz = 1050+(0,5-0,38)/0,19 - 100 = 1113,16 Euro Medianklasse = 3. Klasse

X =1101,75 Euro (siehe Arbeitstabelle)

b) ja, der Median &ndert sich, da die Veréanderung Uber die Medianklasse hinweg erfolgt,
der Median wird steigen, die Verteilungsfunktion erreicht jetzt erst zu Beginn der vierten
Klasse einen Wert von 0,5, der Median wird also knapp Uber 1150 Euro liegen

c) siehe b), da keine Veranderung tber Medianklasse hinweg, bleibt Median konstant,

X (neu) = 1101,75 - 1350 - 0,04 + 1500 - 0,04 = 1107,75 Euro
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Aufgabe 11.6:

Eine Untersuchung von 40.000 Landwirtschaftsbetrieben zur GroRRe der landwirtschaftlich
genutzten Flache ergab folgende Haufigkeitstabelle:

Klassei landwirtschaftlich Anzahl der
genutzte Flache in ha  Betriebe in 1000

1 [0; 20) 5

2 [20; 35) 6

3 [35; 50) 12

4 [50; 100) 11

5 [100; 300) 6

a) Berechnen Sie die relative Haufigkeitsverteilung sowie die absoluten und die relativen
Summenhaufigkeiten.

b) Stellen Sie die relative Haufigkeitsverteilung und die Verteilungsfunktion grafisch dar.

c) Berechnen Sie den Wert der empirischen Verteilungsfunktion an der Stelle x = 200,
Uberprufen Sie lhr Ergebnis durch die grafische Bestimmung des Funktionswertes und
interpretieren Sie dieses.

d) Bestimmen Sie das erste (untere) Quartil zunéchst grafisch, berechnen Sie danach dieses
Quartil und interpretieren Sie diesen Wert.

Losung:
Arbeitstabelle:
X AXi hi fi fi* Hi Fi
[0; 20) 20 5 0,125 0,0063 5 0,125
[20; 35) 15 6 0,150 0,0100 11 0,275
[35; 50) 15 12 0,300 0,0200 23 0,575
[50; 100) 50 11 0,275 0,0055 34 0,850
[100; 300) 200 6 0,150 0,0008 40 1,000
> 40

a) siehe Arbeitstabelle zu fi, Hi und Fi
b) Grafik als Histogramm mit f* aus Arbeitstabelle und Grafik als Summenpolygon mit Fi
c) F(200)=0,85 + 0,15/200 - (200-100) = 0,925
d) xo2s =20+ 15/0,15 - (0,25-0,125) = 32,5 ha
25% aller Landwirtschaftsbetriebe bewirtschaften eine Flache von maximal 32,5 ha.
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Aufgabe 1.7:

Zur Planung eines Einkaufszentrums wurden fur den in Frage kommenden Standort die
Anreisewege der potentiellen Kunden ermittelt:

Entfernung zum Standort in km Kunden in 1000
[0; 1) 60
[1; 3) 140
[3; 10) 350
[10; 20) 150
[20; 50) 300

a) Stellen Sie die relativen Haufigkeiten in geeigneter Weise grafisch dar. (Histogramm)

b) Wie grol} ist die durchschnittliche Entfernung der potentiellen Kunden zu dem Stand-
ort? (x=15,335 km)

c) 50% aller potentiellen Kunden sollen angeblich nicht weiter als 5 km vom Standort
wohnen. Uberprifen Sie die Behauptung. (F(5) =0,3)

d) Ermitteln Sie grafisch und rechnerisch den Quartilsabstand und interpretieren Sie
diesen. (xo,25 =4 km / Xo0,75 = 25 km)

Aufgabe 1.8:
Aus dem Wirtschaftsbericht eines Landkreises sind folgende Informationen zu entnehmen:
Beschéftigte Anzahl Unternehmen Gesamtumsatz in Mio. EUR
[20; 50) 200 300
[50; 100) 140 700
[100; 200) 80 600
[200; 500) 50 1150
[500; 1000) 20 1000
[1000; 2600) 10 1500

a) Bestimmen Sie fur das Merkmal 'Umsatz pro Unternehmen' den Mittelwert.
(x =10,5 Mio. EUR)

b) Stellen Sie die Verteilung der Beschéftigten in geeigneter Weise grafisch dar.
(Histogramm)

c) Ermitteln Sie fur das Merkmal 'Beschéftigte’ den Median und Quartilsabstand und inter-
pretieren Sie diese.
(xz = 67, 857 Pers. / xo,25 = 38,75 Pers. / xo,75 = 143,75 Pers.)

d) Klein- und mittelstandische Unternehmen beschaftigen maximal 250 Personen. Wie viele
der erfassten Unternehmen wirden folglich in diese Kategorie fallen?
(H(250) = 428,333 = 428)
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Aufgabe 11.9:

An einer Rostocker Hauptverkehrsstral3e (zuldssige Hochstgeschwindigkeit 50 km/h)
wurden bei einer Polizeikontrolle innerhalb von 30 Minuten folgende Geschwindigkeiten
registriert:

Geschw. (km/h) hi

[40; 45) 16
[45; 50) 44
[50; 55) 16
[55; 60) 12
[65; 70) 10
[70; 75) 2

a) Nennen Sie die in der Aufgabe betrachtete statistische Einheit bzw. statistische Masse
sowie das Merkmal mit dem zugehdrigen Skalenniveau.

b) Stellen Sie die relative Haufigkeitssummenfunktion des Merkmals grafisch dar.
c) Geben Sie die gemessene Durchschnittsgeschwindigkeit an. (x = 51,2 km/h)

d) Welche Geschwindigkeit wurde von der Hélfte aller Fahrzeuge nicht Gberschritten?
(xz = 48,864 km/h)

e) Bei Uberschreiten der zulassigen Hochstgeschwindigkeit um mehr als 3 km/h wird ein
BuR3geld erhoben. Wie viele Fahrzeuge betrifft das? (h(x>53) = 30,4 = 30)

f) Innerhalb welcher Tempogrenzen liegen die mittleren 50% der Fahrzeuge?
(Xo,25 = 46,023 km/h / xo0,75 = 54,688 km/h)

Aufgabe 11.10:

Bundesschatzbriefe werden von der Deutschen Bundesbank in zwei Varianten angeboten.
Bei Typ B werden die Zinsen dem Anlagebetrag zugerechnet und im Folgejahr mitverzinst
(Zinseszins-Effekt). Die Laufzeit des Typs B betragt 7 Jahre. Zum Anfang eines Jahres gilt
folgendes Angebot:

Jahr 1. 2. 3. 4, 5. 6. 7.
Zins p.a.in % 275 325 3,75 400 425 450 5,00

a) Welcher Zinsertrag wird einem Anleger bei einem Anfangskapital von 5.000 EUR nach
7 Jahren ausbezahlt? Wie hoch ist der durchschnittliche jahrliche Zinssatz?
(Zinsertrag = 1547,04 EUR / wf = 1,03926 / wr = 0,03926)

b) Alternativ bietet die SPAR-Bank eine vergleichbare 6-jahrige Anlage mit einem durch-
schnittlichen jahrlichen Zinssatz von 3,8%. Zu welchem Zinssatz misste der Anleger
seine Einlage von 5.000 EUR nach dem 6. Jahr im 7. Jahr neu investieren, um ins-
gesamt den gleichen Zinsertrag zu erhalten wie bei Typ B? (Zinssatz = 4,69%)
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Aufgabe 1.11:

Im Rahmen der Cost-Averaging-Methode wird beispielsweise jeden Monat Uber einen
langeren Zeitraum ein fester Betrag in Fondsanteile investiert:

Monat Anlagesumme in EUR Preis des Fondsanteils in EUR

Januar 250 20
Februar 250 20
Mérz 250 10
April 250 S
Mai 250 10

Berechnen Sie den durchschnittlichen Preis fir einen Fondsanteil. (x = 10 EUR)
Wie hoch ware der durchschnittliche Preis gewesen, wenn in jedem Monat eine konstante
Zahl von Fondsanteilen erworben worden wéare? (x =13 EUR)

Aufgabe 11.12:

Fast-Food-Essen ist zwar beliebt, befindet sich aber in einem starken Wandel. Der
schnelle Imbiss wird edler. Dies ist die Chance junger Gastro-Ketten, die den etablierten
Unternehmen die Kunden wegzunehmen versuchen (Umsatzangaben in Mio. EUR):

Unternehmen Umsatz 2006 Umsatz 2013  Zahl der Filialen 2013
Aral 150 190 1100
Autobahn Tank+Rast 490 600 390
Burger King 460 820 700
IKEA 150 180 50
Lufthansa Service 720 750 50
Mc Donalds 2280 3100 1470
Nordsee 310 290 330
SSP 170 180 380
Subway 170 190 590
Yum 230 230 160

a) Beschreiben Sie die statistische Masse und das Skalenniveau der betrachteten
Merkmale.

b) Welches Unternehmen weist fur den Zeitraum von 2006 bis 2013 das gréf3te Umsatz-
wachstum aus? Berechnen Sie hierzu die durchschnittliche jahrliche Wachstumsrate.
(XG; Burger king = 8,609%)

c) Erstellen Sie fur die Umséatze der beiden Jahre 2006 und 2013 jeweils eine eindimen-
sionale Haufigkeitsverteilung und stellen Sie deren relative Summenhaufigkeiten in
einer Grafik dar.

d) Berechnen Sie einen geeigneten Lageparameter fir den Umsatz von 2006 und 2013.
(Xz, 2006 = 270 Mio. EUR / Xz, 2013 = 260 Mio. EUR)

e) Sind die Umsatzzahlen der 10 Unternehmen fur 2013 gegenuber 2006 homogener oder
deren Unterschiede gro3er geworden? Begrinden Sie lhre Antwort durch Berechnung
einer geeigneten Kennzahl. Wie lasst sich dieses Ergebnis begriinden?

(V2006 = 1,192 / V2013 = 1,301)
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Aufgabe 11.13:

Die Mitglieder eines Sportverbandes mit ca. 100000 Personen weisen folgende Alters-
struktur auf:

Alter Mitglieder in 1000
[6; 14) 16
[14; 20) 20
[20; 35) 22
[35; 50) 16
[50; 65) 14
ab 65 12

a) Stellen Sie die relativen Haufigkeiten grafisch dar. (Histogramm)

b) Wie viele Mitglieder des Verbandes haben ein Alter von 15 bis unter 25 Jahre?
(h(15=x<25) = 24)

c) Wie viele Mitglieder sind genau 25 Jahre alt? (h(x=25) = 0)

d) Bestimmen und interpretieren Sie Modalwert, Median und arithmetisches Mittel des
Alters der Mitglieder unter der Annahme, dass kein Mitglied 80 Jahre und &lter ist.
Welchen der Lageparameter wirden Sie hier vorziehen? Begriinden Sie lhre Antwort.
(xo =17 J./ x2=29,545 J. | x = 34,60 J. / arithmetisches Mittel)

e) Ermitteln Sie grafisch und rechnerisch den Quartilsabstand. (Q = 34,371 J.)

f) Betragt die relative Abweichung des Alters vom arithmetischen Mittel mehr als 50%?
(V =0,596 = 59,6% / also ja)

Aufgabe 11.14:

Fur 50 ausgewahlte Unternehmen der Bauwirtschaft sind fir das abgelaufene Geschéftsjahr
folgende Daten zur Gewinnsituation bekannt:

Gewinn in 1000 EUR Anzahl Unternehmen
[-500; -250) 6
[-250; -50) 8
[-50; 50) 15
[50; 1000) 21

a) Berechnen Sie die relativen Summenhaufigkeiten und zeichnen Sie die Verteilungs-
funktion. (Summenpolygon)

b) Wie hoch ist der Anteil der Unternehmen mit Verlust in diesem Geschéftsjahr?
(f(x<0) =0,43)
c) Welchen Gewinn erzielte ein Unternehmen im Durchschnitt? (x = 151,5 TEUR)

d) Nehmen Sie zur obigen Klasseneinteilung Stellung und machen Sie Verbesserungs-
vorschlage. (schlechte Einteilung)

e) Begrinden Sie (keine Berechnung), wie sich das Ergebnis unter c) verandert, wenn be-
kannt ist, dass 5 Unternehmen einen Verlust zwischen 0 und 50 TEUR erlitten haben.
(da weniger Unternehmen mit Verlust als angenommen, steigt der Mittelwert)
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Aufgabe 11.15:

Die KarstadtQuelle AG plant eine Bestandsprifung in ihrem zentralen Auslieferungslager.
Um zu gesicherten Aussagen zu gelangen, wurden bspw. die Nachfragemengen von
Waschmaschinen jeweils fur die letzten 36 Monate ermittelt und in nachfolgender Tabelle
zusammengefasst:

Menge in 1000 Anzahl Monate

[150; 170)
[170; 190)
[190; 200)
[200; 210)
[210; 230)
[230; 250)

DNNNND

a) Bestimmen Sie Merkmal, Skalenniveau des Merkmals und statistische Einheit.

b) Stellen Sie die relative Verteilung der Nachfragemengen in geeigneter Weise grafisch dar
und beschreiben Sie kurz die vorliegende Verteilung.

c) In wie viel Prozent aller Monate Ubersteigt die Nachfragemenge 215000 Sttick?

d) Wie hoch war die durchschnittliche Nachfrage in den letzten 36 Monaten. Begrinden Sie
(keine Berechnung!), welchen Wert der Median in diesem Fall annimmt.

e) Das Unternehmen geht auch fur die nahe Zukunft von vergleichbaren Nachfragemengen
aus. Mit welchem monatlichen Lagerbestand an Waschmaschinen muss geplant werden,
wenn die Nachfrage in 95% aller Falle gedeckt werden soll (= Servicegrad)?

Aufgabe 11.16:

Nach Angaben des Instituts der deutschen Wirtschaft stellen sich die tatsachliche und die
geschatzte Altersverteilung in Deutschland fur die Jahre 1999 und 2030 wie folgt dar:

Alter Anzahl Personen in Millionen
in Jahren 1999 2030 (geschatzt)
[0; 15) 12,9 10,4

[15; 21) 5,5 4.4

[21; 40) 22,9 17,0

[40; 60) 21,9 19,8

[60; 100) 18,9 24,0

a) Stellen Sie die relative Haufigkeitssummenfunktion fir die Bevolkerung 1999 grafisch
dar.

b) Berechnen Sie das Durchschnittsalter der Bevdlkerung fir 1999 und 2030.
¢) Um welchen Prozentsatz wird das Durchschnittsalter von 1999 bis 2030 pro Jahr
steigen?

d) Berechnen Sie den Altersquotienten als Anteil der [65;100)-J&ahrigen an den [15;65)-
Jahrigen fur die beiden Jahre. Auf welcher Annahme basiert diese Berechnung? Auf
Diskutieren Sie die Problematik, die sich aus dieser Entwicklung ergibt.
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Aufgabe 11.17:

Das Autohaus Hansa-Nord erzielte im Geschéftsjahr 2008 einen Absatz (Basis: Verkaufs-
preis x in Euro) an Fahrzeugen, der durch die folgende absolute Verteilung der Summen-
haufigkeiten beschrieben werden kann:
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a) Leiten Sie fur das Autohaus aus der Grafik die absolute und relative Haufigkeitsverteilung
des Fahrzeugpreises ab. Wie ist das Merkmal skaliert und wie ist es aufbereitet?

b) Berechnen Sie den durchschnittlichen Verkaufspreis der Fahrzeuge und ein adaquates
Streuungsmalf3. Welche Aussage lasst sich hieraus ableiten?

c) Wie hoch ist der Anteil der Fahrzeuge mit einem Verkaufspreis von mindestens 5000
EUR bzw. von Uber 5000 EUR? Wie erklaren sich die unterschiedlichen Ergebnisse?

Aufgabe 11.18:

Zu einem Unternehmen mit vier Betriebsstétten liegen folgende Informationen (Umsatz in
1000 EUR) vor:

Betriebs- Umsatz Umsatz Umsatz pro Umsatzrentabilitat
statte 2000 2006 Beschaftigten 2006 2006

1 200 300 150 0,016

2 260 320 180 0,020

3 280 240 110 0,005

4 320 340 100 -0,006

a) Berechnen Sie fir das Gesamtunternehmen den durchschnittlichen Umsatz pro Be-
schaftigten sowie die durchschnittliche Umsatzrentabilitat ftir 2006.

b) Geben Sie fur die vier Betriebe getrennt und fir das Gesamtunternehmen an, um wie
viel Prozent sich die Umsatze im Jahresdurchschnitt verédndert haben.

c) In welchem Jahr wies der Umsatz der Betriebsstatten die gréRere Streuung auf?
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Aufgabe 11.19:

Die deutschen Wirtschaftsforschungsinstitute und der Sachverstandigenrat schatzen die
reale Wachstumsrate des Bruttoinlandsproduktes (BIP) in Deutschland fur 20xx wie folgt:

Institut reale Wachstumsrate des BIP flir 20xx in %
DIW 1,4
Ifo 1,8
fw 1,8
IWH 1,6
HWWA 1,7
RWI 1,8
Sachverstandigenrat 1,6

a) Beschreiben Sie die statistische Masse und das Skalenniveau des Merkmals.
b) Berechnen Sie die Summenhaufigkeiten und zeichnen Sie die Verteilungsfunktion.

c) Berechnen Sie Median und arithmetischen Mittelwert fur die reale Wachstumsrate.
Begriinden Sie, welchen der beiden Lageparameter Sie favorisieren wirden.

d) Erstellen Sie fur das Merkmal einen Box-Plot und erlautern Sie, welche Erkenntnisse
sich Uber die Verteilung des Merkmals hieraus ableiten lassen.

e) Berechnen Sie ein MaR fur die relative Streuung des Merkmals. Lassen sich mit diesem
Ergebnisse ihre Uberlegungen aus d) bestatigen?

Aufgabe 11.20:

In einer Studie zur Kursentwicklung des Deutschen Aktienindex (DAX) werden aus den
Indexstanden zum Monatsende die Renditen der letzten 400 Monate ermittelt. Sie ver-
teilen sich wie folgt:

Monatsrendite des DAX-Index (in %) Anzahl Monate
[-30; -10) 14
[-10; -2) 92
[-2; 0) 58
[0; 2) 70
[2; 10) 151
[10; 25) 14
[25; 100) 1

a) Bestimmen Sie Merkmal, Skalenniveau des Merkmals und die statistische Masse.

b) Stellen Sie die Verteilungsfunktion grafisch dar und leiten Sie direkt aus der Funktion die
Parameter ab, die Sie zur Erstellung des Box-Plots bendtigen. Zeichnen Sie diesen auch
in die Grafik ein und beschreiben Sie die Verteilung des Merkmals.

c) Berechnen Sie das arithmetische Mittel und den Median der DAX-Monatsrenditen.
Welchen der beiden Lageparameter wiirden Sie vorziehen? Begrtinden sie Ihre Antwort.

d) Wie hoch ist die Standardabweichung der Monatsrenditen, wenn der Variationskoeffizient
7,599 betragt. Welche Informationen liefern die Ergebnisse der beiden Kennzahlen?
Halten Sie die Berechnung der beiden Kennzahlen in diesem Beispiel fur sinnvoll?
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Aufgabe 11.21:

Die Fritz Bikes GmbH stellt individuelle Fahrrader her. In der Branche ist es Ublich, eine
Lieferung innerhalb von 5 Tagen nach Auftragserteilung zu garantieren und bei Uberschrei-
ten der Frist an den Kunden 20 EUR pro Tag zu zahlen. Bevor sich das Unternehmen an
dieser Aktion beteiligt, sollen hierzu folgende Informationen ausgewertet werden:

Lieferzeit in Stunden Anzahl Auftrage
[48; 72) 18
[72; 96) 61
[96; 120) 88
[120; 144) 49
[144; 168) 27
[168; 192) 7

a) Wie hoch ist die durchschnittliche Lieferzeit?
b) Berechnen Sie eine geeignete Mal3zahl zur absoluten Streuung.

c) Wie viel Prozent der erstellten Fahrréader wéren nicht rechtzeitig ausgeliefert worden und
wie viel Euro hatte das Unternehmen an seine Kunden auszahlen miissen?

d) Wie viele Stunden misste bei der gegenwartigen Situation die garantierte Lieferzeit pro
Auftrag betragen, damit 70% der Fahrrader rechtzeitig beim Kunden eintreffen?

Aufgabe 11.22:
Die Singulus AG hat im Jahr 2015 fur Bildaufnahmegeréate folgende Auftréage erhalten:

Anzahl der Auftrdge =~ Wert des Auftrags (in 1000 EUR)

100 [0; 50)
250 [50; 150)
200 [150; 350)
300 [350; 425)
150 [425; 550)

Die Hamatech AG hat dieses Geschéftsfeld erst 2015 bearbeitet und fiir den Wert der 100
bisher akquirierten Auftrage folgende Kennzahlen ermittelt (in 2000 EUR):

Xmin =5 / Xmax =500 / X025 =25 / X075=125 |/ X, =75 / Xx=225 / sx=100

a) Bestimmen Sie fur die beiden Unternehmen jeweils einen geeigneten Lageparameter
und vergleichen Sie beide Ergebnisse.

b) Stellen Sie die Boxplots fur die beiden Unternehmen in geeigneter Weise in einer
Grafik dar. Welche Ruckschlisse lassen sich hieraus ableiten?

c) Welches der beiden Unternehmen weist fur 2015 die geringeren Unterschiede in den
Auftragswerten auf? Belegen Sie Ihre Antwort durch die Berechnung einer geeigneten
Kennzahl.

d) Fir die Hamatech AG wurden zwei weitere Auftrage tber 50.000 EUR und 300.000 EUR
nachtraglich erfasst. Lassen sich die Auswirkungen auf die oben angegebenen Parame-
ter quantifizieren? Bestimmen Sie - soweit moglich - die neuen Werte.
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Zweidimensionale Haufigkeitsverteilungen werden verwendet, um die Zusammenhange
zwischen zwei Merkmalen von Elementen einer statistischen Masse zu beschreiben. Dabei
sind folgende Fragen zu klaren:

- Existiert ein Zusammenhang zwischen den beiden Merkmalen?
- Wenn ja, wie stark ist dieser Zusammenhang?
- Lasst sich ein bestehender Zusammenhang funktional beschreiben?

Auch der Blick auf den Fragebogen in Abbildung 1 wirft Fragen nach der Abhangigkeit von
Merkmalen auf: Fallt die Zufriedenheit mit der Jugendherberge in Anhangigkeit vom Alter
bzw. von der Art der Gaste unterschiedlich aus? Und gilt dies in vergleichbarer Weise auch
fir die unterschiedliche Nutzung von Informationsquellen? Hangt die Ubernachtungsdauer
vielleicht auch von der Zufriedenheit der Gaste ab? Wird die Jugendherberge verstarkt von
Stammgasten genutzt? Wollen also vor allem die Gaste die Jugendherberge wieder
besuchen, die schon mehrmals hier tGbernachtet haben? Inwieweit beeinflusst die Bewertung
von Einrichtung und Ausstattung, von Lage und Umgebung, von Service und Kompetenz
bzw. der Verpflegung die Gesamtbewertung der Jugendherberge? Hat diese Bewertung
wiederum einen Einfluss auf die Besuchshéaufigkeit und die Empfehlungsrate der Jugend-
herberge?

Die Liste lieRe sich fast beliebig verlangern. Damit lassen sich gentigend Beispiele finden,
um die verschiedenen Verfahren zur Messung solcher bivariater Zusammenhange vorzu-
stellen. Entscheidend fur den Einsatz eines Verfahrens ist auch hier das Skalenniveau der
Merkmale. Mit Ausnahme der nachfolgenden Ausfihrungen zur zweidimensionalen Haufig-
keitsverteilung stellen daher alle nachfolgenden Kapitel zu Teil Il auf ein bestimmtes Skalen-
niveau der Merkmale ab.

Im vierten Kapitel wurde die eindimensionale Haufigkeitstabelle als erste Moglichkeit vorge-
stellt, die Verteilung eines Merkmals ubersichtlich aufzubereiten. Wird diese Darstellungsform
auf zwei Merkmale Ubertragen, so missen in den Zeilen die Merkmalsauspragungen des
einen und in den Spalten die Auspragungen des anderen Merkmals angetragen werden.
Hieraus resultiert dann eine zweidimensionale Haufigkeitstabelle. In den Zellen der Tabelle
stehen dann die gemeinsamen absoluten bzw. relativen Haufigkeiten.

Beispiel:

Am Beispiel der beiden Merkmale 'Gasteart' (F3: Gart) und 'Informationsquelle’ (F2: Info)
lasst sich die grundlegende Struktur dieser zweidimensionalen Haufigkeitstabelle leicht
verdeutlichen. Dabei wurden fir das Merkmal 'Gasteart’ sowohl die Auspréagungen
Gruppe/Verein und Junior als auch Familie und 27P jeweils zu einer Gruppe zusammen-
gefasst:

hiy Informationsquelle

Géasteart DJH-Verzeichnis Empfehlung Internet Summe
Schulklasse 2 12 3 17
Gruppe/Verein/Junior 3 13 20
Familie/27P 4 3 6 13
Summe 9 19 22 50
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Aus der Kombination der jeweils drei Merkmalsauspragungen resultieren neun Felder der
Matrix, die in der Mitte der Haufigkeitstabelle liegen. Danach verreisen beispielsweise 12
Personen im Klassenverband und greifen bei der Auswahl der Jugendherberge bevorzugt
auf Empfehlungen zurtick. 13 Personen sind dagegen als Gruppe, Verein oder Junior
unterwegs und beziehen ihre Informationen bevorzugt aus dem Internet.

Neben diesen zentralen Feldern der Matrix werden an den Randern der Tabelle die
Haufigkeiten (daher Randhaufigkeiten) notiert, die sich aus der Addition der jeweiligen
Spalten oder Zeilen ergeben. Von den insgesamt 50 befragten Personen reisen also 17
als Schulklasse, 20 in Gruppe, Verein oder Junior und 13 mit Familie bzw. als Senior. Auf
der anderen Seite bevorzugen 9 Personen das DJH-Verzeichnis als Informationsquelle zu
Jugendherbergen, 19 Personen direkte Empfehlungen und 22 Gaste das Internet.

[ Definition: Zweidimensionale Haufigkeitstabelle ]

Gegeben seien zwei gruppierte Merkmale X und Y mit den Merkmalsauspragungen xi
mit i=1, 2, ..., m sowie den Merkmalsauspragungen yk mit k=1, 2, ..., n. Die absolute
Haufigkeit h(xi; yk) entspricht der Anzahl an Merkmalstragern, die sowohl die Merkmals-
auspragung xi also auch die Merkmalsauspragung yx aufweisen und wird kurz mit hi
bezeichnet. In der zweidimensionalen Haufigkeitstabelle werden die Merkmalsauspra-
gungen von X dann zeilenweise und die von Y spaltenweise angetragen.

Am rechten und am unteren Rand der Tabelle kdnnen die Verteilungen abgelesen wer-
den, die sich ergeben, wenn jedes Merkmal fiir sich alleine betrachtet wird. Die Zeilen-
summen
n
hl :Zhlk (i:1,2,...,m)
k=1
entsprechen dann der Haufigkeitsverteilung des Merkmals X und die Spaltensummen
m
h,=>h, (k=1,2,..,n)
i=1
der Haufigkeitsverteilung von Y. Dabei ersetzt der Punkt den Summationsindex.

Sowohl die Summe der jeweiligen Randhaufigkeiten wie auch die Summe aller zwei-
dimensionalen (bivariaten) Haufigkeiten ergibt dann die Anzahl der Merkmalstrager N:

M=

Zzhik =2.h =>h =N

=1k=1 i=1 k=1

Die im vorangegangenen Beispiel dargestellte Haufigkeitsverteilung des Merkmals 'Géasteart'
mit m=3 verschiedenen Auspragungen und des Merkmals ‘Informationsquelle’ mit n=3
verschiedenen Auspragungen bekame dann auf der Grundlage der hier definierten Symbolik
folgendes formales Aussehen:
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hiy Merkmal Y

Merkmal X Yi=1 Yi=2 Yi=3 Zeilensumme
Xi=1 h1 ha, his hy.

Xi=2 hay N2, has hy.

Xi=3 h3; hs; has hs
Spaltensumme h 4 h, h N

Analog zur eindimensionalen Datenanalyse lassen sich die absoluten Haufigkeiten durch
Division mit N in relative Haufigkeiten umrechnen. Daraus ergibt sich dann eine zwei-
dimensionale Verteilung mit relativen Haufigkeiten:

fix
Merkmal X

Merkmal Y

Zeilensumme

Xi=1
Xi=2

Xi=3

fy.
fa.
fa.

Spaltensumme

1

Beispiel:

Unsere Verteilung aus dem letzten Beispiel hatte dann folgendes Aussehen:

fix Informationsquelle

Géasteart DJH-Verzeichnis Empfehlung Internet Summe
Schulklasse 0,04 0,24 0,06 0,34
Gruppe/Verein/Junior 0,06 0,08 0,26 0,40
Familie/27P 0,08 0,06 0,12 0,26
Summe 0,18 0,38 0,44 1,00

Des Weiteren wurde bei den bisherigen Ausfihrungen lediglich auf gruppierte Merkmale
abgestellt. Die Haufigkeitstabellen konnen jedoch problemlos an klassierte Merkmale ange-
passt werden, die konkrete Auspragung eines gruppierten Merkmals wird dann lediglich
durch die Klassenbezeichnung ersetzt. Damit kdnnen sogar gruppierte und klassierte Merk-
male in einer Tabelle kombiniert werden.

Auch das Skalenniveau der Merkmale spielt - ganz im Gegensatz zu den nachfolgenden
Abschnitten - keine Rolle, lediglich die Bezeichnung der Haufigkeitstabelle wird in Abh&ngig-
keit vom Skalenniveau der Merkmale unterschieden. Liegt mindestens ein nominal skaliertes
Merkmal vor, so wird von der zweidimensionalen Haufigkeitstabelle als Kontingenztabelle

gesprochen, bei mindestens zwei ordinal skalierten Merkmalen von der Korrelationstabelle.
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Bedingte relative Haufigkeiten und statistische Unabhangigkeit

Werden nur einzelne Zeilen der zweidimensionalen Tabelle betrachtet, so zerfallt das Merk-
mal X in die marginalen Bereiche (X1), (X2), ... (Xm).

Es lasst sich nun jede marginale Klasse wiederum als eine Grundgesamtheit auffassen, die
durch das Merkmal Y in n Teilmengen zerlegt wird. Jedem Bereich X; lasst sich somit wieder
eine Verteilung zuordnen. Hieraus lassen sich dann die bedingten relativen Haufigkeiten
errechnen.

[ Definition: bedingte relative Haufigkeiten ]

Gegeben seien zwei Merkmale X und Y. In Abhangigkeit von den Auspragungen des
Merkmals xi miti=1, 2, ..., m lasst sich die gesamte statistische Masse in m Teilmengen
zerlegen und fur jede dieser Teilmengen die Verteilung der yk bestimmen. Die sich hier-
aus ergebenden relativen Haufigkeiten werden dann bedingte relative Haufigkeiten
genannt:

fy, [x) = h, <= absolute Haufigkeit von x; undy,
Vel %)= h. < Randhaufigkeit von x;

] 7

Eine analoge Betrachtung ist grundséatzlich auch umgekehrt fiir die Verteilung der xi unter der
Bedingung der yx moglich. Allerdings wird gemeinhin ein Einfluss des Merkmals X auf das
Merkmal Y unterstellt. Der Variablen Y wird daher im Normalfall das Merkmal zugeordnet,
das vom Merkmal X abhangig ist; Y ist die abhéngige und X die unabhangige Variable.

Beispiel:

Um die Berechnung bedingter relativer Haufigkeiten zu konkretisieren, greifen wir erneut
den Zusammenhang der beiden Merkmale 'Gasteart' (F3: Gart) und ‘Informationsquelle’
(F2: Info) auf. Dieser wurde in einer zweidimensionalen Haufigkeitstabelle erfasst:

hi Informationsquelle

Géasteart DJH-Verzeichnis Empfehlung Internet Summe
Schulklasse 2 12 3 17
Gruppe/Verein/Junior 3 13 20
Familie/27P 4 3 6 13
Summe 9 19 22 50

Wenn nun eine Abhéangigkeit der Informationsquelle von der Gasteart vorliegen soll, dann
muss sich zeigen lassen, dass sich das Informationsverhalten der verschiedenen Gaste-
arten grundsatzlich unterscheidet.

Hierzu wird die Gesamtheit aller Gaste in die drei Teilmengen Schulklasse, Gruppe/Ver-
ein/Junior und Familie/27P zerlegt und mit Hilfe der bedingten relativen Haufigkeiten die
relative Verteilung innerhalb dieser drei Teilmengen betrachtet:
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f(yilXi) Informationsquelle

Géasteart DJH-Verzeichnis Empfehlung Internet Summe
Schulklasse 0,118 0,706 0,176 1,000
Gruppe/Verein/Junior 0,150 0,200 0,650 1,000
Familie/27P 0,308 0,231 0,462 1,000
Summe 0,180 0,380 0,440 1,000

70,6% der Gaste aus Schulklassen beziehen danach ihre Informationen zur Jugendher-
berge Uber Empfehlungen, die relative Haufigkeit fur y=y> (Empfehlung) unter der Be-
dingung dass x=x1 (Schulklasse) betragt also:

_hy, 12

f X,)=—%="=-=0,706
VAR h, 17

Demgegenuber liegt der Anteil der Gaste aus Gruppe/Verein/Junior bzw. Familie/27P bei
dieser Merkmalsauspragung mit

f(y2 1%) =2 = 2 =0200
2.

(Y2 1%:)= 1% = = <0231
3.

deutlich niedriger.

Je unterschiedlicher die Verteilung zwischen diesen Teilmengen der X-Variablen ausféallt,
desto stéarker ist die Abhangigkeit zwischen den beiden betrachteten Merkmalen. Umgekehrt
gilt dann nattrlich, dass zwischen zwei Merkmalen keine Abhangigkeit existiert, wenn die
Verteilung bei allen Teilmengen der X-Variablen identisch ist. Oder anders formuliert: Alle
bedingten relativen Haufigkeiten fur eine konkrete Merkmalsauspragung yk waren bei Unab-
hangigkeit der beiden Merkmale gleich. In diesem Fall wirden die bedingten relativen Haufig-
keit auch mit der relativen Randhaufigkeit von yk Ubereinstimmen.

[ Definition: statistische Unabhangigkeit J

Das Merkmal Y heildt statistisch unabhangig von Merkmal X, wenn alle bedingten
Verteilungen von yk gleich sind:

F(Ye | X)) =Ty | X)) =... =Ty, | X)) = Ty fur k=1,2,...,n

Wegen f(yk | xi) = hik / hi. =fx = hk /N gilt dann bei Unabhéangigkeit:
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Sind die beiden Merkmale X und Y voneinander statistisch unabhéngig, dann ist die zwei-
dimensionale Haufigkeitsverteilung also durch das Produkt aus den beiden Randverteilungen
von X und Y eindeutig bestimmt.

Beispiel:

Bei statistischer Unabhéangigkeit und den gegebenen Randhaufigkeiten hatte die zwei-
dimensionale Haufigkeitstabelle der Merkmale 'Géasteart’ (F3: Gart) und 'Informations-
guelle' (F2: Info) folgendes Aussehen:

hi Informationsquelle

Gasteart DJH-Verzeichnis Empfehlung Internet Summe
Schulklasse 3,060 6,460 7,480 17,0
Gruppe/Verein/Junior 3,600 7,600 8,800 20,0
Familie/27P 2,340 4,940 5,720 13,0
Summe 9,0 19,0 22,0 50,0

Von den 17 Gasten aus Schulklassen wirden folglich bei statistischer Unabhangigkeit der
Merkmale

h, -h 17-9
h11= 1. .l=

N 50

= 3,060 Personen

das DJH-Verzeichnis als zentrale Informationsquelle nutzen, was einem Anteil (= bedingte
relative Haufigkeit) von

_hy, 3060
h, 170

fly, [ x,) =0,180

entspricht.
Auch der Anteil der Gruppen/Vereine/Junioren und der Anteil der Familien/Senioren, die

das DJH-Verzeichnis als zentrale Informationsquelle nutzen,

h 3,600
fy,|x,)=-2="""=0,180

172 h, 200

h 2,340
fly,[%3)= h31 = 130 =0,180

1

liegt dann bei exakt 18%. Den gleichen Wert nimmt dann logischerweise auch die relative
Randhaufigkeit y.1 an. Natirlich muss dieser Zusammenhang auch fir die beiden anderen
Merkmalsauspragungen von y (Empfehlung und Internet) gelten:

f(yilxi) Informationsquelle

Gasteart DJH-Verzeichnis Empfehlung Internet Summe
Schulklasse 0,180 0,380 0,440 1,000
Gruppe/Verein/Junior 0,180 0,380 0,440 1,000
Familie/27P 0,180 0,380 0,440 1,000
Summe 0,180 0,380 0,440 1,000
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MaR von Cramér

Sind zwei Merkmale statistisch unabhéngig, dann entsprechen ihre zweidimensionalen
Haufigkeiten dem Produkt der Randh&aufigkeiten dividiert durch N. Je starker ihre tatsach-
lichen gemeinsamen Haufigkeiten von diesem Wert abweichen, desto starker ist folglich ihre
Abhéangigkeit. Genau auf diesen Uberlegungen basiert das MaR von Cramér.

[ Definition: MalR von Cramér C ]

Gegeben seien zwei mindestens nominal skalierte Merkmale X und Y. Das Mal3 von
Cramér C misst die Starke der statistischen Abhéngigkeit zwischen diesen Merkmalen:

C:\/l- o
N min((m-1);(n—-1))

mit

hY
xz—ii(hik; .h’i ) =NK§1§1 hi_h.ih_k}l}

7

Die Mal3zahl C bewegt sich im Wertebereich von Null bis Eins. Bei vollstandiger statistischer
Abhangigkeit nimmt das MalR von Cramér den Wert von Eins an, bei vollstandiger statisti-
scher Unabhéangigkeit den Wert von Null.

Aufgabe:

Fur die Leitung der Jugendherberge ist es sicherlich von Bedeutung, inwieweit sie sich auf
Stammgaste stlitzen kann und ob diese bei den verschiedenen Gastearten unterschied-
lich stark vertreten sind. Im weitesten Sinne ist hier eine Person als Stammgast einzu-
schatzen, wenn sie nach dem aktuellen Aufenthalt beabsichtigt, die Jugendherberge in
naher Zukunft wieder zu besuchen (vgl. Frage 7: Awie). Eine weitere Differenzierung der
Stammgaste unter Berilicksichtigung von Frage 1 (friherer Aufenthalt) soll zumindest an
dieser Stelle nicht weiter verfolgt werden. Die Abhangigkeit der Stammgaste von der
Gasteart lasst sich damit Gber eine zweidimensionale Haufigkeitsverteilung der Merkmale
‘Gasteart' (Frage 3: Gart) und 'Erneuter Besuch' (Frage 7: Awie) beschreiben:

hi, Stammgast

Gasteart Nein Ja Summe
Schulklasse 12 5 17
Gruppe/Verein/Junior 10 10 20
Familie/27P 4 9 13
Summe 26 24 50

Berechnen Sie hieraus ein geeignetes Zusammenhangsmal} fiir die Abhangigkeit der
Stammgaste von der Gasteart und interpretieren Sie das Ergebnis.
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Exkurs: Test auf statistische Unabhangigkeit (Unabhangigkeitstest)

Fur die Abhangigkeit der Stammgaste von der Gasteart aus der vorangegangenen Aufgabe
errechnet sich ein Maf3 von Cramér in Hohe von 0,307. Demnach existiert eine statistische
Abhangigkeit, auch wenn sie eher schwach ausgepragt ist.

Diese Aussage ist allerdings mit grof3er Vorsicht zu 'genief3en’. Erinnern wir uns an die zu-
grunde liegende Datenbasis. Das Ergebnis wurde aus der Analyse einer statistischen Masse
von 50 Gasten gewonnen. Hatten wir exakt dieses Ergebnis aus der Analyse der Grund-
gesamtheit, also der Gesamtzahl aller Gaste der Jugendherberge innerhalb eines Jahres,
gewonnen, dann liel3e sich das Ergebnis der Cramérschen Maf3zahl genau so interpretieren.
Unser Ergebnis kann jedoch zufallsbedingten Verzerrungen unterliegen, da aus der Gesamt-
zahl von mehreren Tausend Gasten eine mehr oder weniger willkirliche Teilmenge (= Stich-
probe) von nur 50 Personen untersucht wurde.

Um genau diesen Zufallseinfluss zu quantifizieren, benétigen wir das Instrumentarium der
induktiven Statistik. Selbst wenn in der Grundgesamtheit absolut keine statistische Abhangig-
keit zwischen zwei Merkmalen besteht, kann die zufallige Auswahl von Einheiten aus dieser
Grundgesamtheit und - wie im vorliegenden Beispiel - ein geringer Umfang der Stichprobe zu
einem Ergebnis fiihren, das eine statistische Abhangigkeit signalisiert.

Es ist daher weiter zu untersuchen, wie wahrscheinlich ein solches Stichprobenergebnis ist,
wenn von der Annahme ausgegangen wird, dass in der Grundgesamtheit keine statistische
Abhangigkeit vorliegt. Tendiert diese Wahrscheinlichkeit gegen Null, so liegt umgekehrt die
Vermutung nahe, dass die getroffene Annahme falsch ist. Die Annahme einer statistischen
Unabhangigkeit der beiden Merkmale ware folglich zu verwerfen, das Stichprobenergebnis
ware dann fundiert. Die Statistik spricht in diesem Fall von einem signifikanten Stichproben-
ergebnis, das eine Verallgemeinerung zulasst, sich also von der Stichprobe auf die unbe-
kannte Grundgesamtheit Ubertragen lasst.

Auf diesen allgemeinen Uberlegungen basiert nun der statistische Unabhangigkeitstest. Da-
nach wird eine Grundgesamtheit unterstellt, in der die beiden Merkmale X und Y statistisch
unabhangig sind. Hieraus resultiert die zu tberprifende Nullhypothese:

Ho: Die Merkmale X und Y sind statistisch unabhangig
(Hi: Die Merkmale X und Y sind voneinander abhéngig)

Zur Uberprifung der Nullhypothese wird aus dieser Grundgesamtheit eine Stichprobe im
Umfang von N statistischen Einheiten gezogen und die Merkmalsauspragungen von X und Y
in der bekannten zweidimensionalen Haufigkeitstabelle erfasst. Sind die beiden Merkmale in
der Grundgesamtheit nun tatsachlich statistisch unabhéngig, so wird dies naherungsweise
auch fur die Stichprobe gelten. Die erfassten (empirischen) Haufigkeiten der zweidimen-
sionalen Haufigkeitstabelle weichen dann nur minimal von denen bei statistischer Unab-
hangigkeit ab. Der Chi-Quadrat-Wert, der genau diese Differenzen erfasst, eignet sich folg-
lich ideal zur Uberpriifung der Nullhypothese:

h -h, Y
T= ig(hik ;i_.hl.\i j K%é h; 'i J }
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Wirden nun aus dieser Grundgesamtheit mit voneinander unabhangigen Merkmalen X und
Y eine Vielzahl solcher Stichproben im Umfang N gezogen, dann wirden die relativen Hau-
figkeiten der T - Werte aus diesen Stichproben dem Verlauf einer Chi-Quadrat - Verteilung
entsprechen. Oder anders (statistischer) formuliert: Gilt die oben formulierte Nullhypothese,
so ist die Prif- oder TestgréRe T Chi-Quadrat - verteilt mit (m-1)-(n-1) - Freiheitsgraden df.
Die Variable m entspricht dabei der Anzahl der Merkmalsausprdgungen von X und die
Variable n der Anzahl der Merkmalsauspragungen von Y.

T~X2 mit: df = (m-1) - (n-1)

Bei Kenntnis der konkreten Verteilung der TestgroRe T lasst sich eine Entscheidungsregel
formulieren, die dann zu einer Ablehnung oder Nichtablehnung der Nullhypothese flhrt.
Hohe Werte der TestgroR3e sind bei Giiltigkeit der Nullhypothese eher unwahrscheinlich.
Ubersteigt also der Wert der TestgroRe T aus der Stichprobe einen festgelegten (kritischen)
Wert und liegt damit im sog. kritischen Bereich (KB), dann ist die Nullhypothese abzulehnen.

KBa = [def; 1a, +CD)

Der kritische Wert X2, 1 entspricht dabei dem (1-a) - Quantil der Chi-Quadrat - Verteilung
mit df = (m-1) (n-1) - Freiheitsgraden (vgl. Tabelle 2). Hierbei wird der kritische Wert so
festgesetzt, dass gemalR unterstellter Chi-Quadrat - Verteilung 90%, 95% oder gar 99% aller
Chi-Quadrat - Werte darunter liegen. Dies impliziert natirlich, dass selbst bei Gultigkeit der
Nullhypothese mit einer Wahrscheinlichkeit von 10%, 5% oder nur 1% noch Werte der
TestgroRe T in einer Stichprobe auftreten kdénnen, die Uber dem kritischen Wert liegen. In
diesem Fall wirde der Anwender des Testverfahrens eine Fehlentscheidung treffen. Er
wurde dann die Nullhypothese ablehnen, obwohl sie richtig ist. Diese Wahrscheinlichkeit wird
daher als Irtumswahrscheinlichkeit a (bzw. Signifikanzniveau) bezeichnet:

a = Irtumswahrscheinlichkeit bzw. Signifikanzniveau = 0,05 (evtl. auch 0,10 oder 0,01)

Je geringer das Signifikanzniveau, desto geringer ist nattrlich auch die Wahrscheinlichkeit,
genau diesen Fehler zu begehen, also die Nullhypothese abzulehnen, obwohl sie richtig ist.
In Anlehnung an die Variablenbezeichnung wird hier vom a-Fehler (oder Fehler 1. Art) ge-
sprochen. Soll diese Fehlerquelle mdglichst minimiert werden (ein vollstandiges Ausschalten
gibt es nicht!!ll), muss das Signifikanzniveau mit 0,01 oder sogar 0,001 sehr klein gewahlt
werden. Allerdings geht damit zwangslaufig eine zweite Fehlerquelle, der Fehler 2. Art bzw.
B-Fehler, einher, namlich die Nullhypothese nicht abzulehnen, obwohl sie eigentlich falsch
ist. Sozusagen als Kompromiss, um beide Fehlerquellen nicht allzu grol3 werden zu lassen,
hat sich ein Signifikanzniveau a in Hohe von 5% etabliert. Wir werden uns daher im folgen-
den an diesem Niveau orientieren. Der kritische Wert zur Uberprufung der Nullhypothese
entspricht dann dem 0,95-Quantil der Chi-Quadrat - Verteilung bei vorgegebenen Freiheits-
graden. Tabelle 2 zeigt auf der nachfolgenden Seite ausgewahlte Quantile der Chi-Quadrat -
Verteilung bei Freiheitsgraden zwischen 1 und 35; die Spalte mit dem 0,95-Quantil, die ja mit
einem Signifikanzniveau von 0,05 korrespondiert, ist dabei entsprechend hervorgehoben.

Daruber hinaus ist auch zu beachten, dass die Qualitdt eines Testverfahrens entscheidend
vom Umfang der Stichprobe abhéngt. Ein hinreichend grof3er Stichprobenumfang ist ge-
geben, wenn die bei Unabhangigkeit realisierten absoluten Haufigkeiten in den Zellen einen
Wert von 5 nicht unterschreiten:

h.-hy
N

>95
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[ Tabelle 2 ]
Quantile (1-a) der Chi-Quadrat - Verteilung
df 0,10 0,30 0,50 0,70 0,90 0,95 0,99
1 0,0158 0,1485 0,4549 1,0742 2,7055 3,8415 6,6349
2 0,2107 0,7133 1,3863 2,4079 4,6052 5,9915 9,2103
3 0,5844 1,4237 2,3660 3,6649 6,2514 7,8147 11,3449
4 1,0636 2,1947 3,3567 4,8784 17,7794 9,4877 13,2767
5 1,6103 2,9999 4,3515 6,0644 9,2364 11,0705 15,0863
6 2,2041 3,8276 5,3481 7,2311 10,6446 12,5916 16,8119
7 2,8331 4,6713 6,3458 8,3834 12,0170 14,0671 18,4753
8 3,4895 5,5274 7,3441 9,5245 13,3616 15,5073 20,0902
9 4,1682 6,3933 8,3428 10,6564 14,6837 16,9190 21,6660
10 4,8652 17,2672 9,3418 11,7807 15,9872 18,3070 23,2093
11 5,5778 8,1479 10,3410 12,8987 17,2750 19,6751 24,7250
12 6,3038 9,0343 11,3403 14,0111 18,5493 21,0261 26,2170
13 7,0415 9,9257 12,3398 15,1187 19,8119 22,3620 27,6882
14 7,7895 10,8215 13,3393 16,2221 21,0641 23,6848 29,1412
15 8,5468 11,7212 14,3389 17,3217 22,3071 24,9958 30,5779
16 9,3122 12,6243 15,3385 18,4179 23,5418 26,2962 31,9999
17 10,0852 13,5307 16,3382 19,5110 24,7690 27,5871 33,4087
18 10,8649 14,4399 17,3379 20,6014 25,9894 28,8693 34,8053
19 11,6509 15,3517 18,3377 21,6891 27,2036 30,1435 36,1909
20 12,4426 16,2659 19,3374 22,7745 28,4120 31,4104 37,5662
21 13,2396 17,1823 20,3372 23,8578 29,6151 32,6706 38,9322
22 14,0415 18,1007 21,3370 24,9390 30,8133 33,9244 40,2894
23 14,8480 19,0211 22,3369 26,0184 32,0069 35,1725 41,6384
24 15,6587 19,9432 23,3367 27,0960 33,1962 36,4150 42,9798
25 16,4734 20,8670 24,3366 28,1719 34,3816 37,6525 44,3141
26 17,2919 21,7924 25,3365 29,2463 35,5632 38,8851 45,6417
27 18,1139 22,7192 26,3363 30,3193 36,7412 40,1133 46,9629
28 18,9392 23,6475 27,3362 31,3909 37,9159 41,3371 48,2782
29 19,7677 24,5770 28,3361 32,4612 39,0875 42,5570 49,5879
30 20,5992 25,5078 29,3360 33,5302 40,2560 43,7730 50,8922
31 21,4336 26,4397 30,3359 34,5981 41,4217 44,9853 52,1914
32 22,2706 27,3728 31,3359 35,6649 42,5847 46,1943 53,4858
33 23,1102 28,3069 32,3358 36,7307 43,7452 47,3999 54,7755
34 23,9523 29,2421 33,3357 37,7954 44,9032 48,6024 56,0609
35 24,7967 30,1782 34,3356 38,8591 46,0588 49,8018 57,3421
Lesebeispiel: 1-a=0,95 und df =2 — x2,952 =5,9915
— f(x2 < 5,9915) = F(5,9915) = 0,95
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Beispiel:

Bevor also das Ergebnis von Cramér als Mal3zahl fiur die Stéarke der statistischen Ab-
hangigkeit zweier Merkmale im Detail interpretiert werden kann, ist das Ergebnis auf Sig-
nifikanz zu Gberprufen.

Es stellt sich folglich die Frage, ob der errechnete Chi-Quadrat - Wert in Hohe von 4,70
ausreicht, die Nullhypothese abzulehnen. Die Nullhypothese geht in diesem Fall davon
aus, dass die beiden Merkmale Gasteart und Stammgast statistisch unabhéngig von-
einander sind. Bei m=3 Auspragungen des Merkmals '‘Gasteart' und n=2 Auspragungen
des Merkmals 'Stammgast' ist die TestgroRe T Chi-Quadrat - verteilt mit df=(3-1)-(2-1)=2
Freiheitsgraden. Dieser Verlauf lasst sich wie folgt skizzieren:

Chi-Quadrat - Dichtefunktion
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0,0010 \ -
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Chi-Quadrat - Verteilungsfunktion
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0,1000
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df=2

Die Dichtefunktion beschreibt die relativen Haufigkeiten (induktiv: Wahrscheinlichkeiten)
einer Chi-Quadrat - verteilten Variablen, die Verteilungsfunktion in bekannter Weise die
kumulierten relativen Haufigkeiten (Wahrscheinlichkeiten). Diese entsprechen der je-
weiligen Flache unter der Dichtefunktion.

Somit kénnen - zumindest bei genauer Betrachtung - sdmtliche Informationen zur Durch-
fuhrung des Signifikanztestes direkt aus den beiden Grafiken abgelesen werden. Der
kritische Wert, der die untere Grenze des kritischen Bereichs markiert, beginnt bei einem
unterstellten Signifikanzniveau von 0,05 dort, wo die Verteilungsfunktion F exakt den Wert
von 0,95 (=1-0,05) erreicht.
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Danach liegt der kritische Wert bei etwa 6,0. Der Blick in Tabelle 2 liefert fir das 0,95-
Quantil bei 2 Freiheitsgraden ein exaktes Ergebnis von 5,9915 (vgl. auch Wert der Excel-
Funktion 'CHIINV(0,05; 2)' mit 0,05=a und 2=df).

Auf der Grundlage der so gewonnenen Informationen lasst sich nun der Chi-Quadrat - Un-
abhangigkeitstest durchfuhren:

Ho: Die Merkmale Géasteart und Stammgast sind statistisch unabhéngig

T=4,70

a=0,05

df =(3-1) - (2-1) =2

T~X%

KBo,os = [X%2; 0,05 ; +30) =[5,9915; +0)

— Da die TestgroRRe T nicht im kritischen Bereich liegt, kann die Nullhypothese nicht
abgelehnt werden. Weitergehende Aussagen zur MafRzahl von Cramér sind demnach
statistisch nicht gesichert (nicht signifikant).

An diesem Beispiel lasst sich zugleich der Einfluss des Stichprobenumfangs auf das Test-

ergebnis zeigen. Wiurde sich bspw. der Stichprobenumfang auf N=100 verdoppeln und in

gleicher Weise auch alle bisherigen absoluten Haufigkeiten der zweidimensionalen Hau-
figkeitstabelle, dann wiirde sich auch der Wert der Prif- und Testgrol3e T verdoppeln:

||
M3

h. -h
hik_ i. k - )
i( N j HZZ hi ]_ } 100- (1094 —1) = 9,4

k=1 hi. 'h.k i=1k 1
N

N
N

Bei ansonsten konstanten Testbedingungen wirde T jetzt Uber dem kritischen Wert von
5,9915 und damit im kritischen Bereich liegen. Die Nullhypothese wirde nun abgelehnt
werden, was bedeutet, dass von einer signifikanten Abhangigkeit zwischen Gasteart und
Stammgast ausgegangen werden kann.

Da die relativen Haufigkeiten konstant geblieben waren, hatte sich das Mal3 von Cramér

=\/ L : 94 =0,307
100 min((3-1);(2-12)

ebenfalls nicht geé&ndert. Bei abgelehnter Nullhypothese kdnnte folglich zumindest eine
schwache statistische Abhangigkeit zwischen Gasteart und Stammgast festgestellt wer-
den.
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9. Zusammenhang bei metrischen Merkmalen

Je hoher das Skalenniveau der Merkmale X und Y, desto gréRer sind die statistischen Aus-
wertungsmoglichkeiten. Auf die Analyseverfahren metrischer Merkmale soll daher im Folgen-
den detailliert eingegangen werden.

Im Rahmen der Gastebefragung (vgl. Abbildung 1) sind drei Merkmale erfasst worden, die
metrisch skaliert sind: die Anzahl an Ubernachtungen (F4: Nach), die Gesamtbewertung der
Jugendherberge in Punkten (F6: Gbew) und das Alter (F9: Alte). Der paarweise Zusammen-
hang zwischen diesen drei Merkmalen soll daher in diesem Kapitel néher betrachtet werden.
Es geht also konkret um die Frage, ob das Alter der Gaste in irgendeiner Form einen Einfluss
auf deren Ubernachtungsdauer bzw. deren Gesamtbewertung hat oder ob die Gesamtbe-
wertung vielleicht von der vorausgegangenen Ubernachtungsdauer abhangt.

Um dabei die Analyseverfahren metrischer Merkmale mit ihrer Vielzahl verschiedener Aus-
pragungen maglichst Gberschaubar zu halten, soll die statistische Masse auf 20 ausgewahlte
Gaste reduziert werden. In der nachfolgenden Tabelle 3 sind die 20 Datensétze zu den drei
metrischen Merkmalen erfasst.

| Tabelle 3 ]
Ausgewahlte Datensatze (20)

Nach Gbew Alte
F4 F6 F9
4 47 58
2 43 38
1 41 32
4 46 47
5 47 54
3 45 43
2 41 33
3 46 52
2 44 44
3 45 44
2 41 31
1 42 26
1 41 20
3 44 14
5 46 13
5 46 11
3 49 9
5 50 10
3 42 15
2 43 34

Alternativ konnten die Informationen zu den Merkmalen zumindest paarweise auch in einer
zweidimensionalen Haufigkeitstabelle (bei metrischen Merkmalen: Korrelationstabelle) darge-
stellt werden.
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Allerdings macht dies bei metrischen Merkmalen mit einer Vielzahl unterschiedlicher Aus-
pragungen meist keinen Sinn. Zum einen resultieren hieraus eine Vielzahl von Zeilen und
Spalten, was die Lesbarkeit dieser Tabellen erheblich einschrankt. Zum anderen stimmt
kaum ein Wertepaar in beiden Auspragungen mit anderen Wertepaaren tberein, so dass in
den Zellen solcher Tabellen nur absolute Haufigkeiten von Null oder Eins ausgewiesen
werden. Zur Analyse metrischer Merkmale wird daher meist auf die Liste mit den originéren
Wertepaaren zuriickgegriffen.

Streudiagramm

Erste wichtige Anhaltspunkte tber die Abh&ngigkeit von Merkmalen lassen sich relativ ein-
fach aus dem so genannten Streudiagramm gewinnen. Da beide Merkmale Uber eine
naturliche Rangordnung verfiigen, macht es Sinn, die beobachteten Wertepaare in Form von
Punkten in ein Koordinatensystem einzutragen. Die Merkmalsauspragungen von X finden
sich dabei auf der Abszisse, die von Y auf der Ordinate. Die hieraus hervorgehende
Punktewolke gibt dann wichtige Hinweise nicht nur auf die Starke, sondern auch auf die Art
des Zusammenhangs.

[ Abbildung 2 |

Beispielhafte Darstellung verschiedener Streudiagramme

Vi VA YA

<Y
<Y
<Y

So zeigen die beiden ersten Beispiele in Abbildung 2 einen positiven linearen Zusammen-
hang, der im ersten Beispiel starker ausgepragt ist, weil die Wertepaare wesentlich enger um
eine lineare Funktion (Gerade) angeordnet sind. Wahrend im dritten Beispiel kein Zusam-
menhang erkennbar ist, deutet das vierte dagegen wieder auf einen starken, allerdings
nichtlinearen Zusammenhang hin.

Beispiel:

In den Streudiagrammen zu den drei ausgewahlten Merkmalen auf der nachsten Seite
sind vergleichbare Verlaufsmuster zu beobachten. Jedoch nur eine Abbildung, ndmlich die
zwischen den Merkmalen 'Ubernachtung’ und 'Gesamtbewertung, weist auf einen
linearen Zusammenhang hin und &hnelt im weitesten Sinne der ersten Modellvariante aus
Abbildung 2.

Wie wichtig eine einleitende Analyse mittels Streudiagramm sein kann, demonstrieren die
beiden anderen Beispiele zum Zusammenhang von Alter und Gesamtbewertung bzw.
Alter und Ubernachtung. In beiden Fallen ist offensichtlich, dass kein durchgéngig linearer
Zusammenhang vorliegt.
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) Streudiagramm
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In beiden Beispielen ware daher ein differenzierteres Vorgehen notwendig. Zwei Varian-
ten bieten sich hierbei an. Zum einen lie3e sich die Beschreibung des Gesamtzusam-
menhangs in zwei (gegenlaufige) Komponenten zerlegen. Sichtbar ist in beiden Streu-
diagrammen ein ausgepragter negativer linearer Zusammenhang fir Gaste unter 20
Jahren und ein ausgepragter positiver linearer Zusammenhang fur Gaste ab 20 Jahren.
Zum anderen konnten beide Komponenten Uber einen nichtlinearen Ansatz als Poly-
nom 2. Grades (quadratische Funktion) erfasst werden. Nichtlineare Funktionen werden
im Rahmen der Regressionsanalyse in Teil IV ausfihrlicher diskutiert.

Da nur der Zusammenhang zwischen den Merkmalen 'Ubernachtung' und 'Gesamtbe-
wertung' ein klassisch lineares Verlaufsmuster zeigt, soll genau dieses Beispiel nach-
folgend genauer betrachtet werden.

Kovarianz

Betrachtet werden also - wie in den bisherigen Beispielen - zwei metrische (quantitative)
Merkmale X und Y. Zu diesen Merkmalen liegen N Beobachtungspaare von Merkmals-
auspragungen (x1,y1), (x2,y2), ..., (xn,yn) vor. Ein linearer Zusammenhang liegt dann vor,
wenn die Erh6hung von X um genau eine Einheit zu einer Veranderung bei Y um einen kon-
stanten Wert flhrt. Die Schwankung von Y wird also durch die Schwankung von X ausgelost.
In Anlehnung an die Varianz, die die Schwankungsbreite eines metrischen Merkmals quan-
tifiziert, misst die Kovarianz die gemeinsame Variabilitat der beiden Merkmale X und Y.

[ Definition: Kovarianz Cov ]

Gegeben seien die beiden gemeinsam auftretenden metrisch skalierten Merkmale X und
Y mit ihren arithmetischen Mittelwerten. Bei gegebener zweidimensionaler Haufigkeits-
verteilung mit den absoluten Haufigkeiten h(xi; yk) bzw. den relativen Haufigkeiten f(xi; y«)
miti=1,..., m und k =1,..., n errechnet sich die Kovarianz Cov wie folgt:

Cov(X,Y) = %ii(xi —;)(yk _9)'hik =

i=1 k=1

Xi Yy - hy —§§

'ME
M-

Zl-
T

k=1

bzw.

Cov(X,Y) = ii(xi —X)(Yi —¥)- i =iixi Vi fi—x-y

i=1 k=1 i=1k=1

Bei klassierten Werten werden in bekannter Weise die konkreten Merkmalsauspra-
gungen xi und yk durch die jeweiligen Klassenmitten xi' und y«' ersetzt.

Wird die Kovarianz aus den Paaren von Beobachtungswerten (xi; yi) mit i =1,..., N be-
rechnet, vereinfacht sich die Formel zu:

COV(X’Y):;ZN;(Xi _;)(yi _Y):Ii-li X; - Y _;9
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Allerdings sind den Erkenntnissen, die aus der Berechnung der Kovarianz gezogen werden
konnen, enge Grenzen gesetzt. Daher sind folgende Aussagen zu beachten:

e Ist die Kovarianz gleich Null, folgt nicht zwingend, dass kein Zusammenhang zwischen
den Merkmalen X und Y besteht. Es ist lediglich ein linearer Zusammenhang auszu-
schlie3en.

e Die Kovarianz wird umso grof3er, je haufiger zu einer Beobachtung (xi;yi) die Differenzen
der beiden Merkmalsauspragungen xiund yi von ihren jeweiligen Mittelwerten das gleiche
Vorzeichen haben.

e Die Kovarianz wird umso kleiner (negativ), je haufiger zu einer Beobachtung (xiyi) die
Differenzen der beiden Merkmalsauspragungen xi und yi von ihren jeweiligen Mittelwerten
das entgegen gesetzte Vorzeichen haben.

Beispiel:

Mit Blick auf Tabelle 3 fallt auf, dass sich allein 10 der 20 Wertepaare fir die Merkmale
'Ubernachtung’ und 'Gesamtbewertung' unterscheiden. Lediglich 5 Wertepaare - namlich
(1; 41), (2, 42), (2; 43), (3; 45) und (5; 46) - treten jeweils zweimal auf.

Eine Datenaufbereitung im Rahmen einer zweidimensionalen Haufigkeitstabelle macht
folglich nur wenig Sinn. Bei funf verschiedenen Merkmalsauspragungen von X und sogar
neun verschiedenen Auspragungen von Y ergébe sich eine 5 x 9 - Matrix, deren Zellen in
funf Fallen mit einer 2, in 10 Fallen mit einer 1 und in den restlichen 30 Fallen mit einer O
belegt werden. Das Ausmalf3 der Datenkomprimierung halt sich damit in Grenzen.

Es macht daher - wie meist bei metrischen Merkmalen - Sinn, die Berechnung der Ko-
varianz von Ubernachtung und Gesamtbewertung nach der vereinfachten Formel direkt
aus den einzelnen Wertepaaren vorzunehmen:

Cov(X,Y) = 210 (4-47+2-43+...42-43)-295-44,45 = 2,772 [Néachte - Punkte]

Die Kovarianz weist demnach auf einen gleichgerichteten (positiven) linearen Zusammen-
hang hin.

Weitergehende Aussagen sind allerdings nicht mdglich. Die Kovarianz ist keine standardi-
sierte GroRRe, ihr Wertebereich also weder nach oben noch nach unten beschrankt. Dadurch
wird eine Einschatzung der Starke des linearen Zusammenhangs zwischen zwei Merkmalen
erschwert oder gar unméglich gemacht.

Korrelationskoeffizient von Pearson/Bravais

Die Kovarianz fallt tendenziell umso gréf3er aus, je grol3er auch die Varianzen der beiden
Merkmale X und Y sind. Die Standardabweichungen von X und Y missen daher bei einem
standardisierten Abhangigkeitsmaf beriicksichtigt werden. Genau diese Uberlegungen greift
der Korrelationskoeffizient r von Pearson/Bravais auf und setzt die Kovarianz ins Verhaltnis
zu den beiden Standardabweichungen von X und Y.
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[ Definition: Korrelationskoeffizient rxy ]

Gegeben sei die gemeinsame Verteilung zweier metrisch skalierter Merkmale X und Y
mit der Cov(X, Y) und den Standardabweichungen sx und sy.

_ Cov(X,Y)

S, S,

Xy

heil3t dann Korrelationskoeffizient und ist ein Mal fur die Hohe des linearen Zusammen-
hanges von X und Y. Er bewegt sich im Intervall zwischen -1 und 1, dessen Grenzen er
bei vollstandig negativer bzw. vollstandig positiver linearer Abhangigkeit erreicht.

[~

Aufgabe:

Berechnen Sie fir die beiden Merkmale 'Ubernachtung' und 'Gesamtbewertung' den
Korrelationskoeffizienten als geeignete Mal3zahl fur den linearen Zusammenhang bei
metrischen Merkmalen. Nutzen Sie hierzu die nachfolgende Arbeitstabelle und interpre-
tieren Sie lhr Ergebnis.

Néachte Bewertung
Gast X Yi Xi Y X’ y?
1 4 47 188 16 2209
2 2 43 86
3 1 41 41
4 4 46 184
5 5 47 235
6 3 45 135
7 2 41 82
8 3 46 138
9 2 44 88
10 3 45 135
11 2 41 82
12 1 42 42
13 1 41 41
14 3 44 132
15 5 46 230
16 5 46 230
17 3 49 147
18 5 50 250
19 3 42 126
20 2 43 86
Summe: 59 889 2678
Mittelwert: 2,950 44,450
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Exkurs: Test auf lineare Abhangigkeit (Signifikanz des Korrelationskoeffizienten)

Analog zur Maf3zahl von Cramér lasst sich auch fir den Korrelationskoeffizienten rxy ein
Testverfahren konstruieren, das ein signifikantes Abweichen von Null untersucht. Nur wenn
der Korrelationskoeffizient aus der gewahlten Stichprobe signifikant von Null abweicht, ist
von einem tatsachlichen linearen Zusammenhang zwischen X und Y in der Grundgesamtheit
auszugehen und die Starke dieses Zusammenhangs kann anhand des errechneten Wertes
eingeschatzt werden.

Es wird also eine Grundgesamtheit unterstellt, in der die beiden Merkmale X und Y linear
unabhangig sind:

Ho: Die Merkmale X und Y sind linear unabhé&ngig
(H1: Die Merkmale X und Y sind linear abhangig)

Bei Gultigkeit der Nullhypothese und bei normalverteilten Variablen X und Y l&sst sich zeigen
(hier keine Beweisflihrung), dass die GroRe

mit: N-2=df Freiheitsgraden

einer t - Verteilung folgt.

T~te mit. df = n-2

Liegt nun die Gber den Stichproben-Korrelationskoeffizienten errechnete TestgréRe T im Kkriti-
schen Bereich, dann ist die Nullhypothese abzulehnen. Die Grenze des kritischen Bereichs
errechnet sich aus dem (Uber das Signifikanzniveau) festgelegte Quantil der t - Verteilung.
Dabei ist allerdings zu bertcksichtigen, dass der Korrelationskoeffizient sowohl positive
Werte bis +1 als auch negative Werte bis -1 annehmen kann. Der kritische Bereich ist dem-
nach in einen oberen (positiven) und einen unteren (negativen) Bereich aufzuteilen (= zwei-
seitiger Test). Sie sind so zu wahlen, dass sie jeweils die Halfte der festgelegten Irrtumswahr-
scheinlichkeit a abdecken.

KBa = (-90; -tof: 1-a2] + [taf: 1-2 ; +00)

Beispiel:

Fur die beiden Merkmale 'Ubernachtung' (F4: Nach) und '‘Gesamtbewertung' (F6: Gbew)
hat sich aus der vorliegenden Stichprobe im Umfang von 20 Gasten ein Korrelationskoef-
fizent in Hohe von 0,795 ergeben. Er weist auf einen starken positiven linearen Zusam-
menhang hin, ist allerdings vorab noch auf Signifikanz zu Gberprifen.

Die Nullhypothese

Ho: Die Merkmale X und Y sind linear unabhéngig

kann nur dann abgelehnt werden, wenn die Testgrolie
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- 97195 50-2-5560

\J1-0,7952

im kritischen Bereich liegt. Da bekannt ist, dass diese Testgrof3e grundsatzlich einer t -

Verteilung mit

df = n-2 =20-2 = 18 Fre

folgt, lassen sich bei vorgegebener Irrtumswahrscheinlichkeit (Signifikanzniveau)
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Danach liegt der kritische Wert zu Beginn des oberen Bereichs bei etwa 2. Tabelle 4 liefert
fur das 0,975-Quantil bei 18 Freiheitsgraden einen exakten Wert von 2,1009 (vgl. auch
Wert der Excel-Funktion 'TINV(0,05; 18)' mit 0,05=a und 18=df). Der kritische Wert des

unteren Bereichs liegt dann wegen der Symmetrie der t - Verteilung bei -2,1009.

Da der Wert der Testgréf3e mit 5,56 eindeutig im oberen kritischen Bereich liegt, muss die
Nullhypothese abgelehnt werden. Es ist also von einem signifikanten linearen Zusammen-
hang zwischen der Anzahl an Ubernachtungen und der Gesamtbewertung der Jugend-
herberge auszugehen, der nach dem Ergebnis des Stichproben-Korrelationskoeffizienten

stark positiv ausgepragt

ist.
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[ Tabelle 4 ]
Quantile (1-a/2) der t - Verteilung (Studentverteilung)

df 0,500 0,750 0,800 0,900 0,950 0,975 0,995
1 0,0000 1,0000 1,3764 3,0777 6,3138 12,7062 63,6567
2 0,0000 0,8165 1,0607 1,8856 2,9200 4,3027 9,9248
3 0,0000 0,7649 0,9785 1,6377 2,3534 3,1824 5,8409
4 0,0000 0,7407 0,9410 1,5332 2,1318 2,7764 4,6041
5 0,0000 0,7267 0,9195 1,4759 2,0150 2,5706 4,0321
6 0,0000 0,7176 0,9057 1,4398 1,9432 2,4469 3,7074
7 0,0000 0,7111 0,8960 1,4149 1,8946 2,3646 3,4995
8 0,0000 0,7064 0,8889 1,3968 1,8595 2,3060 3,3554
9 0,0000 0,7027 0,8834 1,3830 1,8331 2,2622 3,2498
10 0,0000 0,6998 0,8791 1,3722 1,8125 2,2281 3,1693
11 0,0000 0,6974 0,8755 1,3634 1,7959 2,2010 3,1058
12 0,0000 0,6955 0,8726 1,3562 1,7823 2,1788 3,0545
13 0,0000 0,6938 0,8702 1,3502 1,7709 2,1604 3,0123
14 0,0000 0,6924 0,8681 1,3450 1,7613 2,1448 2,9768
15 0,0000 0,6912 0,8662 1,3406 1,7531 2,1314 2,9467
16 0,0000 0,6901 0,8647 1,3368 1,7459 2,1199 2,9208
17 0,0000 0,6892 0,8633 1,3334 1,7396 2,1098 2,8982
18 0,0000 0,6884 0,8620 1,3304 1,7341 2,1009 2,8784
19 0,0000 0,6876 0,8610 1,3277 1,7291 2,0930 2,8609
20 0,0000 0,6870 0,8600 1,3253 1,7247 2,0860 2,8453
21 0,0000 0,6864 0,8591 1,3232 1,7207 2,0796 2,8314
22 0,0000 0,6858 0,8583 1,3212 1,7171 2,0739 2,8188
23 0,0000 0,6853 0,8575 1,3195 1,7139 2,0687 2,8073
24 0,0000 0,6848 0,8569 1,3178 1,7109 2,0639 2,7969
25 0,0000 0,6844 0,8562 1,3163 1,7081 2,0595 2,7874
26 0,0000 0,6840 0,8557 1,3150 1,7056 2,0555 2,7787
27 0,0000 0,6837 0,8551 1,3137 1,7033 2,0518 2,7707
28 0,0000 0,6834 0,8546 1,3125 1,7011 2,0484 2,7633
29 0,0000 0,6830 0,8542 1,3114 1,6991 2,0452 2,7564
30 0,0000 0,6828 0,8538 1,3104 1,6973 2,0423 2,7500
40 0,0000 0,6807 0,8507 1,3031 1,6839 2,0211 2,7045
50 0,0000 0,6794 0,8489 1,2987 1,6759 2,0086 2,6778
60 0,0000 0,6786 0,8477 1,2958 1,6706 2,0003 2,6603
70 0,0000 0,6780 0,8468 1,2938 1,6669 1,9944 2,6479
100 0,0000 0,6770 0,8452 1,2901 1,6602 1,9840 2,6259

Lesebeispiel: 1-a/2=0,975 und df =18 — to975 18 =2,1009

— f(t=2,1009) = F(2,1009) = 0,975
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10. Zusammenhang bei ordinalen Merkmalen

Ordinal skalierte Merkmale weisen zwar - wie metrische Merkmale auch - eine natirliche
Rangordnung auf, ihre Abstande sind jedoch nicht interpretierbar. Kennzahlen zur Berech-
nung der Starke des Zusammenhangs zwischen zwei metrisch skalierten Merkmalen, die die
unterschiedlichen Abstande zwischen den Auspragungen erfassen, lassen sich also nicht auf
ordinale Merkmale Ubertragen.

Vielmehr sind vorab deren Auspragungen so zu transformieren, dass die Abstande aller
benachbarten und vorher sortierten Merkmalswerte konstant bleiben. Dies gelingt am ein-
fachsten durch die fortlaufende Vergabe von Rangzahlen von 1 bis N fir jede Merkmalsaus-
pragung eines geordneten Datensatzes. Kommen gleiche Merkmalsauspragungen vor, dann
wird eine mittlere (identische) Rangzahl fir diese Werte vergeben (= Bindungen).

Die gebildeten Rangzahlen kénnen nun wie metrisch skalierte Merkmale behandelt werden,
fur sie lasst sich dann problemlos der bereits bekannte Korrelationskoeffizient nach Pearson/
Bravais berechnen. Im Vergleich zu alternativen Verfahren ist die Anwendung des klassi-
schen Korrelationskoeffizienten zwar etwas rechenintensiver, er fuhrt jedoch bei der Vergabe
von durchschnittlichen Rangzahlen (Bindungen) zu unverzerrten Ergebnissen und soll daher
den Vorzug erhalten.

[ Definition: Rangkorrelationskoeffizient R ]

Gegeben seien zwei gemeinsam erhobene und mindestens ordinal skalierte Merkmale X
und Y. Den aufsteigenden Beobachtungen xi und yi lassen sich Rangzahlen R(xi) und
R(yi) von 1 bis N zuordnen. Bei gleichen Merkmalsauspragungen werden durchschnitt-
liche Rangzahlen vergeben.

Der Rangkorrelationskoeffizient R lasst sich dann auf der Grundlage der fir X und Y ge-
bildeten Rangzahlen nach dem Korrelationskoeffizienten von Person/Bravais berechnen:

_ Cov(R(X).R(y))

Sr(x) “Sr(y)

R

mit;
CoV(R(X),R(Y)) = ;z R(x;)-R(y;)~R()-R(y)

S200 = ,tz (RO ~RO)’

St =y 2 (RO ~RE)’
S~ N+1

%:R(Y)=?
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Der Rangkorrelationskoeffizient bewegt sich ebenfalls im Intervall zwischen -1 und 1, wobei
er diese Grenzen bei vollstandig negativer bzw. vollstandig positiver monotoner Abhangigkeit
erreicht.

Beispiel:

Auf ordinalem Skalenniveau werden im Rahmen der Gastebefragung die Informationen
zur Detailbewertung der Jugendherberge sowie zur Weiterempfehlung erfasst. Aus der
Vielzahl der sich hieraus ergebenden Untersuchungsmaoglichkeiten sollen die beiden
Merkmale 'Bewertung der Verpflegung in der Jugendherberge' (F5d: Verp) und 'Be-
wertung von Service und Kompetenz des Personals' (F5c: SeKo) herausgegriffen werden.
Es wird also mit Hilfe des Rangkorrelationskoeffizienten untersucht, ob die Bewertung der
Verpflegung einen Einfluss auf die Bewertung von Service und Kompetenz des Personals
hat. Um das Beispiel Uberschaubarer zu halten, werden lediglich die Wertepaare von 10
Gasten herangezogen:

Verp SeKo
X Y R(X) R(Y) R(X) - R(Y) R(X)? R(Y)?
5 5 8,0 75 60,00 64,00 56,3
4 4 3,0 25 7,50 9,00 6,3
4 5 3,0 75 22,50 9,00 56,3
5 5 8,0 75 60,00 64,00 56,3
5 4 8,0 25 20,00 64,00 6,3
4 4 3,0 25 7,50 9,00 6,3
5 5 8,0 75 60,00 64,00 56,3
5 5 8,0 75 60,00 64,00 56,3
4 5 3,0 75 22,50 9,00 56,3
4 4 3,0 25 7,50 9,00 6,3
45 46 55,0 55,0 327,50 36500  362,5

Cov(R(X), R(Y)) = 327,50/10 - 5,5 - 5,5 =2,500
s%r(x = 365,0/10 - 5,5% = 6,250

SR = 2,50

s%r(v) = 362,5/10 - 5,5 = 6,00

SR(Y) = 2,449

_ Cov(R(x),R(y)) 2500
SR(x) * SR(y) 2,50-2,449

R =0,408
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Der Rangkorrelationskoeffizient weist somit auf einen mittleren positiven monotonen Zu-
sammenhang hin. Verbessert sich die Bewertung der Verpflegung, dann verbessert sich
tendenziell auch die Bewertung fiir den gesamten Service und Kompetenz des Personals.

Um zu einer solchen verallgemeinernden Aussage zu gelangen, sollte natirlich auch
dieses Ergebnis vorab auf Signifikanz getestet werden. Da der Rangkorrelationskoeffizient
in der hier verwendeten Variante dem Korrelationskoeffizienten entspricht, kann auch das
in Kapitel 9 vorgestellte Testverfahren genutzt werden. In Zweifel zu ziehen sind allerdings
- insbesondere bei dem hier vorliegenden geringen Stichprobenumfang - normalverteilte
Variablen, hier also normalverteilte Rangzahlen. Hierlber werden wir an dieser Stelle
grol3zuigig hinwegsehen.

So kann Nullhypothese

Ho: Die Rangzahlen der Merkmale X und Y sind monoton unabhangig

nur dann abgelehnt werden, wenn die Testgrofie

Tzﬂu/lo_zzlzm

im kritischen Bereich liegt.

Da bekannt ist, dass diese Testgrof3e grundsatzlich einer t - Verteilung mit

df = n-2 = 10-2 = 8 Freiheitsgraden

folgt, lassen sich bei vorgegebener Irrtumswahrscheinlichkeit (Signifikanzniveau)

a=0,05

die Grenzen des kritischen Bereichs tber die t - Verteilung bestimmen.

KBo,0s = (-0 -tg; 1.0,025] + [ts; 1-0,025 ; +90) = (-00: -2,3060] + [2,3060 ; +00)

Da der Wert der Testgrof3e mit 1,264 eindeutig aul3erhalb der kritischen Bereiche liegt,
kann die Nullhypothese nicht abgelehnt werden. Der in der Stichprobe gemessene mono-

tone Zusammenhang ist statistisch nicht gesichert und sollte daher auch nicht verallge-
meinert werden.
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11. Zusammenhang bei Merkmalen mit unterschiedlichem Skalenniveau

Nachdem in den letzten drei Kapiteln Zusammenhangsmalie von zwei nhominalen Merkma-
len, von zwei metrischen Merkmalen und von zwei ordinalen Merkmalen vorgestellt wurden,
stellt sich jetzt natirlich die berechtigte Frage, wie bei zwei Merkmalen mit unterschiedlichem
Skalenniveau zu verfahren ist.

Da eine detaillierte Darstellung dieser Verfahren, den Rahmen dieses Skriptes 'leicht'
sprengen wiurde, soll hier nur auf die grundlegenden Aspekte eingegangen werden. Dabei
wird nach den drei Kombinationsmdglichkeiten nominal-ordinal, nominal-metrisch und ordi-
nal-metrisch unterschieden und soweit notwendig nach der Zuordnung des Skalenniveaus
zur X- oder Y-Variablen.

Kombination eines nominalen und eines ordinalen Merkmals

Wenn der Zusammenhang eines nominalen und eines ordinalen Merkmals bestimmt werden
soll, wird meist auf die Berechnung der Maf3zahl von Cramér zurtickgegriffen. Dies ist aller-
dings nur sinnvoll, wenn die Auspragungen des ordinalen Merkmals Uberschaubar sind.

In der Praxis kommen haufig auch statistische Testverfahren wie U-Test oder H-Test zum
Einsatz. Dabei geht es im Wesentlichen darum, Unterschiede zwischen den nominalen Aus-
pragungen beziiglich der ordinalen Variablen zu erkennen.

Liegt die nominale Variable in dichotomer Form vor, existieren also nur zwei Merkmalsaus-
pragungen zu dieser Variablen, dann lasst sich der in Kapitel 10 vorgestellte Rangkorre-
lationskoeffizient anwenden. Dieser wird dann als biserialer Rangkorrelationskoeffizient Ruis
bezeichnet.

Kombination eines nominalen und eines metrischen Merkmals

Auch fur die Kombination eines nominalen und eines metrischen Merkmals gibt es kein ad-
aguates Zusammenhangsmal3. Im Notfall muss - analog zum vorangegangenen Abschnitt -
die Mal3zahl von Cramér 'herhalten’. Aufgrund einer Vielzahl von Auspragungen des met-
rischen Merkmals ist i.d.R. vorab eine Klassenbildung erforderlich. Die Klassen sind dann
lediglich als unterschiedliche Auspragungen des metrischen Merkmals zu interpretieren.

Haufig wird auch hier auf statistische Testverfahren zurtickgegriffen, um die Unterschiede
zwischen den Gruppen des nominalen Merkmals hinsichtlich einer metrischen Variable zu
Uberprifen. Diese Unterschiede kdnnen dann mit Hilfe des T-Tests auf Signifikanz tUberprift
werden. Allerdings missen dazu alle Kombinationen der nominalen Gruppen untersucht wer-
den. Die Varianzanalyse bzw. Diskriminanzanalyse fassen diese T-Test - Kombinationen zu
einem (umfangreicheren) multivariaten Verfahren zusammen. Bei der Varianzanalyse wird
der Einfluss von mindestens einer nominalen X-Variablen auf eine metrische Y-Variable auf
Signifikanz getestet. Bei der Diskriminanzanalyse verhalt es sich genau umgekehrt, es wird
der Einfluss von mindestens einer metrischen X-Variablen auf eine nominale Y-Variable
untersucht.
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Alternativ kommt mitunter der punktbiseriale Korrelationskoeffizient rpp zum Einsatz. Analog
zu den Ausfiihrungen bei nominalen und ordinalen Merkmalen muss auch hier eine dicho-
tome Variable, also ein nominales Merkmal mit nur zwei Auspragungen, vorliegen. Diese
Auspragungen werden in eine 0-1 - Variable codiert und unter Anwendung des klassischen
Korrelationskoeffizienten verarbeitet.

Kombination eines ordinalen und eines metrischen Merkmals

Auch hier besteht die einfachste Vorgehensweise darin, anstelle des Korrelationskoeffi-
zienten rxy das niedrigere Zusammenhangsmal3, eben den Rangkorrelationskoeffizienten R,
anzuwenden. Alternative Vorgehensweisen hierzu haben sich in der wissenschaftlichen
Anwendung nicht durchgesetzt. Dies liegt schlicht und einfach daran, das der Rangkorre-
lationskoeffizient in dieser Situation ausreichend gute Lésungen liefert.
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Aufgabe l.1.:

200 mannliche Personen wurden nach ihrem Berufsstand und dem ihres Vaters befragt.
Unter den 200 Personen waren 60 S6hne von Angestellten:

Vater (X)
Sohn (Y) Arbeiter Angestellter Beamter Selbstandiger
Arbeiter 40 10 0
Angestellter 40 5 10
Beamter 10 25 25 0
Selbstandiger 0 0 0 10

a) Erganzen Sie die fehlenden Angaben in der Tabelle. Berechnen und interpretieren Sie
aulRerdem die Randhaufigkeiten.

b) Beantworten Sie die Frage, ob der Berufsstand des Sohnes von dem des Vaters ab-
hangig ist. Berechnen Sie hierzu eine geeignete Kennzahl und interpretieren Sie diese.

c) Formulieren Sie fiur den vorliegenden Sachverhalt eine entsprechende Nullhypothese
und testen Sie diese auf einem Signifikanzniveau von 5%.

Losung:
a)
Sohn (Y)

Vater (X) Arbeiter  Angestellter Beamter Selbstandiger Summe
Arbeiter 40 40 10 0 90
Angestellter 10 25 25 0 60
Beamter 0 5 25 0 30
Selbstandiger 0 10 0 10 20
Summe 50 80 60 10 200
h2. = 60

b) bei Unabhangigkeit gilt: hik = (hi. - hk) / N
da z.B. ha1 = 0 <> (20 - 50) / 200 = 5 besteht Abhangigkeit

2 2 2 2
XzzzooK 40 0 25 20 j—l}zl?O,?Z

ot + +ot +
90-50 60-50 60-80 20-10

_ \/ 1 170,72 0533

200 min((4-1):(4-1)
Der Berufsstand des Sohnes héngt also nicht unerheblich von dem des Vaters ab.

c) Ho: Berufsstand Vater und Berufsstand Sohn sind statistisch unabhangig
a=0,05/df=(4-1) - (4-1) =9
T=170,72 ~ X%
KBo,0s = [X%9; 0,05 ; +00) =[16,9190; +0)

— eindeutige Ablehnung der Nullhypothese, da T im kritischen Bereich liegt
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Aufgabe l.2.:

Neben monatlichen Einkommen (in Euro) wurden von Wismarer Studenten Informationen zu
ihren monatlichen Ausgaben (in Euro) und ihrem haufigsten Fortbewegungsmittel (1 = zu
Ful3 bzw. Fahrrad, 2 = Auto) erfragt:

Einkommen 500 400 400 450 500 200 350 450 500 650
Ausgaben 400 200 300 450 300 200 350 450 500 500
Fortbewegung 2 1 2 2 1 2 2 2 2 2

a) Nennen Sie die in der Aufgabe betrachtete statistische Einheit bzw. statistische Masse
sowie die Merkmale mit dem zugehdrigen Skalenniveau.

b) Stellen Sie die Abhangigkeit der Ausgaben vom Einkommen grafisch dar und geben Sie
eine begrundete Schatzung fir die Starke des linearen Zusammenhangs.

c) Uberpriifen Sie Ihre Einschatzung unter b), indem Sie eine geeignete Kennzahl fiir diesen
Zusammenhang berechnen.

d) Lé&sst sich am vorliegenden Datenmaterial ein Einfluss des Fortbewegungsmittels auf die
Ausgaben erkennen? Berechnen Sie ein Zusammenhangsmal3, das den vorliegenden
Skalenniveaus gerecht wird und interpretieren Sie das Ergebnis.

Losung:
Arbeitstabelle:
Studis  Eink. (X) Ausg. (Y) X y? Xi* Y,
1 500 400 250000 160000 200000
2 400 200 160000 40000 80000
3 400 300 160000 90000 120000
4 450 450 202500 202500 202500
5 500 300 250000 90000 150000
6 200 200 40000 40000 40000
7 350 350 122500 122500 122500
8 450 450 202500 202500 202500
9 500 500 250000 250000 250000
10 650 500 422500 250000 325000
4400 3650 2060000 1447500 1692500

a) 1 Student, 10 Studierende in Wismar,
Einkommen (metrisch-verhaltnis),
Ausgaben (metrisch-verhaltnis),
Fortbewegungsmittel (nominal)

b) eindeutige Richtung der Punktewolke von links unten nach rechts oben, allerdings
liegen nicht alle Punkte auf einer Geraden, starker positiver linearer Zusammenhang

C) ry=0,724

d) ja, da bei Fortbewegung zu Fuf3/Fahrrad die niedrigsten Ausgaben von 200 bzw. 300
EUR; da Fortbewegung nominal und Ausgaben metrisch, punktbiserialer Korrelations-
koeffizient oder Varianzanalyse
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Aufgabe 1.3.:

Bei der Veroffentlichung von Unternehmenszahlen fur 2001 hat VW auch auf den Einfluss
des PKW-Absatzes (in Mio. Stiick) auf das Betriebsergebnis (in Mio. EUR) verwiesen. Fur
ausgewahlte Jahre liegen die folgenden Ergebnisse vor:

Jahr 1992 1993 1996 1997 1998 1999 2000
Betriebsergebnis 75  -992 347 696 1147 844 2062
PKW-Absatz 3,4 3,0 4,0 4,3 4,8 4,9 5,2

a) Stellen Sie die Abhangigkeit des Betriebsergebnisses vom PKW-Absatz grafisch dar.
Welche Art und welche Richtung des Zusammenhangs wird hieran deutlich?

b) Berechnen Sie eine geeignete Kennzahl flr den unter a) festgestellten Zusammenhang
und begrinden Sie Ihr Ergebnis 6konomisch.

c) Testen Sie lhr unter b) gewonnenes Ergebnis auf Signifikanz.

Losung:

a) Streudiagramm mit Absatz = X und Betriebsergebnis = Y;
mit steigendem Absatz nimmt das Betriebsergebnis zu, dabei bewegen sich die Werte-
paare eng um eine gedachte Gerade, folglich ein positiver linearer Zusammenhang

b) Arbeitstabelle:

2 2

Jahr Absatz (X) Ergebnis (Y) Xi Vi Xi* Vi
1992 3,4 75 11,56 5625 255,0
1993 3,0 -992 9 984064 -2976,0
1996 4,0 347 16 120409 1388,0
1997 4,3 696 18,49 484416 2992,8
1998 4,8 1147 23,04 1315609 5505,6
1999 4,9 844 24,01 712336 4135,6
2000 5,2 2062 27,04 4251844 10722,4
Summe: 29,6 4179,0 129,1 7874303 22023,4
Mittelwert: 4,229 597,000
Varianz: 0,568 768491,429
Stan.abw.: 0,754 876,636

Cov(X, Y) =22023,4/7 - 4,229 - 597 = 621,743 [Mio.Stlck - Mio.Euro]

rxy = 621,743/ (0,754 - 876,636) = 0,941

d.h. sehr starke lineare Abhangigkeit zwischen PKW-Absatz und dem Betriebsergebnis
von VW, bei positivem Deckungsbeitrag je PKW erhoht sich auch das Betriebsergebnis

¢) Ho: Absatz und Betriebsergebnis sind linear unabhéngig
a=0,05/df=7-2=5

- 994 75 _ 6218

\J1-0,9412

KBo,05 = (-00; -t5; 1.0,025] + [t5; 1:0,025 ; +0) = (-0 -2,5706] + [2,5706 ; +0)

— Ablehnung der Nullhypothese, linearer Zusammenhang ist trotz kleiner Stichprobe
signifikant



Statistik / Teil 1ll: Bivariate Datenanalyse 87

Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 1.4.:

Aus der Erhebung zum Verkehrsverhalten (KONTIV) 2005 stammen die folgenden An-
gaben Uber die Anzahl der PKW im Haushalt (in 1000) nach Haushaltsgréf3en:

PKW-Zahl Haushaltsgrol3e

1 Person 2 Personen 3 Personen 4 Personen
kein PKW 5128 1703 315 155
ein PKW 4443 5101 2562 1767
zwei PKW 3 1416 1574 1221

a) Berechnen Sie zunachst eine allgemeine Mal3zahl fir die Starke des Zusammenhangs
zwischen beiden Merkmalen (ohne Annahme eines bestimmten Skalenniveaus).

b) Begrinden Sie, warum die Berechnung des Rangkorrelationskoeffizienten von Spear-
man hier moéglich ware. Welches Problem tritt hierbei jedoch auf?

c) Berechnen Sie ein nach dem Skalenniveau der Merkmale adaquates Mal3 fiir den Zu-
sammenhang der beiden Merkmale und interpretieren Sie das Ergebnis. Lasst sich
dieses Ergebnis verallgemeinern?

Losung:
a) Mald von Cramér
2 2 2
y? =25388 ~H5128+... g3 +3+J—1} =7257,557
9574 -7301 9574 -.13873 9574 -4214
_ 1 . 7257 557 0378
25388 min((4-1);(3-1))

nach Mal3 von Cramér ein relativ schwacher Zusammenhang zwischen Haushaltsgrof3e
und PKW-Anzahl
b) mindestens ordinal skalierte Merkmale; Problem: sehr grof3e Zahl an Bindungen

c) yekw = (0 - 7301+ 113873 +2 - 4214) /25388 = 0,878 PKW
spkw? = (0% - 7301 + 12 - 13873 + 22 - 4214) / 25388 - 0,8782 = 0,439 PKW?
spkw = 0,662 PKW

XuH = (1 - 9574 + 2 - 8220 + 3 - 4451 + 4 - 3143) / 25388 = 2,046 Personen
suH? = 1,046 Personen?
suH = 1,023 Personen

Cov (X, Y) = (0-1-5128 +...+ 1-1-4430 +...) / 25388 - 0,878 - 2,046 = 0,342 PKW-Pers.
rxy = 0,342 / (0,662 - 1,023) = 0,503

Ho: Haushaltsgré3e und PKW-Zahl sind linear unabhangig
T= _ 0508 25388 -2 =92,737

\1-0,503?

KBo,o5 = (-0 : -tos3ss; 1-0,025] + [t25386: 1-0,025 ; +90) = (-00: -1,96] + [1,96 ; +00)

— eindeutige Ablehnung der Nullhypothese, Ergebnis lasst sich also verallgemeinern
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Aufgabe l1.5.:

Ein Handler erhalt Informationen zum Flaschenpreis und zur abgesetzten Menge einer
bestimmten Sektmarke sowie zum Wetter an diesen Tagen:

Tag Flaschen Preis in EUR Wetter
1. Tag 150 4,00 schlecht
2. Tag 140 5,00 wechselhaft
3. Tag 120 5,00 schon
4. Tag 80 7,00 wechselhaft
5. Tag 50 6,00 schon

a) Die Kovarianz zwischen dem Flaschenpreis und der abgesetzten Menge ergibt einen
Wert von -31,2. Welche Schwierigkeiten treten bei der Interpretation dieser Gréf3e auf?

b) Welche verbesserte MalRzahl lasst sich aus der Kovarianz unter a) ableiten? Berechnen
und interpretieren Sie deren Wert.

c) Berechnen Sie eine geeignete Mal3zahl fur die Starke des Zusammenhangs zwischen
Wetter und abgesetzter Menge und bewerten Sie das Ergebnis.

Losung:
a) Nur Interpretation der Richtung, aber nicht der Starke des linearen Zusammenhangs

b) ry =-31,2/ (1,020 - 37,630) = -0,813 d.h. starker negativer linearer Zusammenhang;
mit steigenden Preisen nimmt der Flaschenabsatz ab

c)

Tag Wetter (X) Flaschen (Y) R(X) R(YY)  R(X)-R(Y) R(X)? R(Y)

1. Tag schlecht 150 1,0 5 50 1,00 25

2. Tag wechselhaft 140 2,5 4 10,0 6,25 16

3. Tag schén 120 4,5 3 13,5 20,25 9

4. Tag wechselhaft 80 2,5 2 5,0 6,25 4

5. Tag schén 50 4,5 1 4,5 20,25 1

Summe: 15,0 15 38,0 54,00 55
Mittelwert: 3,00 3,00
Varianz: 1,80 2,00
Stand.abw.: 1,342 1,414

Cov(R(X), R(Y)) =38,0/5-3,0-3,0=-1,4

M 738
1342-1414

d.h. zwischen der Nachfrage nach Sekt und dem Wetter besteht ein starker negativer
monotoner Zusammenhang; je schlechter das Wetter, desto mehr Sekt wird gekauft

Ho: Wetter und Flaschenabsatz sind monoton unabh&ngig

7o 0738  55__1804

\J1-0,738%

KBo,os = (-0 -t3;1.0025] + [t3;1-0025 ; +00) = (-00: -3,1824] + [3,1824 ; +0)
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— keine Ablehnung der Nullhypothese, das Ergebnis ist also nicht signifikant

Aufgabe 1.6.:

Im Jahr 2005 wurden bundesweit an allen Hochschulen getrennt nach Fachbereichen die
vier Merkmale A = Betreuungsintensitat (wissenschaftliches Personal / Anzahl Studie-
rende), B = Studentenbudget (Ausgaben der Hochschule in TEUR / Anzahl Studierende),
C = Absolventenquote (Absolvent / Anzahl Studierende) und D = Berufsaussichten der

Absolventen erhoben:

Fachbereich A B C D
Sprachwissenschaften 0,05 5,0 0,035 schlecht
Wirtschaftswissenschaften 0,03 3,3 0,050 gut
Naturwissenschaften 0,10 13,4 0,050 gut
Humanmedizin 0,20 84,3 0,110 unsicher
Ingenieurwissenschaften 0,06 8,2 0,030 sehr gut

a) Beschreiben Sie das Skalenniveau der betrachteten Merkmale.

b) Berechnen Sie fir die Starke des Zusammenhangs zwischen Betreuungsintensitat und
der Absolventenquote eine Mal3zahl, die das Skalenniveau der beiden Merkmale voll
ausnutzt und interpretieren Sie diese. Gehen Sie bei Ihren Berechnungen von einer
Gleichverteilung der Studierendenzahlen tber alle funf Fachbereiche aus.

c) Es wird oft gefordert, dass die verschiedenen Wissenschaften entsprechend der Be-
rufsaussichten der Absolventen gefordert werden sollten. Kann diese Forderung hier
zumindest ndherungsweise als erflllt betrachtet werden? Unterstellen Sie auch hier

eine Gleichverteilung der Studierendenzahlen und berechnen Sie zur Begrindung lhrer

Aussage eine geeignete Kennzabhl.

Losung:
a) metrisch-verhéltnis skaliert:

Betreuungsintensitat (A), Studentenbudget (B), Absolventenquote (C)

ordinal skaliert:
Berufsaussichten (D)

b) xa = 0,088 sa?=0,057/5 - 0,0882 = 0,003656 sa = 0,060

Xc = 0,055 sc?=0,019225/5 - 0,0552 = 0,00082 sc = 0,029

Cov (X, Y) = 0,03205/5 - 0,088 - 0,055 = 0,00157

rxy = 0,907 d.h. zwischen Betreuungsintensitat und Absolventenquote besteht ein

sehr starker linearer Zusammenhang

c)
Aussichten  Budget
Fachbereich D (X) B (Y) R(X) R(Y) R(X)-R(Y) R(X)>  R(Y)?
Sprachwissenschaften schlecht 5,0 1,0 2 2,0 1,00 4
Wirtschaftswissenschaften gut 3,3 3,5 1 3,5 12,25 1
Naturwissenschaften gut 13,4 3,5 4 14,0 12,25 16
Humanmedizin unsicher 84,3 2,0 5 10,0 4,00 25
Ingenieurswissenschaften sehr gut 8,2 5,0 3 15,0 25,00 9
Summe: 15,0 15 445 54,50 55
Mittelwert: 3,00 3,00
Varianz: 1,90 2,00
Stand.abw.: 1,378 1,414
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R =-0,051 d.h. kein monotoner Zusammenhang zwischen Aussichten und Budget
Aufgabe 1.7.:

17 Studierende wurden nach ihren Prifungsergebnissen in den Fachern EBWL und VWL
befragt. Die Haufigkeitstabelle hat folgendes Aussehen:

Note VWL

EBWL 1 2 3 4 5
1 - - 1 - -
2 - 2 - - -
3 - 1 4 1 1
4 - - 1 4 -
5 - - 1 - 1

a) Welches Skalennivau besitzen die beiden betrachteten Merkmale? Beschreiben Sie
dieses kurz. (ordinal skaliert)

b) Berechnen Sie fur beide Merkmale die zulassigen Lageparameter.
(xo(EBWL)=3; xo(VWL)=3; xz(EBWL)=X9)=3; xz(VWL)=3)

c) Zeigen Sie durch geeignete Berechnung bedingter relativer Haufigkeiten, dass zwi-
schen der Note in VWL und der in EBWL eine Abhangigkeit besteht. Beschreiben Sie
kurz die Richtung der Abh&ngigkeit zwischen den beiden Merkmalen.

(f(y2|x1)=0, f(y2|x2)=1 — statistische Abhangigkeit; gleichgerichtete Abhangigkeit)

d) Begrunden Sie, ob sich der Korrelationskoeffizient von Pearson/Bravais als Mal} fir die
Starke des Zusammenhanges zwischen den beiden vorliegenden Merkmalen sinnvoll
berechnen lasst. (nein, da die Merkmale nicht metrisch skaliert sind)

Aufgabe 11.8.:

Im Auftrag der Coca-Cola GmbH Deutschland testet die Consiglio-Marktforschung die Pro-
duktvariante Cola-Light. Folgende Angaben liegen Ihnen getrennt nach Geschlechtern
Uber das Interesse an diesem Produkt vor:

Geschlecht Interesse kein Interesse
mannlich 5 15
weiblich 65 15

a) Begrunden Sie (keine Berechnung), ob die beiden Merkmale ‘Geschlecht' und 'Interes-
se' an Cola-Light statistisch unabhangig sind. (abhéangig)

b) Berechnen Sie alternativ eine geeignete Grol3e fir den Zusammenhang zwischen den
beiden Merkmalen. Welche Aussage kdnnen Sie hieraus ableiten? (C=0,491)

c) Wie musste die zweidimensionale Haufigkeitstabelle aussehen, wenn zwischen den
beiden Merkmalen eine vollstdndige statistische Abhangigkeit bestehen wiirde?
(h11 = 0; h12 = 20; h21 = 80; h22 = 0)
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Aufgabe 11.9.:

Die Wismarer Ubernachtungsbetriebe sind 2010 gegeniiber 2008 deutlich schlechter be-
wertet worden. Eine Vermutung besteht darin, dass 2010 vermehrt altere Personen in
Wismar uUbernachtet haben, diese Gruppe allerdings eine héhere Erwartungshaltung hat
und deshalb die Unterkunft kritischer bewertet. Zur Uberprifung dieser These liegen Ihnen
Informationen von 10 Touristen zu deren Alter (in Jahren) und Bewertung der Unterkunft
(mit Schulnoten von 1 bis 6) vor:

Tourist 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Alter 45 45 70 65 50 24 45 65 75 36
Bewertung 4 3 5 6 4 1 3 5 6 2

a) Berechnen Sie fir die betrachteten Merkmale jeweils einen geeigneten Lageparameter
und interpretieren Sie diesen.

b) Erstellen Sie die zweidimensionale Haufigkeitstabelle fur die beiden Merkmale. Lassen
sich hieraus bereits Erkenntnisse Uber deren Abhéngigkeit ableiten?

c) Berechnen Sie nun abschlieBend eine geeignete Grof3e zur Messung dieser Abhangig-
keit und nehmen Sie zur obigen These der Wismarer Ubernachtungsbetriebe Stellung.

Aufgabe 111.10.:

Die Hochschule Wismar hat 300 Touristen in Abhangigkeit von ihrem Alter danach befragt,
ob sie eher die Backsteingotik oder die Ostsee mit der Hansestadt in Verbindung bringen
(Image). Die gewonnenen Informationen liegen leider nur in unvollstéandiger Form vor:

Image
Alter Backsteingotik Ostsee
[10; 35) 30
[35; 45)
[45; 90) 124 36

Zumindest ist aber bekannt, dass der Anteil der 10- bis 35-jahrigen bei 16,67% liegt.
Aulerdem bringen 22,22% der 35- bis 45-jahrigen die Hansestadt mit der Ostsee in Ver-
bindung.

a) Vervollstandigen Sie unter Beriicksichtigung der zusatzlichen Informationen die obige
Haufigkeitstabelle.

b) Begrinden Sie mit Hilfe der bedingten relativen Haufigkeiten, ob zwischen beiden
Merkmalen ein Zusammenhang erkennbar ist und schéatzen Sie die Starke dieses
Zusammenhangs.

c) Uberprufen Sie lhre Aussage unter b), indem Sie eine geeignete GréRe fir den Zusam-
menhang von Alter und Image berechnen. Interpretieren Sie das Ergebnis.

d) Irrtimlicherweise wurden fur die Gruppe der 45- bis 90-jahrigen die Haufigkeiten von
124 und 36 vertauscht. Welche Auswirkung hatte die Korrektur auf den Zusammen-
hang der beiden Merkmale. Begriinden Sie lhre Antwort (keine Berechnung!).
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Aufgabe .11.:

1000 reprasentativ ausgewahlte Baume in Mecklenburg-Vorpommern lassen sich in Ab-
hangigkeit vom Alter in die folgenden vier Schadensklassen einteilen:

Alter ohne Schaden schwache Schaden mittlere Schaden starke Schaden
[0; 60) 288 168 16 3
[60; 120) 173 271 78 3

a) Berechnen Sie fir die beiden Merkmale jeweils den aussagefahigsten Lageparameter.

b) Zeigen Sie durch geeignete Berechnung bedingter relativer Haufigkeiten, dass zwi-
schen dem Alter der Baume und ihrer Schadensklasse eine Abhangigkeit besteht.

c) Berechnen Sie das Mal3 von Cramér und interpretieren Sie diese Kennzahl.

d) Berechnen Sie alternativ zu c) andere Zusammenhangsmal3e und vergleichen Sie die
Ergebnisse.

Aufgabe .12.:

Die Carl-von-Weinberg - Sportschule in Frankfurt wendet zur Talentsichtung den Jump
and Reach - Test (JART) an. Mit diesem Verfahren wird bei Schilern in der flinften
Jahrgangsstufe deren Sprungkraft gemessen und dann im siebten Schuljahr mit deren
Hochsprungleistungen (HSL) verglichen. Zusatzlich wurde die Trainingsintensitat (T-
Intensitat) im Hochsprung in diesen beiden Jahren erfasst .Hierzu liegen Ihnen nun
folgende Informationen vor:

Schiler  T-Intensitat  JART (cm) HSL (cm) Geschlecht

1 selten 36 128 w
2 selten 28 112 w
3 haufig 35 142 m
4 selten 33 122 w
5 haufig 27 110 m
6 selten 34 124 w
7 haufig 30 122 m
8 haufig 37 150 m
9 haufig 26 106 m
10 haufig 29 118 m

a) Stellen Sie den Einfluss des Jump and Reach - Tests auf die spateren Hochsprungleis-
tungen in geeigneter Weise grafisch dar. Was fallt Ihnen auf?

b) Halten Sie den Einsatz des Jump and Reach - Tests fir sinnvoll, um Talentsichtung zu
betreiben? Berechnen Sie hierzu eine geeignete Kennzahl und Uberprifen Sie, ob es
sich hierbei um ein fundiertes Ergebnis handelt.

c) Halten Sie es daruber hinaus fur notwendig, den Einfluss der Trainingsintensitat bzw.
des Geschlechts zu berlcksichtigen? Fuhren Sie hierzu geeignete statistische Berech-
nungen durch.
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Aufgabe .13.:

Im Rahmen einer Verkehrsstudie wurde untersucht, ob die Einhaltung der Geschwindigkeit
in einer Tempo-30-Zone davon abhangt, ob die Autofahrer selbst Anlieger sind oder nicht.
Hieraus wurde die folgende Haufigkeitsverteilung erstellt:

Geschwindigkeit

Anlieger bis 30 km/h Uber 30 km/h
Anlieger 36 204
Nicht-Anlieger 6 154

a) Wie viel Prozent der Anlieger halten sich an die Geschwindigkeitsbeschrankung?
b) Wie viel Prozent der Verkehrsstinder sind Anlieger?

c) Berechnen Sie eine geeignete Groéf3e fur den Zusammenhang von Anlieger und
Geschwindigkeit und interpretieren Sie diese.

d) Die Verkehrsstudie wurde in einem zweiten Schritt um 200 Einheiten erweitert; drei
Viertel hiervon waren Anlieger, wobei sich sowohl die Anlieger als auch die Nicht-
Anlieger zu 40% an die Geschwindigkeitsvorgabe hielten.

Wie verandert sich hierdurch die Abhéngigkeit der beiden Merkmale? Welchen Ein-
fluss hat die Erweiterung der Verkehrsstudie auf die Aussagekraft der Ergebnisse?

Aufgabe I11.14.:

In einem mittelstandischen Unternehmen mit 100 Beschaftigten ergibt sich fur die Merk-
male Bruttogehalt und Geschlecht folgende relative Haufigkeitsverteilung:

Bruttogehalt in EUR

Geschlecht [0; 2000) [2000; 4000) [4000; 6000) [6000; 10000)
Manner 0,1 0,1 0,2 0,2
Frauen 0,05 0,1 0,2 0,05

a) Wie viel Prozent der Manner bzw. der Frauen verdienen jeweils Uber 5000 EUR?

b) Wie hoch ist der Frauenanteil unter den Beschaftigten mit einem Bruttogehalt unter
4000 EUR bzw. unter den Beschaftigten mit einem Bruttogehalt Giber 6000 EUR?
Lassen sich hieraus bereits Rickschlisse Uber die Abhangigkeit des Einkommens vom
Geschlecht ableiten? Begrinden Sie Ihre Antwort.

c) Berechnen Sie nun eine geeignete Grol3e fur den Zusammenhang der beiden Merk-
male und interpretieren Sie das Ergebnis.

d) Wie verandert sich Ihr Ergebnis unter c), wenn sich bei 200 Beschaftigten die gleiche
relative Haufigkeitsverteilung ergeben wirde? Wird auch die Aussagekraft der Ergeb-
nisse hierdurch beeinflusst?
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12. Regressionsrechnung

Wahrend bei der Korrelationsrechnung die Starke des linearen Zusammenhangs zwischen
zwei Merkmalen untersucht wurde, wird bei der Regressionsrechnung ein funktionaler
Zusammenhang zwischen dem Merkmal Y als abhangige und dem Merkmal X als unab-
hangige Variable bestimmt. Dabei bedarf der Zusammenhang zwischen beiden Merkmalen,
die grundsatzlich auch metrisch skaliert sein missen, zuallererst einer theoretisch fundierten
Annahme. Der unterstellte Zusammenhang ist also vorab sachlogisch zu begrinden.

Ist dieser funktionale Zusammenhang zwischen X und Y bestimmt und sind die Koeffizienten
dieser Funktion aus dem vorliegenden Datenmaterial geschatzt, dann lassen sich mit Hilfe
dieser Regressionsfunktion fur beliebige Auspragungen des Merkmals X die zu erwartenden
Werte der abhangigen Variablen Y berechnen. In Erweiterung der Korrelationsanalysen ist
es hier also mdglich, unter Vorgabe eines konkreten X-Wertes einen Prognosewert fur die Y-
Variable zu berechnen. Zu beachten ist allerdings, dass die Genauigkeit dieser Schatzung
umso starker abnimmt, je weiter die Ausprdgungen des Merkmals X vom Intervall der
tatséchlichen Beobachtungswerte (Stitzzeitraum) entfernt liegen.

Aus den Optionen, dass eine X-Variable oder auch mehrere X-Variablen zur Beschreibung
des Einflusses auf die Y-Variable herangezogen und lineare oder nicht-linearer Zu-
sammenhange zwischen den X- und Y-Variablen unterstellt werden kdnnen, ergeben sich
verschiedene Modellanséatze. Diese sollen in den nachfolgenden Abschnitten vorgestellt
werden.

| Tabelle 5 ]
Entwicklung des Tourismus von 2001 bis 2016

UzZ_JH TI_D| Tl _G1020 TI.DJH| MA_JH
Jahr in 1000] in Prozent| in Prozent| in Prozent] in TEUR
2001 151 102,7 101,2 99,5 9
2002 14,9 102,7 101,3 97,4 10
2003 14,6 100,0 98,7 98,3 12
2004 151 100,0 100,0 100,0 8
2005 15,7 100,1 102,1 101,6 8
2006 16,0 101,6 101,7 104,7 8
2007 16,4 103,8 102,9 107,3 6
2008 14,9 106,9 104,2 110,0 12
2009 16,1 109,2 105,9 115,2 8
2010 16,8 108,9 113,2 122,2 6
2011 17,1 112,4 112,0 124,7 6
2012 16,0 116,2 116,7 126,0 8
2013 16,2 120,3 119,7 132,5 12
2014 16,4 121,7 117,1 135,1 9
2015 16,8 125,3 119,4 138,3 8
2016 17,2 128,9 119,6 139,3 6
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Analog zum bisherigen Procedere sollen auch hier Datensatze zur Jugendherberge heran-
gezogen werden, um die vorgestellten Verfahren zumindest fallweise zu konkretisieren.
Standen in den letzten Kapiteln vor allem Daten zur Kundenanalyse im Mittelpunkt, so soll
nachfolgend auf Zeitreihen zur Markt- und Konkurrenzanalyse zuriickgegriffen werden.
Hierzu sind in Tabelle 5 Uber einen Zeitraum von 2001 bis 2016 die Ubernachtungszahlen
dieser Jugendherberge (UZ_JH), der Tourismusindex fiir Gesamtdeutschland (TI_D), fiir
deutsche Gemeinden zwischen 10000 und 20000 Einwohnern (TI_G1020) und fur die
deutschen Jugendherbergen zusammen (T1_DJH) erfasst, dariiber hinaus das jahrliche
Budget fur Marketingausgaben der Jugendherberge selbst (MA_JH). Es bedarf in diesem
Fall sicher keiner weiteren Ausfiihrungen, dass die in diesen Indizes erfasste Geschéftslage
des Tourismusgewerbes einen (positiven) Einfluss auf die Ubernachtungszahlen der Jugend-
herberge haben kdnnte. In besonderer Weise sollte dies naturlich fir das verausgabte Wer-
bebudget und den Tourismusindex fur kleinere Gemeinden gelten, da die Jugendherberge in
einer Gemeinde dieser GréRenordnung liegt.

12.1. Einfache lineare Regressionsrechnung

Die einfachste Form stellt ein linearer Zusammenhang dar, der durch die Regressionsgerade

~

Y=a,+a,X

beschrieben wird. Ob die Annahme eines linearen Funktionstyps der Realitat tatsachlich ge-
recht wird, lasst sich neben den oben bereits angesprochenen sachlogischen Uberlegungen
auch anhand des bekannten Streudiagramms beurteilen.

Schatzung der linearen Regressionsfunktion

Woirden alle Wertepaare in einem Streudiagramm auf einer Geraden liegen, konnten die
Koeffizienten der Regressionsgeraden direkt hieraus bestimmt werden.

Streudiagramm
'TI_G1020' und 'Ubernachtungen’
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Insbesondere 6konomische Variablen weichen von diesem Idealfall mehr oder weniger stark
ab, was beispielhaft im Streudiagramm von 'Tourismusindex von Gemeinden zwischen
10000 und 20000 Einwohnern' und 'Ubernachtungszahlen der Jugendherberge' sichtbar
wird. Ein steigender und auch linearer Zusammenhang ist sicherlich zu erkennen, die
eingezeichneten Wertepaare liegen jedoch nicht auf einer Gerade, sondern weisen zu-
mindest 'leichte’ Abweichungen hiervon auf.

In einer solchen Situation ist unter einer Vielzahl moéglicher Geraden diejenige zu wahlen, die
die Punktewolke der Beobachtungswerte am besten reprasentiert, die also moglichst im Zen-
trum dieser Wertepaare liegt.

[ Definition: Residuum e; ]

Die Entfernung eines Punktes der Schatzgeraden (g ; x) von dem beobachteten
Wertepaar (yi; xi) wird durch den vertikalen Abstand ei der Punkte yi und ¢, gemessen.
Dieser Abstand ei wird Restgrof3e oder auch Residuum genannt.

Zur Bestimmung der Regressionsgeraden wird dann auf die Methode der kleinsten Quadrate
zuriickgegriffen. Die Lage der Regressionsgeraden mit ihren Koeffizienten ao und a1 werden
nach dieser Methode so bestimmt, dass die Summe der Abweichungsquadrate minimiert
wird. Bei N Beobachtungspaaren resultiert hieraus die folgende formale Zielfunktion:

N N

Zeiz :;(Yi -9.)? :i(Yi —a, —ayx)’ =f(ay,a;) —Min.!

i=1

Als notwendige Bedingung fur die Existenz eines Extremwertes ist es erforderlich, die erste
partielle Ableitung der Zielfunktion nach den Koeffizienten ao und a1 zu bilden und gleich Null
Zu setzen:

Sag.ay) Mo
SaO_g‘Z(yi ay —a;%)(-1)=0
ToaB) =3 2072 ~ax) (x) =0

Aus den Normalgleichungen

N
Y =3,-N  +a;- )X

i=1 i=1
N N N
DX Y =ag X A ) X
i i i

lassen sich dann die Regressionskoeffizienten ao und a1 berechnen.
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[ Definition: Einfache lineare Regressionsfunktion ]

Aus den beiden Normalgleichungen lassen sich die Koeffizienten ao und a1 einer ein-
fachen linearen Regressionsfunktion ableiten. Die beiden Bestimmungsgleichungen
lauten:

_Nzxiyi'ZXiZyi_Cov(X,Y)_r Sy

TN -CEx)? st s,
i Xi = _
aOZZNy 'al'zN :y-al.x

Durch Umformung der Bestimmungsgleichung von ao zu
Y=a5 +a,-Xx

wird aul3erdem deutlich, dass jede lineare Einfachregression mit der Steigung a1 durch
den Punkt der arithmetischen Mittelwerte der beiden Merkmale X und Y verlauft.

L~

Der Regressionskoeffizient a1 bringt die Steigung der Regressionsgerade zum Ausdruck. Er
guantifiziert den Einfluss der Variablen X auf die abhangige Variable Y und gibt dabei an, um
wie viele Einheiten sich der Wert des Merkmals Y durchschnittlich verandert, wenn der Wert
des Merkmals X um eine Einheit steigt. Die Konstante ao erfasst demgegentber den von X
unabhangigen Einfluss auf Y, Y nimmt somit den Wert ao an, wenn X = 0. Dies entspricht
dem Schnittpunkt der Regressionsgerade mit der y-Achse (Ordinate).

Beispiel:

Auf der Grundlage der in Tabelle 5 gegebenen Wertepaare lasst sich somit der im obigen
Streudiagramm dargestellte Einfluss des Tourismusindex fur Gemeinden zwischen 10000
und 20000 Einwohnern (X) auf die Ubernachtungszahlen der Jugendherberge (Y) quanti-
fizieren:

Cov(X,Y) = 116 .27770,59 —108,481-15,956 = 4,739 [%-1000 Géste]

s? = 116 -189251,13 -108,481% = 60,068 %*

o . .
a, - Cov(z(, Y) _4739 % 10020 UN _ 0,0789 1000 UN
S 60,068 % %

X

a, =y-a,-X=15,956-0,0789-108,481=7,3968 [1000 UN]
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0z_JH=a,-a, TI_G1020 =7,3968 + 0,0789 - T|_G1020

Erhoht sich also der Tourismusindex der Gemeinden zwischen 10000 und 20000 Ein-
wohnern um einen Prozentpunkt, dann steigen die Ubernachtungszahlen der Jugend-
herberge im Durchschnitt um 78,9 pro Jahr (au).

Fallt dieser Index - aus welchen Grunden auch immer - auf ein Niveau von Null Prozent-
punkten, dann koénnte die Jugendherberge im Durchschnitt immer noch 7396,8 Ubernach-
tungen pro Jahr verbuchen (ao). Da der X-Wert von Null extrem weit aul3erhalb des Inter-
valls der X-Werte liegt, die zur Schatzung der Regressionskoeffizienten herangezogen
wurden (zwischen 98,7 und 119,7; vgl. Tabelle 4), ist das Ergebnis jedoch mit allergrof3ter
Vorsicht zu geniel3en.

Um den Verlauf der linearen Abhangigkeit der Y-Variablen von X grafisch darzustellen,
kann die errechnete Regressionsfunktion direkt in das Streudiagramm eingezeichnet wer-
den. Bendtigt werden zwei Funktionswerte, die den Verlauf der Geraden dann eindeutig
determinieren. In der obigen Definition wurde hergeleitet, dass jede lineare Einfachregres-
sion durch den Punkt der Mittelwerte der beiden Merkmale X und Y verlauft, im vorliegen-
den Beispiel also durch (108,481; 15,956). Auch der zweite Punkt ist im Normalfall gege-
ben, da die Regressionsfunktion die y-Achse im Punkt (0; ao) schneidet. Diese Information
kann allerdings nur dann genutzt werden, wenn das Streudiagramm im Ursprung des
Koordinatensystems beginnt. Im vorliegenden Beispiel beginnt die x-Achse jedoch bei 90
Indexpunkten, die y-Achse bei 12000 Ubernachtungen. Es muss folglich ein zweiter Punkt
aus der Regressionsgleichung bestimmt werden:

z.B. §(120) = 7,3968 + 0,0789 - 120 = 16,8648 [1000 U]

Streudiagramm
'TI_G1020' und 'Ubernachtungen’

18

17

16

Ubernachtungen

15

14

13

12 ——— e
90,0 95,0 100,0 105,0 110,0 115,0 120,0 125,0

T1_G1020

Aus der ermittelten Regressionsgerade lassen sich nun - zumindest im Umfeld der vor-
liegenden Wertepaare - eine Vielzahl von Prognosen fur das Merkmal Y formulieren.
Steigt bspw. der betrachtete Tourismusindex auf 123 Punkte, dann ist fir die Jugendher-
berge mit durchschnittlich rund 17000 Ubernachtungen in diesem Jahr zu rechnen. Der
exakte Wert bestimmt sich wieder aus der Regressionsgleichung:

¥(123) = 7,3968 + 0,0789 - 123 = 17,1015 [1000 U.]
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Bewertung der Schatzqualitat der linearen Regressionsfunktion

Bereits mehrfach wurde darauf hingewiesen, dass die Qualitat einer Prognose umso geringer
ist, je weiter der eingesetzte X-Wert vom Intervall der vorgegebenen Wertepaare entfernt
liegt. Dies bedeutet im Umkehrschluss allerdings nicht, dass automatisch von einer hohen
Prognosequalitat ausgegangen werden kann, wenn der zugrundeliegende X-Wert in oder
eng an diesem Intervall liegt. Vielmehr ist zu prifen, in welchem Ausmal® die Schwankung
der Y-Werte durch die Regressionsfunktion erklart werden kann.

Grobe Anhaltspunkte liefert bereits der Blick auf das Streudiagramm mit der dort eingezeich-
neten Regressionsfunktion. Wird die Schwankung der Y-Werte durch die Regressionsfunk-
tion sehr gut erklart, so liegen die Wertepaare eng an dieser Funktion, im Extremfall sogar
alle auf dieser Funktion. Umgekehrt streuen sie sehr stark um den Verlauf der Funktion.

Die Schwankungen der Y-Werte zeigen sich also je nach Qualitat der Schatzfunktion in einer
entsprechenden Schwankung der Schatzwerte oder in einer Schwankung der Residuen. Da
die Schwankung von Merkmalsauspragungen bekanntlich Uber die Varianz quantifiziert
werden kann, setzt sich folglich die Varianz der Y-Werte aus der Varianz der Schatzwerte
und der Varianz der Residuen zusammen:

2 .2 2
S, =S; +S;

Die Varianz der Schatzwerte kann letztendlich - wie die nachfolgende Gleichung fir den Fall
einer einfachen linearen Regressionsfunktion zeigen soll - auf die Varianz des Merkmals X
zuriickgefuhrt werden:

2 1 o o 13 w22 13 N2 a2 2
s;=—>.(y-Y) _NZ(a0+a1Xi_a0_alx) —al'NZ(Xi_X) =8 Sy
i=1 i=1

i=1

Z|

Aus der Relation dieser Varianzen zueinander lasst sich das Bestimmtheitsmal3 als Kriterium
fir die Schatzqualitdt von Regressionsfunktionen ableiten. Da die Streuungszerlegung auch
fur nichtlineare Regressionsfunktionen gilt, kann das Bestimmtheitsmalfd sowohl fur lineare
als auch an spaterer Stelle fur nichtlineare Funktionen verwendet werden.

[ Definition: BestimmtheitsmaR B2 J

Gegeben seien zwei metrisch skalierte Merkmale X und Y mit einer in den Regressions-
koeffizienten linearen Regressionsfunktion ¢ = f(x).

heil3t dann Bestimmtheitsmal3 (der Regressionsfunktion) und gibt den Anteil der durch X
erklarten Varianz von Y an. B wird als Bestimmtheitskoeffizient bezeichnet.

B2 gibt den Erklarungswert der Regressionsfunktion im Intervall von O bis 1 an; er bringt
zum Ausdruck, wie gut die Variable Y durch die Regressionsfunktion beschrieben wird.
Liegen alle Beobachtungswerte auf der Regressionsfunktion, so gilt B2 = 1.
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Fur lineare Einfachregressionen lasst sich der oben festgestellte Zusammenhang nutzen,
das Bestimmtheitsmal3 vereinfacht sich dadurch zu:

2 2 2 .2
2_59_ Se 8y -Sy
B*=—=1-5="23
S S S
y y y

Zudem stimmen bei den (nicht nur einfachen) linearen Regressionsfunktionen das Bestimmt-
heitsmald und das Quadrat des Korrelationskoeffizienten tberein.

Beispiel:

Um nun auf der Basis des Bestimmtheitsmalies eine Bewertung der Schatzqualitat fur die
Regressionsfunktion

y(x) = 7,3968 + 0,0789 - x

vornehmen zu kdnnen, muss gemal3 obiger Formel noch die Varianz der Y-Werte berech-
net werden:

s2 = 116 -4083,99 -15,9562 = 0,655 [1000 U.]?

Hieraus ergibt sich dann ein Bestimmtheitsmalf3 in Hohe von:

~ 0,0789” - 60,068
0,655

B? =0,571

Das Bestimmtheitsmal3 bringt in diesem Beispiel zum Ausdruck, dass 57,1% der Schwan-
kung von Y durch die Regressionsfunktion und damit durch die Schwankung von X erklart
werden kann.

In der Literatur ist allerdings umstritten, welcher Mindestwert des Bestimmtheitsmalles
gegeben sein muss, um von einer ausreichenden Prognosequalitat der Regressions-
funktion sprechen zu kdnnen. Verbreitet ist zumindest ein Grenzwert von 0,64. Dieser Vor-
gabe folgend misste nach einem verbesserten Regressionsansatz gesucht werden.

Naturlich sollte auch der Wert des Bestimmtheitsmal3es vor einer eingehenden Bewertung
auf Signifikanz Gberprift werden. Analog zum bisherigen Vorgehen wird folglich eine Grund-
gesamtheit unterstellt, in der das Bestimmtheitsmald exakt den Wert von Null annimmt. Mit
dem ausgewahlten Regressionsmodell lasst sich die Schwankung der Y-Variable also nicht
erklaren, da keine linearen Abhangigkeiten zwischen der Y-Variablen und der X-Variablen
bzw. (bei multiplen Modellen) den X-Variablen vorliegen.

Ho: Das Bestimmtheitsmald des ausgewahlten Regressionsmodells mit p verschiedenen
X-Variablen ist Null.
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Bei Gultigkeit der Nullhypothese und bei normalverteilten Variablen X und Y folgt die Test-
grole

_n-p-1 B’

T
P 1-B?

- Fdfl; df2

einer F - Verteilung mit df1 = p und df2 = n-p-1 Freiheitsgraden.
Liegt nun die Uber das Bestimmtheitsmald der Stichprobe errechnete TestgroéRe T im kriti-

schen Bereich, dann ist die Nullhypothese abzulehnen. Die Grenze des kritischen Bereichs
errechnet sich aus dem (Uber das Signifikanzniveau) festgelegte Quantil der F - Verteilung:

KBa = [Fdry; df2; 1-a ; +0)

Beispiel:
Fur die einfache lineare Abhangigkeit der Ubernachtungszahlen (UZ_JH) vom Tourismus-
index (TlI_G1020) wurde aus einer Stichprobe mit 16 Wertepaaren die Regressions-
funktion
y(x) = 7,3968 + 0,0789 - x
mit einem BestimmtheitsmaR B2 = 0,571 errechnet.
Die Nullhypothese

Ho: Das Bestimmtheitsmal3 in der Grundgesamtheit ist Null

kann nur dann abgelehnt werden, wenn die Testgrolie

- 16-1-1 0571

=18,634
1 1-0571

im kritischen Bereich liegt. Da bekannt ist, dass diese Testgrof3e grundsatzlich einer F -
Verteilung mit

dfl=p=1 und df2=n-p-1=16-1-1 =14 Freiheitsgraden

folgt, lassen sich bei vorgegebener Irrtumswahrscheinlichkeit (Signifikanzniveau) a in
Hohe von 0,05 die Grenzen des kritischen Bereichs uber die F - Verteilung bestimmen.

KBo,0s = [F1; 14095 ; +90) = [4,600; +00)

Tabelle 6 liefert fur das 0,95-Quantil bei 1 und 14 Freiheitsgraden einen Wert von 4,600
(vgl. auch Wert der Excel-Funktion 'FINV(0,05; 1; 14)"). Da die Testgroé3e mit 18,634 ganz
eindeutig in diesem kritischen Bereich liegt, kann die Nullhypothese abgelehnt werden. Es
ist also von einem signifikanten Regressionsansatz auszugehen, angesichts des zu nied-
rigen Bestimmtheitsmal3es muss dieser jedoch nachjustiert werden.
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[ Tabelle 6 ]
0,95 - Quantile der F - Verteilung
dfl
df2 1 2 3 4 5 6 7 8
1 161,448 199,500 215,707 224,583 230,162 233,986 236,768 238,883
2 18,513 19,000 19,164 19,247 19,296 19,330 19,353 19,371
3 10,128 9,552 9,277 9,117 9,013 8,941 8,887 8,845
4 7,709 6,944 6,591 6,388 6,256 6,163 6,094 6,041
5 6,608 5,786 5,409 5,192 5,050 4,950 4,876 4,818
6 5,987 5,143 4,757 4,534 4,387 4,284 4,207 4,147
7 5,591 4,737 4,347 4,120 3,972 3,866 3,787 3,726
8 5,318 4,459 4,066 3,838 3,687 3,681 3,500 3,438
9 5,117 4,256 3,863 3,633 3,482 3,374 3,293 3,230
10 4,965 4,103 3,708 3,478 3,326 3,217 3,135 3,072
11 4,844 3,982 3,587 3,357 3,204 3,095 3,012 2,948
12 4,747 3,885 3,490 3,259 3,106 2,996 2,913 2,849
13 4,667 3,806 3,411 3,179 3,025 2,915 2,832 2,767
14 4,600 3,739 3,344 3,112 2,958 2,848 2,764 2,699
15 4,543 3,682 3,287 3,056 2,901 2,790 2,707 2,641
16 4,494 3,634 3,239 3,007 2,852 2,741 2,657 2,591
17 4,451 3,692 3,197 2,965 2,810 2,699 2,614 2,548
18 4,414 3,555 3,160 2,928 2,773 2,661 2,577 2,510
19 4,381 3,622 3,127 2,895 2,740 2,628 2,544 2,477
20 4,351 3,493 3,098 2,866 2,711 2,599 2,514 2,447
21 4,325 3,467 3,072 2,840 2,685 2,573 2,488 2,420
22 4,301 3,443 3,049 2,817 2,661 2,549 2,464 2,397
23 4,279 3,422 3,028 2,796 2,640 2,528 2,442 2,375
24 4,260 3,403 3,009 2,776 2,621 2,508 2,423 2,355
25 4,242 3,385 2,991 2,759 2,603 2,490 2,405 2,337
26 4,225 3,369 2,975 2,743 2,587 2,474 2,388 2,321
27 4,210 3,354 2,960 2,728 2,572 2,459 2,373 2,305
28 4,196 3,340 2,947 2,714 2,558 2,445 2,359 2,291
29 4,183 3,328 2,934 2,701 2,545 2,432 2,346 2,278
30 4,171 3,316 2,922 2,690 2,534 2,421 2,334 2,266
31 4,160 3,305 2,911 2,679 2,523 2,409 2,323 2,255
32 4,149 3,295 2,901 2,668 2,512 2,399 2,313 2,244
33 4,139 3,285 2,892 2,659 2,503 2,389 2,303 2,235
34 4,130 3,276 2,883 2,650 2,494 2,380 2,294 2,225
35 4,121 3,267 2,874 2,641 2,485 2,372 2,285 2,217
40 4,085 3,232 2,839 2,606 2,449 2,336 2,249 2,180
50 4,034 3,183 2,790 2,557 2,400 2,286 2,199 2,130
Lesebeispiel: dfl1=1 und df2=14 — Fu1;14,095 = 4,600
— f(F <4,600) = F(4,600) = 0,95
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12.2. Einfache nichtlineare Regressionsrechnung

Bereits in Kapitel 9 wurde darauf hingewiesen, dass Zusammenhange zwischen zwei Merk-
malen auch nichtlineare Strukturen aufweisen konnen. Solche nichtlinearen Strukturen
lassen sich dann héaufig mit Hilfe quadratischer Funktionen, Potenzfunktionen, Exponential-
funktionen oder Hyperbelfunktionen beschreiben.

Problematisch ist allerdings die Schatzung der Koeffizienten dieser Funktionstypen, da die
unter 12.1. vorgestellte Methode der Kleinsten Quadrate nur bei linearen Funktionen opti-
male Ergebnisse liefert. Bevor also die Regressionskoeffizienten aus den Normalgleichungen
errechnet werden kénnen, missen nichtlineare Funktionen durch geeignete Transforma-
tionen linearisiert werden. Fur das linearisierte Problem wird dann eine Optimallésung er-
reicht (Minimierung der Residuenquadrate), allerdings sollte nicht verschwiegen werden,
dass fur das urspringliche Problem unter Umstanden nur eine Naherungslosung erzielt wird.

Dieser Transformationsprozess soll nun fur die oben genannten Funktionstypen kurz vor-
gestellt werden.

Quadratische Funktion: y=ao + ai'x + a>x?

Die Schatzung der Regressionskoeffizienten einer quadratischen Funktion gestaltet sich
eigentlich unproblematisch. Es handelt sich zwar um eine nichtlineare Funktion, dennoch
sind ihre Koeffizienten ao, a1 und a2 linear miteinander verknipft. Die Schatzmethode der
Kleinsten Quadrate ist folglich ohne Umwege anwendbar. Aus der partiellen Ableitung der
Funktion der Abweichungsquadrate nach diesen drei Koeffizienten ergeben sich die drei
Normalgleichungen,

2y = aN +a1 XX +az IXiP
ZXi Yi = Qo ZXi +a1Ix? +az x®
X i = aoxx? +airXx® +azxx

aus denen dann die Werte der Koeffizienten bestimmt werden kénnen.

Potenzfunktion: y = aox®

Aus der Potenzfunktion ao-x® ergibt sich durch Logarithmieren die linearisierte Regressions-
gleichung

Iny=Inao+ainx.

Die beiden Regressionskoeffizienten In(ao) und a1 kdnnen dann entweder aus den beiden
Normalgleichungen
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N N
> Iny, =lna, -N +a; -y Inx
i=1 i=1

N

N N
YInx; -Iny, =Ina, - YInx; +a, - > (Inx;)?

i=1 i=1 i=1

oder aber direkt aus den Bestimmungsgleichungen

Q= N> Inx;Iny;->Inx; Y Iny,
"N (nx)?-(Zinx,)?

2.Iny, 2.Inx,
N

Ina, =
0 N

errechnet werden.
AbschlieRend wird noch ao durch
ao = elna

'ricktransformiert’.

Exponentialfunktion: y=acp-ai* bzw. y=aoe®*
Die Vorgehensweise ist analog zu der bei Potenzfunktionen. Durch Logarithmieren wird der
urspringliche Exponentialansatz in eine linearisierte Form gebracht und die Regressions-

koeffizienten nach Anwendung der Methode der Kleinsten Quadrate aus den Normalglei-
chungen geschatzt.

Fir y = ac-ar®

INny=nao+x-Inax

_ NY x;Iny, -> x; X Iny;

|
T TN ) - (3 )
Inao — Zlnyi -a, - le

N N
ar=eha
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Fir y = ao-e®*

Iny =Inao+ ai-x

a. — N XxiIny;-2x 2 Iny;
NI (X))

Y.Iny, DX
J— N -al'i

Ina, =
N

ao = elna

Hyperbelfunktion: y=ao+a1/x

Im Vergleich zu den beiden Vorgangerfunktionen weist die Hyperbelfunktion bereits lineari-
sierte Koeffizienten auf. Eine Transformation ist daher nicht notwendig, die Bestimmungs-
gleichungen lassen sich also direkt aus der Ursprungsfunktion ableiten:

NZiyi-ZiZyi

a, =
! 1., 1.,
I\|Z(Xi) -(in)

1

zi

aOZZyi_al, Xi
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12.3. Multiple lineare Regressionsrechnung

Im Normalfall beschreiben monokausale Erklarungsmodelle die Realitéat nur unzureichend,
so dass es Sinn macht, die bisherigen Regressionsfunktionen zu erweitern. Hierbei wird
dann der Einfluss einer Vielzahl von Variablen X1 bis Xp auf das Merkmal Y unterstellt. In der
einfachsten Form lasst sich diese Abhangigkeit wieder Uber eine lineare Regressions-
gleichung (Lineare Mehrfachregression)

y=ao+aixi+axxz+. +apXxp

beschreiben.

Schatzung der linearen Regressionsfunktion

Die Schatzung der Regressionskoeffizienten erfolgt analog zur bisherigen Vorgehensweise
unter Anwendung der Kleinst-Quadrate-Methode. Allerdings erhoht sich mit jeder weiteren X-
Variablen auch die Anzahl der Normalgleichungen, die sich aus der partiellen Ableitung der
Zielfunktion nach den p+1 - Regressionskoeffizienten ergeben.

Um die Bestimmungsgleichungen der Regressionskoeffizienten bei multiplen Modellen
dennoch in tbersichtlicher Form darstellen zu kénnen, soll der L6sungsalgorithmus mit Hilfe
von Vektoren und Matrizen vorgestellt werden.

Die Zielfunktion f
N QN2 2 -
f(@g,ay,-ap) =287 =2 (¥ = ¥i)" = 2(¥i 8y —aXy —...—a,X;)" — Min.!
i-1 i-1

i=1

kann dann fur alle statistischen Einheiten (v.a. Zeitpunkte) von 1 bis N in ausfihrlicher Weise

€12 =(y1-ao-1l-ai-Xi1-azXe- ... - apXpr)® +
2 = -ao-l-ar - as- - ... -ap- 2 4
€2 =(y2-ao'l-aixi2-azxz2- ... - ap-Xp2)
2 = -ao-l-ar - as- - ... -ap- 2 4
es* = (y3-ao-l-aixiz-azxas- ... - ap-Xp3)
en? = (YN - ao-1 - a1-XIN - @2°X2N - ... - @p-Xpn)? —  Min!

dargestellt und in Vektoren- bzw. Matrizen-Schreibweise

-2 T -2
e, V21 1 Xy Xy oo Xpp ) (@
) Y2 1 X Xy o Xpp | |3y

2
€| =[|VYs|—|1 Xz Xz o Xpz || @ =(y-X-a)* — MIN.!
ey ] \Yn 1 Xy Xon e XpN a, |

uberfiuihrt werden.
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Analog zum Procedere in Kapitel 12.1. werden nun die partiellen Ableitungen der Zielfunk-
tion nach den Regressionskoeffizienten a0, al, a2, ..., ap bestimmt

S(y - Xa)2/ 8a =2 (y - Xa) (-X)

und diese (als notwendige Voraussetzung fur die Existenz eines Minimums) gleich Null ge-
setzt:

2(y-Xa)(-X)=2(-Xy+XXa)=0

Aus der Bedingung
X'Xa = X'y

resultiert dann der Vektor der geschétzten Regressionskoeffizienten
a=(X'X)1 Xy

des multiplen Regressionsmodells.

Hierzu ist also in einem ersten Schritt die Matrix der X-Werte zu transponieren (X'), diese
mit der ursprunglichen X-Matrix zu multiplizieren (X'X) und von diesem Produkt die Inverse
zu bilden. Die neue Matrix (X'X)* wird dann in einem zweiten Schritt mit dem Produkt von
transponierter X-Matrix und y-Vektor (X'y) multipliziert. Das Ergebnis ist dann der gesuchte
Koeffizientenvektor des multiplen Regressionsmodells.

Beispiel:

In Kapitel 12.1. wurde die lineare Abhangigkeit der jahrlichen Ubernachtungszahlen vom
Tourismusindex fur Gemeinden zwischen 10000 und 20000 Einwohnern Uber eine ein-
fache lineare Regressionsgleichung geschatzt, deren Bestimmtheitsmal? mit 0,571 nicht
unbedingt zufriedenstellend ausfiel. Es liegt daher nahe, dieses Regressionsmodell hier
wieder aufzugreifen und um weitere Einflussgréf3en zu erganzen.

Grundsatzlich bieten sich hierfir alle anderen Variablen aus Tabelle 5 an, also der Touris-
musindex fur Gesamtdeutschland, der Tourismusindex fiur alle Jugendherbergen in
Deutschland zusammen, aber auch die Marketingausgaben der Jugendherberge selbst.
Insbesondere die letzte Grol3e durfte sich auf das Bestimmtheitsmal? positiv auswirken, da
sie andere Informationen erfasst als die beiden Tourismusindizes, die vermutlich dem
Gemeinde-Index sehr &hnlich sind.

Das einfache lineare Regressionsmodell soll daher um die Marketingausgaben als zweite
EinflussgroRe erweitert und die oben vorgestellten Matrixberechnungen an diesem Bei-
spiel konkretisiert werden.
y =ao+ai-xi+ azxz
mit x1=TI_G1020
x2 = MA_JH
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Koeffizientenmatrix X und Vektor der y-Werte
X = 1 101,2 9 y= 15,1
1 101,3 10 14,9
1 98,7 12 14,6
1 100,0 8 15,1
1 102,1 8 15,7
1 101,7 16,0
1 102,9 6 16,4
1 104,2 12 14,9
1 105,9 8 16,1
1 113,2 6 16,8
1 112,0 6 17,1
1 116,7 8 16,0
1 119,7 12 16,2
1 117,1 9 16,4
1 119,4 8 16,8
1 119,6 6 17,2
Transponierte Koeffizientenmatrix X'
X' = 1 1 1 1 1 1
101,2 101,3 98,7 117,1 119,4 119,6
9 10 12 9 8 6
Produktmatrix (X'X)
XX = 16,00 1735,70 136,00
1735,70  189251,13  14701,50
136,00  14701,50 1222,00
Inverse Matrix (X'X)*
XX)*t = 15,58563 -0,12528 -0,22740
-0,12528 0,00109 0,00086
-0,22740 0,00086 0,01583
Vektor (X'y)
Xy = 255,300
27770,590
2151,500

Vektor der Regressionskoeffizienten a = (X'X)1 (X'y)

a= 10,73769
0,06605
-0,22907
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Die Regressionsgleichung erhélt damit folgendes Aussehen:

y =10,73769 + 0,06605 - x1 - 0,22907 - x2
bzw.
Schatzwert UZ_JH = 10,73769 + 0,06605 - TI_G1020 - 0,22907 - MA_JH

Auf der Grundlage dieses Regressionsmodells kénnen nun fir die betrachteten 16 statis-
tischen Einheiten (= Jahre) die Schatzwerte fiir die jahrlichen Ubernachtungszahlen der
Jugendherberge berechnet

UZ_JH TI_G1020 MA_JH
Jahri Y, Xqi Xy §=10,73769 + 0,06605 - Xy; - 0,22907 - X,
2001 15,1 101,2 9 15,3603
2002 14,9 101,3 10 15,1379
2003 14,6 98,7 12 14,5080
2004 15,1 100,0 8 15,5101
2005 15,7 102,1 8 15,6488
2006 16,0 101,7 8 15,6224
2007 16,4 102,9 6 16,1598
2008 14,9 104,2 12 14,8713
2009 16,1 105,9 8 15,8998
2010 16,8 113,2 6 16,8401
2011 17,1 112,0 6 16,7609
2012 16,0 116,7 8 16,6132
2013 16,2 119,7 12 15,8950
2014 16,4 117,1 9 16,4105
2015 16,8 119,4 8 16,7915
2016 17,2 119,6 6 17,2629

und natdrlich auch grafisch den tatséachlichen Y-Werten gegentiber gestellt werden:

Multiples Regressionsmodell UZ_JH(T1_G1020, MA_JH)

18

17

16 1

15 1

Ubernachtungen

14

13

n—
2001 2003 2005 2007 2009 2011 2013 2015

——Y-Werte —— Y-Schatzwerte Jahr
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Bewertung der Schatzqualitat der multiplen Regressionsfunktion

Dass die Schatzqualitéat des multiplen Regressionsmodell gegentiber der einfachen linearen
Regressionsgleichung deutlich besser ausféllt ist an der Grafik unschwer zu erkennen. Die
Schwankungen der Y-Werte kdnnen zu einem grofRen Teil durch die Schwankungen der
beiden X-Variablen (T1_G1020 und MA_JH) erklart werden.

Um zu einer konkreteren Aussage uber die Prognosequalitat zu gelangen, kann nattrlich
auch far multiple Modelle das (multiple) Bestimmtheitsmal3 berechnet werden:

2 2

2_39_ Se

B2="J=1-"¢
S S

y y

Allerdings ist hier eine vereinfachte Vorgehensweise nicht moglich. Das multiple Bestimmt-
heitsmald ergibt sich also nach einer etwas aufwéandigen Berechnung der Varianz der
Schéatzwerte und der Varianz der tatsachlichen Y-Werte aus dem Quotienten dieser beiden
GroRen. Die Wurzel aus dem Bestimmtheitsmal entspricht dann dem multiplen Korrelations-
koeffizient zwischen der Y-Variable und den X-Variablen.

Beispiel:
Uz JH TI_G1020 MA_JH
Jahr i yi Xai Xsi ¥ =10,73769 + 0,06605 - Xy; - 0,22907 - X, 92 v
2001 15,1 101,2 9 15,3603 235,939 228,010
2002 14,9 101,3 10 15,1379 229,155 222,010
2003 14,6 98,7 12 14,5080 210,482 213,160
2004 15,1 100,0 8 15,5101 240,564 228,010
2005 15,7 102,1 8 15,6488 244,886 246,490
2006 16,0 101,7 8 15,6224 244,060 256,000
2007 16,4 102,9 6 16,1598 261,140 268,960
2008 14,9 104,2 12 14,8713 221,154 222,010
2009 16,1 105,9 8 15,8998 252,804 259,210
2010 16,8 113,2 6 16,8401 283,500 282,240
2011 17,1 112,0 6 16,7609 280,927 292,410
2012 16,0 116,7 8 16,6132 275997 256,000
2013 16,2 119,7 12 15,8050 252,652 262,440
2014 16,4 117,1 9 16,4105 269,305 268,960
2015 16,8 119,4 8 16,7915 281,954 282,240
2016 17,2 119,6 6 17,2629 298,006 295,840
Summe 255,30 255,293  4082,616  4083,990
Mittelwert 15,956 15,956

Bei einer Varianz der Schatzwerte in Hohe von 0,5696 U? und einer Varianz der tatsach-
lichen Y-Werte mit 0,6554 U? errechnet sich ein Bestimmtheitsmaf3 von 0,869. Es weist damit
auf eine deutliche Verbesserung gegenuber dem einfachen Modellansatz und gleichzeitig auf
eine ausreichend gute Prognosequalitat des multiplen Regressionsmodells hin.
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Mit dem Ziel, die Anpassungsguite eines Regressionsmodells zu maximieren, kdonnte ver-
sucht werden, maoglichst viele erklarende X-Variablen in ein Modell aufzunehmen. Das Be-
stimmtheitsmald wirde im schlechtesten Fall - wenn die neue X-Variable keine neuen Infor-
mationen liefert - konstant bleiben, ansonsten vielleicht auch nur minimal ansteigen.

Werden eine Vielzahl solcher Variablen mit einem geringen Erklarungsnutzen aufgenommen,
so besteht die Gefahr des sog. 'Overfitting'. Die Modelle werden instabil und neigen zu Uber-
reaktionen.

Das Ziel einer Modellspezifikation sollte es daher sein, die Schwankung der Y-Variablen mit
maoglichst wenigen, dafiir aber entscheidenden Einflussvariablen erklaren zu kbnnen. Diesem
Ziel dient das korrigierte Bestimmtheitsmal3:

n-1

B2 =1-(1-B?)-
n-p-1

korr

Das korrigierte Bestimmtheitsmald steigt also nur, wenn der Zuwachs des 'normalen’' Be-
stimmtheitsmaf3es durch die Hinzunahme einer weiteren X-Variablen groR3er ist als der hier-
durch verursachte Riickgang des Quotienten (n-1)/(n-p-1).

Das korrigierte Bestimmtheitsmaf kann also durch die Aufnahme zusatzlicher Erklarungs-
variablen geringer werden, im Extremfall sogar negative Werte annehmen. Auf alle Falle
sollten Regressionsmodelle nur erweitert werden, wenn das korrigierte Bestimmtheitsmalf3
gesteigert werden kann.

Beispiel:

Da der Anstieg des BestimmtheitsmalRes von 0,571 auf 0,869 durch die Aufnahme einer
zweiten X-Variablen (MA_JU) recht deutlich ausfiel, ist es unwahrscheinlich, dass das kor-
rigierte Bestimmtheitsmal} eine gegenlaufige Entwicklung zeigt. Die Berechnungen fur die
beiden Modelle bestatigen diese Vermutung.

9(T_G1020) = 7,3968 + 0,0789 - TI_G1020
B2=0,571
B%orr = 1 - (1-0,571) - (16-1) / (16-1-1) = 0,540

y(TI_G1020: MA_JH) = 10,73769 + 0,06605 - TI_G1020 - 0,22907 - MA_JH
B2 = 0,869
B2or = 1 - (1-0,869) - (16-1) / (16-2-1) = 0,849

Das korrigierte Bestimmtheitsmal3 steigt von 0,540 auf 0,849 und unterstreicht damit, dass
es sinnvoll war, das einfache lineare Regressionsmodell um eine Variable zu erweitern.
Denkbar ware es auch, noch eine weitere oder sogar die beiden anderen Variablen in das
Regressionsmodell aufzunehmen. Diese Uberlegungen sollen an dieser Stelle jedoch
nicht mehr weiter verfolgt werden.
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13. Zeitreihenanalyse

Ist im Gegensatz zur Regressionsrechnung die Gesamtheit der Einflussgréf3en oder die Art
ihres Einflusses nicht bekannt oder die mathematische Beschreibung nur schwer mdglich,
wird nur das zeitliche Verhalten der beobachteten GroRRe selbst untersucht. Die Zeit tritt als
Ursache an die Stelle der Gesamtheit der tatsachlichen Einflussfaktoren.

Um das Verhalten eines Merkmals im Zeitablauf zu analysieren, werden die Merkmalsaus-
pragungen fur aufeinander folgende Zeitpunkte oder Zeitintervalle erhoben. Eine solche
Reihe von Beobachtungswerten heil3t Zeitreihe. Fiur die Zeitreihenanalyse lassen sich dann
folgende Ziele und Aufgaben ableiten:

¢ Identifikation der Gesetzmaliigkeiten einer Zeitreihe

e Vergleich verschiedener Zeitreihen

e Schatzung von unbekannten Zeitreihenwerten innerhalb des Beobachtungsintervalls
(Interpolation)

e Schéatzung von Zeitreinenwerten aul3erhalb des Beobachtungsintervalls
(Extrapolation, Prognose)

13.1. Komponenten einer Zeitreihe und ihre Modellierung

Maogliche Einflussfaktoren bzw. Komponenten einer Zeitreihe lassen sich meist schon mit
Blick auf ihren grafischen Verlauf erkennen. Hierzu sind fir die bereits bekannte Jugend-
herberge in der nachfolgenden Abbildung deren Quartalszahlen an Ubernachtungen seit
2012 dargestellt.

Ubernachtungen in der Jugendherberge
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Die gestrichelte Linie verdeutlicht, dass die durchschnittlichen Ubernachtungszahlen in
dem betrachteten Zeitraum ab Méarz 2012 leicht angestiegen sind, allerdings sind in den
jeweiligen Quartalen auch deutliche Abweichungen zu erkennen. So liegen die Hochst-
werte innerhalb eines Jahres im zweiten oder dritten Quartal und die Tiefstpunkte immer
im ersten Quartal.

Aus diesen ersten Uberlegungen lassen sich bereits die zentralen Bewegungskomponenten
einer Zeitreihe ableiten. Dabei werden unterschieden:

e eine Trend-Komponente mr,
zur Erfassung einer langfristigen Grundrichtung der zeitlichen Entwicklung

e eine zyklische Komponente zr,
zur Erfassung von mittelfristigen, sich periodisch wiederholenden Einfllissen, insbeson-
dere konjunkturelle Schwankungen, die mit einer mehrjahrigen, aber nicht vollig kon-
stant bleibenden Periode den Trend tberlagern

e eine saisonale Komponente sr,
zur Erfassung jahreszeitlicher Ereignisse, die mit einer konstanten jahrlichen Periode
auftreten und von dem Trend und der zyklischen Komponente tberlagert sind

e eine zufallige Restkomponente rr,
zur Erfassung aller Schwankungen der beobachteten Zeitreihe, die nicht durch die drei
systematischen Komponenten abgedeckt und gedeutet worden sind; bei diesen zufal-
ligen Schwankungen wird davon ausgegangen, dass ihr Mittelwert Null ist

Da eine klare Trennung von Trend und zyklischer Komponente oftmals nicht exakt moglich
ist, werden beide meistens zur glatten Komponente gr zusammengefasst.

Die Zeitreihenwerte lassen sich dann entweder Uber eine additive Verknlipfung der Bewe-
gungskomponenten

yT =gt + s7 + r7 (= additives Modell)
oder Uber eine multiplikative Verkntpfung
yT =91 7 rr (= multiplikatives Modell)

beschreiben. Das multiplikative Modell eignet sich vor allem zur Analyse von Zeitreihen mit
einer im Zeitablauf kontinuierlich steigenden oder fallenden Amplitude. In allen anderen
Fallen ist eine additive Verknipfung der Komponenten vorzuziehen.

Wahrend im obigen Schaubild die Amplitude in den ersten drei Jahren annahernd konstant
bleibt, nimmt sie im vierten Jahr, also 2015, zu, um dann 2016 wieder auf das vorherige
Niveau zurtick zu fallen. In dem Beispiel zu den Ubernachtungszahlen ist folglich von
einem additiven Modell auszugehen.

Gerade fur 6konomische Zeitreihen ist dieser Verlauf nicht untypisch. In der Regel zeigt
sich also eine relativ konstante Schwingungsbreite zwischen den Jahres-Hoch- und Tief-
punkten der Zeitreihe, die dann nur temporar von steigenden oder fallenden Amplituden
abgeldst werden. Kontinuierlich fallende oder steigende Amplituden, die fur ein Zeitreihen-
modell mit multiplikativ verknupften Komponenten sprechend wirden, sind dagegen
auRerst selten. Es soll daher im Folgenden nur auf additive Modelle ndher eingegangen
werden.
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13.2. Methoden zur Trendermittlung

Die Trendkomponente gibt die Grundrichtung einer Zeitreihe vor und hat damit zentrale
Bedeutung. Dazu wird nachfolgend sowohl ein funktionsspezifischer Ansatz nach der aus
Kapitel 12 bekannten Methode der kleinsten Quadrate als auch die Methode gleitender
Durchschnitte beschrieben.

Methode gleitender Durchschnitte

Um die glatte Komponente einer Zeitreihe herauszufiltern, missen die saisonalen und die
irregularen Schwankungen ausgeschaltet werden. Saisonschwankungen haben die kon-
stante Periode eines Jahres und gleichen sich in ihrer Wirkung innerhalb eines Jahres
gegenseitig aus. Folglich lassen sich die Saisoneinflisse dadurch neutralisieren, dass aus
allen Zeitreihenwerten einer Periode ein arithmetischer Durchschnitt berechnet wird.
Gleichzeitig wird hierdurch auch die Restkomponente eliminiert. Mit der fortlaufenden Be-
rechnung von Durchschnitten lassen sich also 'zwei Fliegen mit einer Klappe schlagen’,
durch das Ausschalten von Saison- und Restkomponente entspricht der Durchschnittswert
dem Trendwert.

[ Definition: Gleitende Durchschnitte D ]

Gleitende Durchschnitte D der Ordnung k werden als arithmetisches Mittel fortlaufend
aus k benachbarten Zeitreihenwerten berechnet und dem mittleren der bei der Durch-
schnittsbildung bertcksichtigten Zeitpunkte T zugeordnet.

Dabei muss zwischen Durchschnitten ungerader Ordnung mitk =3, 5, 7, ...

D, ()=2- Sy mit i=<"1 und T=i+L,it2,...n-i
k h=—i 2
und Durchschnitten gerader Ordnung mitk =2, 4, 6, ...

R .
DT(k):i.(y;‘%hZ)l/ﬂﬁy;'j mit i:; und T=i+1,i+2,..,n-i

unterschieden werden.

Beispiel:

Bei den hier vorliegenden Zeitpunkten im Abstand von drei Monaten umfasst eine
Jahres-Periode vier Zeitreihenwerte. Die Zeitreihenwerte einer Periode werden als
Phasen bezeichnet und entsprechen in unserem Beispiel der Ubernachtungszahlen im
ersten, zweiten, dritten und vierten Quartal.

Fur die ersten vier Zeitreihnenwerte des Jahres 2012 errechnet sich dann aus den
Quartalswerten 1,6 / 6,4 / 5,6 und 2,4 ein Mittelwert von 4,0 [1000 Ubernachtungen)].
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Problematisch ist allerdings - wie bei allen geradzahligen Durchschnittsberechnungen -
die Zuordnung dieses Wertes, da der mittlere Zeitpunkt des betrachteten Zeitraums
Ende Juni 2012 zwischen dem zweiten und dritten Quartal liegt und damit keinem Zeit-
punkt der vorliegenden Zeitreihe entspricht.

Eine Zeitreihen adaquate Zuordnung des Mittelwertes ist also nur mdglich, wenn dieser
aus einer ungeraden Anzahl von Zeitreihenwerten errechnet wird. Um dabei die Saison-
einflisse der verschiedenen Phasen nicht zu verzerren, wird - wie aus der obigen Defi-
nition ersichtlich - bei einem geradzahligen Durchschnitt zwar ein weiterer Zeitreihen-
wert herangezogen, der erste und der letzte Wert gehen jedoch nur mit halbem Gewicht
in die Berechnung ein, da sie ja die gleiche Phase betreffen:

16/2+64+56+24+16/2
4

D2o12/3.0. (4)= =4,000

Die urspriingliche Durchschnittsrechnung vierter Ordnung D(4) wird folglich auf das
erste Quartal 2013 ausgedehnt, der mittlere Zeitpunkt entspricht dann dem dritten Quar-
tal 2012. Dabei wird der Einfluss des ersten Quartals jeweils zur Hélfte Uber den des
Jahres 2012 und den des Jahres 2013 erfasst und somit vermieden, dass dieser Effekt
gegenuber den anderen drei Quartalen doppelt gewichtet wird.

Die nachfolgende Abbildung stellt dem Verlauf der Aufenthaltsdauer die auf diese Weise
berechneten gleitenden Durchschnitte vierter Ordnung gegenuber. Ausgehend von dem
oben berechneten Trendwert mit 4,0 im 3. Quartal 2012 haben sich die Durchschnitts-
werte bis zum zweiten Quartal 2016 auf knapp 4,4 (4400 Ubernachtungen) erhoht. Gut
sichtbar ist dabei der differenzierte Trendverlauf. Wahrend die Trendwerte in den ersten
drei Jahren nahezu konstant blieben, konnten sie erst in den beiden letzten Jahren leicht
zulegen.

Ubernachtungen in der Jugendherberge
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Die Gleitenden Durchschnitte konnten in den bisherigen Beispielrechnungen als &uf3erst
flexibles Verfahren zur Trendermittlung vorgestellt werden. Sie setzen keinen bestimmten
Funktionstyp voraus und signalisieren sofort eine Anderung im Trendverlauf, selbst wenn
diese nur gering ausfallen sollte. Durch die Variation der Ordnung, die allerdings immer ein
Vielfaches der Phasenabschnitte ausmachen sollte, kénnen sowohl kurzfristige Trends (bei
niedriger Ordnung) als auch langfristige Trends (bei h6herer Ordnung) analysiert werden.

Mit dieser Vorgehensweise geht jedoch ein gravierender Nachteil einher, der mit Blick auf die
letzte Abbildung offensichtlich wird. So kdnnen fir die ersten und letzten i Zeitpunkte (hier:
i=2) des Beobachtungszeitraums keine Gleitenden Durchschnitte der Ordnung k (hier: k=2-)
errechnet werden. Es fehlen damit nicht nur wichtige Informationen gerade am aktuellen
Rand des Beobachtungszeitraums, es konnen dariiber hinaus natirlich auch keine Progno-
sen zur weiteren Trendentwicklung abgegeben werden. Aus diesem Grund soll im nachsten
Unterkapitel eine Alternative zur Methode der Gleitenden Durchschnitte vorgestellt werden.

Trendfunktion nach der Methode der kleinsten Quadrate

Wie eben ausgefihrt lasst die Methode der gleitenden Durchschnitte weder eine Trendinter-
polation noch eine Trendextrapolation am bzw. Gber den aktuellen Rand des Beobachtungs-
zeitraumes hinaus zu. Dieser Nachteil wird mit der Festlegung auf eine bestimmte Trend-
funktion vermieden, deren Typus sich aus dem bisherigen Verlauf der Zeitreihenwerte
ableiten lasst. Gesucht ist also eine Funktion, die frei von saisonalen und irregularen
Schwankungen durch die gegebenen Zeitreihenwerte verlauft. lhre Parameter sind so
festzulegen, dass die Summe der quadrierten Abweichungen zwischen Zeitreihenwert und
Trendwert minimal werden. Die Vorgehensweise zeigt damit enge Parallelen zur Regres-
sionsrechung, an die Stelle der exogenen Variablen X tritt lediglich die Zeit t.

[ Definition: Lineare Trendfunktion ]

Die Lage der linearen Trendfunktion
yt)=ao+ar-t

wird nach der Methode der Kleinsten Quadrate so bestimmt, dass die Summe der Ab-
weichungsquadrate minimiert wird:

a = NY Ly -2ty _Cov(t,Y)

CONIE - !
2Yi _Zti T
YN

a, = -a =y-a,-t
0 N y-q
Um die Koeffizienten der Trendfunktion letztendlich berechnen zu kdnnen, ist es notwen-

dig, die Zeitpunkte zu codieren. Dazu wird die kleinste Zeitspanne innerhalb einer Zeit-
reihe gleich Eins gesetzt. Mit welcher Zahl der erste Zeitpunkt codiert wird, ist unerheblich.
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Beispiel:
In der nachfolgenden Arbeitstabelle wird bspw. die erste Codiervariante t1 mit Eins be-
gonnen und - da zwischen allen Zeitpunkten die identische Zeitspanne von einem
Quartal liegt - fortlaufend um eine Einheit erhoht.

Codierung Codierung

Zeitpunkt yi Variante t;; Variante ty; to; toi . Vi
12/1Q 1,6 1 9,5 90,25 -15,20
12/2Q 6,4 2 8,5 72,25 54,40
12/3Q 5,6 3 -7,5 56,25 -42,00
12/4Q 2,4 4 -6,5 42,25 -15,60
13/1Q 1,6 5 -5,5 30,25 -8,80
13/2Q 6,5 6 -4,5 20,25 -29,25
13/3Q 5,7 7 -3,5 12,25 -19,95
12/4Q 2,4 8 -2,5 6,25 -6,00
14/1Q 2,0 9 -1,5 2,25 -3,00
14/2Q 6,7 10 -0,5 0,25 -3,35
14/3Q 51 11 0,5 0,25 2,55
14/4Q 2,6 12 1,5 2,25 3,90
15/1Q 1,3 13 2,5 6,25 3,25
15/2Q 5,8 14 3,5 12,25 20,30
15/3Q 6,8 15 4,5 20,25 30,60
15/4Q 2,9 16 55 30,25 15,95
16/1Q 1,9 17 6,5 42,25 12,35
16/2Q 6,1 18 7,5 56,25 45,75
16/3Q 7,0 19 8,5 72,25 59,50
16/4Q 2,2 20 9,5 90,25 20,90

Summe 82,6 210,0 0,0 665,0 17,50

Gerade im Fall identischer Zeitspannen (sog. aquidistante Zeitpunkte) bietet sich eine
alternative Codierung (siehe t2) an, die zu einer Codiersumme von Null fihrt und damit
die Bestimmungsgleichungen der beiden Koeffizienten erheblich vereinfacht:

665,0 Quartal 20

§(t) = 4130 + 0,0263 -t

Danach liegt die durchschnittliche Anzahl an Ubernachtungen im Zeitpunkt t=0 (ent-
spricht nach der vorgenommenen Codierung dem Zeitpunkt Ende Juni 2014) bei 4130.
Dieser Wert erhoht sich zudem um durchschnittlich 26,3 Ubernachtungen je Quartal.
Nach der linearen Trendfunktion ist also Uber den gesamten betrachteten Zeitraum von
einem leicht steigenden Trendverlauf auszugehen.

Analog zur einfachen Regressionsrechnung kénnen auch nichtlineare Trendfunktionen
verwendet werden. In Abschnitt 12.2. wurden verschiedene Funktionstypen bereits vorge-
stellt. Sie lassen sich einfach auf Trendfunktionen Ubertragen, indem die exogene Variable
X durch den Einfluss der Zeit t ersetzt wird.
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12.3. Ermittlung der Saisonkomponente

Fur eine aussagefahige Beschreibung des zeitlichen Verlaufes einer 6konomischen GroRRe
reicht die Trendbestimmung im Allgemeinen nicht aus, da der Trend oft durch periodische
oder auch nichtperiodische (irregulare) Schwankungen Uberlagert wird. Zur Ermittlung der
periodischen Schwankungen wird angenommen, dass der Gesamtzeitraum aus m Perioden
(z.B. Jahre) besteht und jede Periode in n Phasen (Teilzeitrdume, z.B. Woche, Monat, Quar-
tal) zerlegbar ist. Sind die periodischen Schwankungen jahreszeitlich bedingt, so heil3en
sie Saisonschwankungen. Die Kennziffern zur Charakterisierung dieser Schwankungen
werden als Saisonindizes bezeichnet.

Nachfolgend soll nun das sog. Phasendurchschnittsverfahren vorgestellt werden, das
genau diese Saisonschwankungen quantifizieren, also die Saisonindizes berechnen soll.
Das Verfahren lasst sich dabei in finf Schritte zerlegen, unterstellt wird dabei aus den
weiter oben erlauterten Griinden ein additives Zeitreihenmodell:

- 1. Schritt: Berechnung der Trendwerte yTi

- 2. Schritt: Berechnung der trendbereinigten Werte y*i

- 3. Schritt: Berechnung durchschnittlicher trendbereinigter Werte
- 4. Schritt: Berechnung der Saisonindizes Ik

- 5. Schritt: Berechnung der Schatzwerte yik

Im Normalfall werden hierzu die Zeitreihenwerte von Y in einer zweidimensionalen Tabelle
mit m Zeilen fur die Perioden (i = 1, ..., m) und n Spalten fir die Phasen (k = 1, ..., n)
angeordnet. Die Zeitreine der Ubernachtungszahlen, auf die das Phasendurchschnitts-
verfahren angewendet werden soll, erhélt somit folgendes Aussehen:

Vik Phase
Periode 1. Quartal (k=1)| 2. Quartal (k=2) 3. Quartal (k=3)| 4. Quartal (k=4)
2012 (i=1) 1,6 6,4 5,6 2,4
2013 (i=2) 1,6 6,5 57 2,4
2014 (i=3) 2,0 6,7 51 2,6
2015 (i=4) 1,3 5,8 6,8 2,9
2016 (i=5) 1,9 6,1 7,0 2,2

Alternativ lassen sich die Schritte eins bis funf des Phasendurchschnittsverfahrens auch
aus einer eindimensionalen Tabelle entwickeln, in der die Y-Zeitreihenwerte chronologisch
zeilenweise notiert sind. Die urspringliche Form der Datenerfassung kann also einfach
beibehalten werden. Zudem erlaubt diese Variante eine Ubersichtlichere Darstellung des
Phasendurchschnittsverfahrens und soll daher den folgenden Ausfihrungen zugrunde
gelegt werden:
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Zeitpunkt| Periode i Phase k Yik Yik
1 2012 (i=1) 1. Q. (k=1) Y11 (= Y1211.Q) 1,6
2 2012 (i=1) 2. Q. (k=2) Y12 (= Y1212.0) 6.4
3 2012 (i=1) 3. Q. (k=3) Y13 (= Y1213.0) 56
4 2012 (i=1) 4. Q. (k=4) Y14 (5 Y12/4.Q) 2,4
5 2013 (i=2) 1. Q. (k=1) y21 (= Y131.0.) 1,6
6 2013 (i=2) 2. Q. (k=2) Y21 (= Y132.0) 6,5
7 2013 (i=2) 3. Q. (k=3) Y21 (= Y13/2.9) 57
8 2013 (i=2) 4. Q. (k=4) Y21 (= Y13/4.9) 2,4
9 2014 (i=3) 1. Q. (k=1) Y31 (= Y141.Q) 2,0
10 2014 (i=3) 2. Q. (k=2) Y32 (= Y1412.Q) 6,7
11 2014 (i=3) 3. Q. (k=3) Y33 (= Y1413.Q) 51
12 2014 (i=3) 4. Q. (k=4) Y34 (= Y1414.9) 2,6
13 2015 (i=4) 1. Q. (k=1) Ya1 (= Y151.0.) 13
14 2015 (i=4) 2. Q. (k=2) Yaz (= Y15/2.9) 58
15 2015 (i=4) 3. Q. (k=3) Ya3 (= Y153.0) 6.8
16 2015 (i=4) 4. Q. (k=4) Ya4 (= Y15/4.9) 2,9
17 2016 (i=5) 1. Q. (k=1) Ys1 (= Y1611.Q.) 19
18 2016 (i=5) 2. Q. (k=2) Ys2 (= Y16/2.0.) 6,1
19 2016 (i=5) 3. Q. (k=3) Ys3 (= Y1613.0.) 7,0
20 2016 (i=5) 4. Q. (k=4) Ysa (= Y16/4.9.) 2,2

1. Schritt: Berechnung der Trendwerte yTik

Variante A: Gleitende Durchschnitte der Ordnung k = n = Anzahl der Phasen
lineare Trendfunktion

Variante B:

Um im weiteren Verlauf auch Prognoserechnungen vornehmen zu kdnnen, sollen die

Trendwerte aus der linearen Trendfunktion y(t) = 4,130+0,0263-t errechnet werden:

Zeitpunkt Yik Vik t Yy Vi
1 Y11 1,6 -9,5 = 4,130 + 0,0263 - (-9,5) 3,883
: Y12 6,4 85 | =4130+00263-(-85) | 3,909
3 Yis 5,6 -7,5 = 4,130 + 0,0263 - (-7,5) 3,935
4 Yia 2,4 6,5 | =4,130+0,0263- (6,5 | 3,961
s ya1 1,6 55 | =4,130+0,0263-(-5,5) | 3,987
6 Y22 6,5 45 | =4130+0,0263-(-45) | 4,013
7 Y13 5,7 35 | =4,130+0,0263-(-3,5) | 4,039
8 Yo 2,4 25 | =4,130+0,0263-(-2,5) | 4,065
9 yat 2,0 15 | =4,130+0,0263-(15) | 4,001
10 Va2 6,7 05 | =4130+00263-(-05) | 4,117
1 Y3 51 0,5 = 4,130 + 0,0263 - (0,5) 4,143
12 Va4 2,6 15 = 4,130 + 0,0263 - (,5) 4,169
13 Yar 1,3 25 | =4130+00263-(25) | 419
14 Yaz 58 35 = 4,130+ 0,0263 - (35) | 4,221
15 Yaa 6,8 4,5 = 4,130 + 0,0263 - (4,5) | 4,247
16 Yas 2,9 55 | =4130+00263-(55) | 4,273
v Ys1 19 6,5 = 4,130 + 0,0263 - (6,5) | 4,299
18 Ys2 6,1 75 | =4130+00263-(7.5) | 4,325
19 Ys3 7,0 8,5 =4,130 + 0,0263 - (85) | 4,351
20 Y54 2,2 95 | =4130+00263-(95) | 4377
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2. Schritt: Berechnung der trendbereinigten Werte y*i

Additives Modell: Subtraktion der Trendwerte von den Messwerten — y*ik = Yik - yi

(Multiplikatives Modell: Division der Messwerte durch die Trendwerte — y*ik = yik / yTik)

Bei dem hier unterstellten additiven Modellansatz ergeben sich die trendbereinigten Werte
durch Subtraktion der Trendwerte von den erfassten Zeitreihenwerten. Um die Berech-
nung der Phasendurchschnitte im nachsten Schritt zu erleichtern, werden die trendbe-
reinigten Werte gleich der betreffenden Phase (unterjahriger Zeitpunkt) zugeordnet:

*

Zeitpunkt Yik vk Yk 1. Quartal 2. Quartal 3. Quartal 4. Quartal
1 Y 1,6 3,883 =1,6-3,883 -2,283
2 Y12 6,4 3,909 = 6,4 - 3,909 2,491
3 Y13 5,6 3,935 =5,6-3,935 1,665
4 Y14 2,4 3,961 =2,4-3,961 -1,561
5 Y21 1,6 3,987 =1,6 - 3,987 -2,387
6 Y22 6,5 4,013 =6,5-4,013 2,487
7 Y13 5,7 4,039 =5,7-4,039 1,661
8 Y24 2,4 4,065 =2,4-4,065 -1,665
9 Y31 2,0 4,091 =2,0-4,091 -2,091
10 Y32 6,7 4,117 =6,7-4,117 2,583
11 Y33 51 4,143 =5,1-4,143 0,957
12 Y34 2,6 4,169 =2,6-4,169 -1,569
13 Ya1 1,3 4,195 =1,3-4,195 -2,895
14 Ya2 5,8 4,221 =5,8-4,221 1,579
15 yss 68 4,247 = 6,8 - 4,247 2,553
16 Yaa 2,9 4,273 =2,9-4,273 -1,373
17 Ys1 1,9 4,299 =1,9-4,299 -2,399
18 Y52 6,1 4,325 =6,1-4,325 1,775
19 Ys3 7,0 4,351 =7,0-4351 2,649
20 Ys4 2,2 4,377 =2,2-4,377 -2,177

Die trendbereinigten Werte lassen durch ihre spaltenweise Zuordnung nach Phasen
bereits deutliche Saisoneinflisse erkennen. Sie nehmen sowohl im ersten als auch im
letzten Quartal durchweg negative Werte an. Die Zeitreihenwerte liegen also unter den
jeweiligen Trendwerten, was auf einen negativen Saisoneinfluss hindeutet. In den beiden
anderen Quartalen verhalt es sich genau umgekehrt, hier liegt also ein positiver Saison-

einfluss vor.

Allerdings fallen die Abweichungen innerhalb einer Phase (Quartal) fur die verschiedenen
Perioden (Jahre) unterschiedlich hoch aus. Hieran zeigt sich die Uberlagerung der Saison-
komponente durch Rest- oder Stoérgrof3en, deren Einfluss nicht weiter beschrieben werden
kann. Die Durchschnittsberechnungen in den beiden né&chsten Schritten des Phasen-
durchschnittsverfahrens sollen diese Erkenntnisse noch weiter verdichten.
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3. Schritt: Berechnung durchschnittlicher trendbereinigter Werte

— Berechnung der Spaltendurchschnitte = Phasendurchschnitt = y*
— Berechnung des Durchschnitts aller Spaltendurchschnitte = Gesamtdurchschnitt

S 1 n ___
yr =2y
N k=1
Zeitpunkt Yik AN Yk 1. Quartal 2. Quartal 3. Quartal 4. Quartal
1 Yu 1,6 3,883 =1,6-3,883 -2,283
2 V12 6,4 3,909 =6,4 - 3,909 2,491
3 yis 56 | 3935 | =56-3935 1,665
4 viea 24 | 391 | =24-3961 11,561
5 Y1 1,6 3,987 =1,6 - 3,987 -2,387
6 ve» 65 | 4013 | =65-4,013 2,487
7 vis 57 | 4039 | =57-403 1,661
8 Y24 2,4 4,065 =2,4 - 4,065 -1,665
9 va 20 | 4091 | =2,0-4,001 2,001
10 v 67 | 4117 | =67-4117 2,583
11 yss 51 | 4143 | =51-4143 0,957
12 Y34 2,6 4,169 =2,6-4,169 -1,569
13 va 13 | 4195 | =13-4195 -2,895
14 vio 58 | 4221 | =58-4221 1,579
15 vis 68 | 4247 | =68-2247 2,553
16 Va4 2,9 4,273 =2,9-4,273 -1,373
17 vss 19 | 4299 | =19-429 -2,399
18 veo 61 | 4325 | =61-4325 1,775
19 yes 7.0 | 4351 | =70-4351 2,649
20 Y54 2,2 4,377 =2,2-4,377 -2,177
Phasendurchschnitte y* | 2411 2,183 1,897 -1,669]
Gesamtdurchschnitt y* | 0,000 |

4. Schritt: Berechnung der Saisonindizes Ik (Normierung der Phasenmittelwerte)

Additives Modell: Ik = y*x-y* mit Zlk=0
(Mulitiplikatives Modell: Ik = y*k/y* mit Zlk = n)
Die Berechnung der Saisonindizes ergibt sich im vorliegenden Beispiel eines additiven

Zeitreihenmodells aus der Subtraktion des Gesamtdurchschnitts von den jeweiligen Pha-
sendurchschnitten, also:

I(1. Quartal) =11 =y*1 - y* = -2,411 - 0,000 = -2,411
(2. Quartal) =12 =y*» - y* = 2,183 - 0,000 = 2,183
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I(3. Quartal) =13 =y*3 - y*=1,897 - 0,000 = 1,897
I(4. Quartal) =14 =y*4 - y* =-1,669 - 0,000 = -1,669

Naturlich ware hier eine Normierung nicht nétig gewesen, da der Gesamtdurchschnitt der
trendbereinigten Werte ja exakt bei Null liegt. Dies ist jedoch nicht zwangslaufig der Fall,
sondern hangt von der Starke und der Struktur zufalliger Einflisse (Restkomponente) auf
die Zeitreinenwerte ab. Ist diese Restkomponente nur schwach ausgepréagt, so lasst sie
sich - wie in unserem Beispiel - bereits durch die Berechnung der Phasendurchschnitte
vollstandig eliminieren. In den meisten Fallen ist allerdings eine zweite Korrektur notig,
namlich die hier dargestellte Normierung der Phasenmittelwerte.

Spatestens nach dieser Normierung sind die Phasenmittelwerte vollstdndig von Trend-
und Zufallseinfliissen befreit und spiegeln ausschliel3lich den durchschnittlichen Saison-
einfluss innerhalb einer Periode (i.d.R. Jahr) wider. Dies zeigt sich auch an den Werten
der Saisonindizes, die sich bei der hier unterstellten additiven Modellstruktur exakt zu Null
addieren.

Positive Saisonindizes signalisieren dann einen positiven Einfluss der Jahreszeit auf die
betrachtete Zeitreihe und umgekehrt. So liegen die Ubernachtungen im zweiten und dritten
Quartal um durchschnittlich 2183 bzw. 1897 Uber den jeweiligen Trendwerten. Dagegen
bewirkt der Saisoneinfluss im ersten und vierten Quartal einen Rickgang gegeniber dem
Trendwert um durchschnittlich 2411 bzw. 1669 Ubernachtungen. Uber das gesamte Jahr
betrachtet, also lUber eine Periode, heben sich diese Saisoneinflisse gegenseitig auf, die
Summe der Saisonindizes ist daher Null.

Schritt 5: Berechnung der Schatzwerte yix

Additives Modell: yik = yTi + Ik
(Mulitiplikatives Modell: ik = yTi - Ik)

Ubernachtungen in der Jugendherberge
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Zeitpunkt Yik vk Ik Vi = ¥k + I
1 Vi1 1,6 3,883 2,411 1,472
2 Y12 6,4 3,909 2,183 6,092
3 Via 5,6 3,935 1,897 5,832
4 Y14 2,4 3,961 -1,669 2,292
5 Vo1 1,6 3,987 2,411 1,576
6 Vas 6,5 4,013 2,183 6,196
7 Y13 5,7 4,039 1,897 5,936
8 Vo 2.4 4,065 -1,669 2,396
9 Ya1 2,0 4,001 2,411 1,680
10 Y32 6,7 4,117 2,183 6,300
1 yas 5,1 4,143 1,807 6,040
12 Vaa 2,6 4,169 11,669 2,500
13 Va1 1,3 4,195 -2,411 1,784
14 Var 5,8 4,221 2,183 6,404
15 Va3 6,8 4,247 1,897 6,144
16 Yaa 2,9 4,273 -1,669 2,604
17 Y51 1,9 4,299 -2,411 1,888
18 Y52 6,1 4,325 2,183 6,508
19 Y53 7,0 4,351 1,897 6,248
20 Y54 2,2 4,377 -1,669 2,708

Der Vergleich von Originalwerten und ihren Schatzwerten in der obigen Abbildung macht
deutlich, dass das additive Modell den Verlauf der Ubernachtungszahlen der Jugendher-
berge recht gut beschreibt.

Naturlich lasst sich die Schatzqualitat der Zeitreihenmodelle analog zu den Regressions-
modellen mit Hilfe des Bestimmtheitsmal3es quantifizieren. Der Wert fallt mit Gber 0,96
sehr eindeutig aus. Es ist daher auch nicht Gberraschend, dass der Signifikanztest auf der
Grundlage des F-Testes (vgl. Kapitel 12.1.) zu einer eindeutigen Ablehnung der Null-
hypothese fuhrt.

Angesichts der gegebenen Anpassungsgute dieses Zeitreihenmodells ist es nun maoglich,
eine Prognose zur Entwicklung der Ubernachtungszahlen fir 2017 abzugeben:

¥2017/1.Q0 = Y61 = Y'e1 + 12 = (4,130 + 0,0263 - 10,5) - 2,411 = 1,995
Y20172.0 = Y62 = Y'62 + |2 = (4,130 + 0,0263 - 11,5) + 2,183 = 6,615
¥2017/3.Q = Y63 = Y'63 + I3 = (4,130 + 0,0263 - 12,5) + 1,897 = 6,356
Y2017/4.Q = Y64 = Y'64 + 12 = (4,130 + 0,0263 - 13,5) - 1,669 = 2,816

Fur das Jahr 2017 kann die Leitung der Jugendherberge also mit einer Gesamtzahl an
Ubernachtungen in Héhe von 17782 rechnen.
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Aufgabe IV.1.:

(Erganzung zu Aufgabe I11.2.)

Neben monatlichen Einkommen (in Euro) wurden von Wismarer Studenten Informationen zu
ihren monatlichen Ausgaben (in Euro) und ihrem haufigsten Fortbewegungsmittel (1 = zu
Ful3 bzw. Fahrrad, 2 = Auto) erfragt:

Einkommen 500 400 400 450 500 200 350 450 500 650
Ausgaben 400 200 300 450 300 200 350 450 500 500
Fortbewegung 2 1 2 2 1 2 2 2 2 2

e) Berechnen Sie fur die Abh&ngigkeit der Ausgaben vom Einkommen eine lineare Regres-
sionsfunktion und interpretieren Sie die Regressionskoeffizienten. Welche Ausgaben wiir-
den Sie erwarten, wenn ein Student Uber ein Monatseinkommen von 430 EUR verfugt?

f) Wie wirde das Regressionsmodell aussehen, wenn Sie neben dem Einkommen das
Fortbewegungsmittel als zweiten Regressor beriicksichtigen wirden? Formulieren Sie
hierzu die entsprechende Regressionsgleichung (keine Berechnung!).

Losung:

e) a1 = Cov(X, Y)/sx* =8650,0/12400,0 = 0,69758 [EUR-Ausg./EUR-Eink.]
y(x) = 58,065 + 0,69758 - x
y(430) = 358,02 EUR

f) y(x1, x2) = ao + ai-x1 (=Einkommen) + az-x2 (= 0, wenn zu Ful3; = 1, wenn Auto)

Aufgabe IV.2.

(Erganzung zu Aufgabe I11.3.)

Bei der Veroffentlichung von Unternehmenszahlen fir 2001 hat VW auch auf den Einfluss
des PKW-Absatzes (in Mio. Stiick) auf das Betriebsergebnis (in Mio. EUR) verwiesen. Fur
ausgewahlte Jahre liegen die folgenden Ergebnisse vor:

Jahr 1992 1993 1996 1997 1998 1999 2000
Betriebsergebnis 75  -992 347 696 1147 844 2062
PKW-Absatz 3,4 3,0 4,0 4,3 4,8 4,9 5,2

d) Berechnen Sie fur den skizzierten Zusammenhang eine lineare Regressionsfunktion
und interpretieren Sie beide Regressionskoeffizienten. Kann mit dieser Funktion das
Betriebsergebnis fur die beiden Jahre 1994 und 1995 geschatzt werden? (Begrindung!)

e) Bewerten Sie die Schatzqualitat des unter d) berechneten Regressionsmodells.

Losung:
d) a1=621,743 /0,568 = 1094,618 [Euro/Stlick]
ao =597 - 1094,618 - 4,229 = -4033,666 [Mio. Euro]
keine Schatzung fur 1994 und 1995 mdoglich, da Absatz-Informationen fehlen

e) B2=0,941%2=0,885 d.h. falls signifikant, ausreichende Schatzqualitat
F=46,174 ~ rdnn=1;di2=5 / KBo,05 = [6,608; + ) — eindeutige Ablehnung von Ho
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Aufgabe IV.3.:

Das Kieler Institut fur Weltwirtschaft hat in den Jahren 2004 bis 2007 die Auswirkung von
Lohnzuriickhaltung (= Differenz zwischen jahrlicher Wachstumsrate des nominalen Brutto-
sozialprodukts und jahrlichem Lohnzuwachs) auf die Zunahme der Beschaftigung in der
EU untersucht:

Land Lohnzurickhaltung Beschaftigungszuwachs
(in % pro Jahr) (in % pro Jahr)
Belgien 2,1 0,0
Deutschland 0,6 -0,9
Finnland 2,3 15
Frankreich 1,0 0,2
Irland 6,9 3,9
Italien 1,7 -0,5
Niederlande 2,7 0,8
Spanien 3,2 1,4

a) Stellen Sie die Wertepaare grafisch dar und begriinden Sie den erkennbaren Zusam-
menhang.

b) Berechnen Sie hierflirr einen geeigneten Regressionsansatz und tragen Sie die Regres-
sionsfunktion in die Grafik unter a) ein. Interpretieren Sie die Regressionskoeffizienten.

c) Verdeutlichen Sie exemplarisch anhand der Grafik die Methode der Kleinsten Quadrate
und geben Sie eine begriindete Schatzung fir die Hohe des Bestimmtheitsmalies.

d) Welche Lohnpolitik misste folglich in Deutschland praktiziert werden, wenn bei einem
nominalen Wirtschaftswachstum von jahrlich 4% die Beschéftigtenzahl in den nachsten
vier Jahren von 34 auf 35 Millionen gesteigert werden soll? (Lohn%=1,538%)

Losung:
a) Streudiagramm mit X = Lohnzuriickhaltung und Y = Beschaftigungszuwachs

Beschiftigungszuwachs

T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Lohnzuriickhaltungin %

Starker positiver linearer Zusammenhang; bei starker Lohnzurtickhaltung wird der
Produktionsfaktor Arbeit relativ guinstiger und wird daher starker nachgefragt.
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Losung Aufgabe IV.3. (Fortsetzung):

b) sx? =79,09/8 - 2,5632 = 3,317 [%-LZ]?
Cov(X, Y) =35,81/8 - 2,563 - 0,8 = 2,426 [%-LZ - %-BZ]
a1 =2,426 /3,317 = 0,731 [%-BZ / %-LZ]; d.h. nimmt die Lohnzuriickhaltung um einen
Prozentpunkt zu, dann erhoht sich die Beschaftigung um durchschnittlich 0,731% p.a.;
ao =0,800 - 0,731 - 2,563 = -1,074 [%-BZ]; d.h. liegt die Lohnzuriickhaltung bei 0%,
dann nimmt die Beschaftigung im Durchschnitt pro Jahr um 1,074% ab;

y(x) =-1,073 + 0,731 - x
c) Darstellung der Residuen e (siehe Grafik), entspricht dem vertikalen Abstand der

Wertepaare von der Regressionsgeraden; diese Abstande fallen insgesamt sehr gering
aus, daher hohes Bestimmtheitsmald mit einem Wert tiber 0,8

d) Lohnzuriickhaltung x = nom.BSP% - Lohn%
Beschaftigungszuwachs pro Jahr = (35/3471/4 - 1) - 100 = 0,727%
y(x) =-1,073 + 0,731 - (4 - Lohn%) = 0,727
Lohn% = 1,538%

Aufgabe IV.4.:

In einem Unternehmen mit 8 Beschéftigten liegen Daten lber Alter und monatlichem
Bruttoeinkommen vor:

Alter in Jahren 16 17 22 25 27 28 32 38

monatliches Brutto- 1800 1900 2600 3600 3200 3500 4200 4800
einkommen in EUR

a) Berechnen Sie eine Regressionsgleichung, mit der Sie das monatliche Bruttoeinkom-
men in Abhangigkeit vom Alter schatzen konnen.

b) Ermitteln Sie ein Mal3 fur die Giute der Anpassung und begriinden Sie, wie der Signifi-
kanztest zu dieser Grol3e ausfallen wirde (keine Berechnung?!).

c) Interpretieren Sie die Regressionskoeffizienten und bewerten Sie diese Aussagen. Be-
grinden Sie, inwieweit Sie diesen Regressionsansatz zur Schatzung des Bruttoein-
kommens einsetzen wirden.

Losung:

a) Cov(X, Y)=709500/8 - 25,625 - 3200 = 6687,50 [Jahre - EUR]
sx? = 5635/8 - 25,6252 = 47,734 Jahre?
y =-390,037 + 140,099 - x

b) sy? =89740000/8 - 32002 = 977500,0 EUR?
B2=0,958; angesichts des hohen BestimmtheitsmaRes nahe 1 wird der Signifikanztest
zu einer Ablehnung der Nullhypothese fuhren

c) a1 = 140,099 [Euro/Jahr]; d.h. mit jedem Jahr erhoht sich das monatliche Bruttoein-
kommen eines Beschéftigten um 140,099 Euro (nachvollziehbar);
ao = -390,037 [Euro]; d.h. ein Beschéftigter mit Null Jahren erhalt ein monatliches
Bruttoeinkommen in Héhe von -390,037 Euro (unsinniges Ergebnis);
Linearitat Gber das gesamte Altersspektrum ist problematisch
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Aufgabe IV.5.:

Zur Prognose des DAX-Index liegt lhnen die Entwicklung der Auftragseingange in
Deutschland in halbjahrlichen Abstanden vor:

Zeitpunkt (MoJa) 12/04 06/05 12/05 06/06 12/06 06/07
DAX-Index 4256 4586 5408 5683 6596 8007
Auftragseingang 100,8 101,3 108,9 108,6 114,0 117,6

a) Berechnen Sie eine Regressionsgleichung, mit der Sie den DAX-Index in Abhangigkeit
von der Entwicklung der Auftragseingange schétzen kénnen.
(y=-15985,873+200,325-x)

b) Ermitteln Sie ein Mal3 fiir die Gute der Anpassung und bewerten Sie die ermittelte Re-
gressionsgleichung. Interpretieren Sie zudem die Regressionskoeffizienten.
(B2=0,946 d.h. sehr hohe Anpassungsgute oder Schatzqualitat)

c) Schéatzen Sie mit Hilfe der Regressionsgleichung die weitere Entwicklung des DAX-
Index, wenn bis Jahresende mit einem Anstieg der Auftragseingange auf 136 Punkte
zu rechnen ist. (y(136)=11258,327 DAX-Punkte)

Aufgabe IV.6.:

Ein Ziel der Kreisgebietsreform in Mecklenburg-Vorpommern besteht in der Einsparung
von Verwaltungspersonal. Der Vergleich mit anderen Bundeslandern bringt folgende Er-
gebnisse:

Bevolkerung Beschaftigte im 6ffentlichen Dienst

Bundesland in Mio. Einwohner in 1000
Berlin 3,395 259,7
Brandenburg 2,599 139,2
Bremen 0,663 39,8
Hamburg 1,744 107,2
Niedersachsen 7,994 431,6
Sachsen 4,274 235,0
Sachsen-Anhalt 2,470 145,8
Schleswig-Holstein 2,833 166,8

a) Stellen Sie die Beschaftigten in Abhéngigkeit von der Einwohnerzahl grafisch dar.

b) Berechnen Sie ein geeignetes Mal3 fur die Starke des linearen Zusammenhangs.
(rxy = 0,977)

c) Berechnen Sie eine lineare Regressionsfunktion und interpretieren Sie die Koeffizien-
ten. Zeichnen Sie die Regressionsgerade in die Grafik ein.
(a0=18,076 [1000 B6D]; a1 = 53,145 [1000 B6D / 1 Mio. Einw.])

d) Bei einer Bevolkerung von 1,707 Mio. Einwohnern gibt es in Mecklenburg-Vorpommern
106300 Beschaftigte im offentlichen Dienst. Ware nach den Bedingungen der anderen
Bundeslander eine geringere Anzahl an Beschaftigten zu erwarten?

(y(1,707) = 108,795 [1000 B6D]; also nein)
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Aufgabe IV.7.:

In einem Windkanal wird eine Windkraftanlage auf die Abh&ngigkeit der erzeugten
Leistung (in kW/h) von der Windgeschwindigkeit (in m/s) getestet. Folgende Messdaten
liegen vor:

Windgeschwindigkeit in m/s 2 3 4 6 10
Leistung in KW/h 30 52 72 98 100

a) Berechnen Sie eine geeignete Mal3zahl fiir den Zusammenhang zwischen Leistung
und Windgeschwindigkeit und interpretieren Sie Ihr Ergebnis.
(ry=0,874 d.h. starker positiver linearer Zusammenhang von Windgeschwindigkeit und
Leistung)

b) Berechnen Sie die Koeffizienten der einfachen linearen Regressionsfunktion und
stellen Sie diese zusammen mit den Wertepaaren in geeigneter Weise grafisch dar.
Verdeutlichen Sie an dieser Grafik die beiden Regressionskoeffizienten.

(a0=28,90 [kw/h]; @1=8,30 [kw/h / m/s])

c) Interpretieren Sie die beiden Regressionskoeffizienten. Welche Kritikpunkte sind
folglich gegen diese Funktion vorzubringen? Begrinden Sie Ihre Antwort.
(unsinnige Ergebnisse aul3erhalb des Schétzbereichs, vgl. ao)

d) Schlagen Sie einen alternativen Regressionsansatz vor und berechnen Sie dessen
Koeffizienten. (z.B. quadratische Funktion)

Aufgabe IV.8.:

Das Essener Marktforschungsunternehmen 'Im Pott' soll im Auftrag von Apple fir das
Produkt 'IPod' eine sinnvolle Preis-Absatz-Funktion ermitteln. Hierzu wurden auf den
verschiedenen Testméarkten im Ruhrgebiet die Absatzzahlen bei unterschiedlicher Preis-
gestaltung festgestellt:

Preis in Euro 30 55 130 170 195 250
Absatz in Stiick 17000 7500 2500 1200 500 400

a) Stellen Sie den Absatzverlauf in Abhangigkeit des Preises grafisch dar und begriinden
Sie, warum sich der Zusammenhang zwischen Preis und Absatz mit Hilfe einer Hyper-
belfunktion recht gut beschreiben lasst.

b) Berechnen sie die Koeffizienten dieser Hyperbelfunktion. Mit welchem Absatz an IPods
kann das Unternehmen auf einem vergleichbaren Markt bei einem Preis von 75 Euro
rechnen? (ao = -2128,850; a1 = 564175,4377; y(75) = 5393,489 Stiick)

c) Welches Vertrauen bringen Sie der Absatzprognose bei 75 Euro entgegen? Begrinden
Sie lhre Antwort auch dadurch, dass Sie eine geeignete Kennzahl fiur die Schatzquali-
tat dieser nichtlinearen Regressionsfunktion berechnen. (B2 = 0,989)

d) Welche Probleme wéren aufgetreten, wenn Sie in diesem Fall einen linearen Regres-
sionsansatz gewahlt hatten?
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Aufgabe IV.9.:

Ein Unternehmen hat tber 8 Quartale Preis, Absatzmenge und Werbeausgaben eines
Gutes gegenubergestellt:

Absatzmenge Preis Werbeausgaben
Quartal in 1000 Stick in EUR in 1000 EUR
01/15 700 12 100
02/15 800 9 100
03/15 1100 5 100
04/15 1200 4 100
01/16 1000 12 200
02/16 1200 9 200
03/16 1400 6 200
04/16 1600 3 200

a) Welcher Zusammenhang ist zwischen Preis und Absatzmenge bzw. zwischen Werbe-
ausgaben und Absatzmenge zu erwarten? Begrinden Sie diese Zusammenhange.

b) Stellen Sie die Abhéngigkeit der Absatzmenge vom Preis in geeigneter Weise grafisch
dar. Welche Erkenntnisse flr die Modellspezifikation lassen sich hieraus ableiten?

c) Berechnen Sie auf der Grundlage Ihrer Uberlegungen aus b) ein geeignetes Regres-
sionsmodell und testen Sie dieses auf Signifikanz.

Aufgabe IV.10.:

In kaum einer anderen Industrienation sind Arbeitnehmer so gut vor Entlassungen ge-
schiitzt wie in Deutschland. OECD-Okonomen sehen darin den Hemmschuh fir mehr
Beschaftigung. Fur 7 Lander stellen sie hierzu dem Index der Beschéaftigungsschutzge-
setzgebung (hoher Indexwert = hoher Kindigungsschutz) die konjunkturunabhangige
Arbeitslosenquote gegenuber:

Land D F I NL GB Jap USA

Index Beschéftigungsschutz 2,6 2,8 3,4 2,2 0,9 2,3 0,7
Arbeitslosenquote in % 7,1 9,7 9,9 5,0 6,1 3,5 5,3

a) Quantifizieren Sie die Behauptung 'Weniger Kiindigungsschutz fuhrt zu mehr Beschaf-
tigung’, indem Sie eine geeignete lineare Regressionsfunktion berechnen.

b) Zeigen Sie formal, dass aus der Hohe des Steigungskoeffizienten nicht auf die Schatz-
gualitat der Regressionsgleichung geschlossen werden kann. Wie grof3 ist Ihr Vertrau-
en in den errechneten Zusammenhang? Berechnen Sie dazu eine geeignete Mal3zahl.

c) Stellen Sie grafisch der geschatzten Regressionsfunktion die tatsachlichen Wertepaare
gegenuber. Begriinden Sie, in welcher Weise sich die Lage der Regressionsfunktion
verandert, wenn nur die europaischen Lander betrachtet werden.
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Aufgabe IV.11.:

Die Henkel AG & Co. KGaA mdchte ein neues Hairstyling-Produkt fur die jugendliche Ziel-
gruppe auf den Markt bringen und testet den Absatz vorab in 8 verschiedenen Stadten:

Stadt Preis des Produktes Einwohnerzahl Absatz
(in EUR) (in 1000) (in 1000)
1 2,40 50 3
2 2,50 40 2
3 2,80 65 3
4 2,60 38 1
5 2,50 50 2
6 2,30 60 5
7 3,00 55 1
8 2,50 32 1

a) Bestimmen Sie die Gleichung der Regressionsgeraden fur die Preisabhéngigkeit des
Absatzes und interpretieren Sie die Regressionskoeffizienten.

b) Berechnen Sie je eine Mal3zahl fir die Gute der Anpassung der in a) berechneten Re-
gressionsgeraden sowie fir die Starke des linearen Zusammenhangs der Merkmale
Preis und Absatz und interpretieren Sie beide.

Zur Verbesserung der Schatzung wurde die Einwohnerzahl als zweiter Regressor hinzu-
genommen und die neue Regressionsfunktiony = 8,97 - 4,559 - x1 + 0,103 - x2 errechnet.
c) Welches geometrisches Gebilde stellt diese Gleichung dar?

d) Schéatzen Sie auf der Grundlage der neuen Regressionsfunktion den Absatz, den Hen-
kel in Wismar mit 46000 Einwohnern erzielen kann, wenn dort ein Preis von 2,59 EUR
verlangt wird. Hat sich die Anpassungsgute durch die neue Funktion verbessert?

Aufgabe IV.12.:

Fur Anlageentscheidungen am deutschen Aktienmarkt wird die Entwicklung am ameri-
kanischen Aktienmarkt als wichtiger Indikator angesehen. Um diese Einschatzung zu
Uberprufen, liegen lhnen folgende Notierungen (in 1000 Punkten) vor:

Zeitpunkt 06/12 12/12 06/13 12/13 06/14 12/14  06/15
Dow Jones 12,9 13,1 14,9 16,6 16,8 17,8 17,6
DAX 6,4 7,6 8,0 9,5 9,8 9,8 10,9

a) Erfassen Sie die Abhéngigkeit des DAX vom Dow Jones - Index in einer zweidimensio-
nalen Haufigkeitstabelle. Welche Erkenntnis tber die Abhangigkeit des DAX vom Dow
Jones - Index lasst sich aus dieser Tabelle ableiten? Ist diese Darstellung sinnvoll?

b) Berechnen Sie nun eine geeignete Regressionsfunktion und interpretieren Sie deren
Koeffizienten. Vergleichen Sie diese Ergebnisse mit den unter a) gewonnenen Erkennt-
nissen. Was fallt Ihnen dabei auf?

c) Aktuell weist der Dow Jones Index einen Stand von 17800 Punkten auf, der DAX von
11300 Punkten. Hatten Sie den Anstieg des DAX bei dieser Kursentwicklung des Dow
Jones Index erwartet? Begriunden Sie lhre Antwort durch geeignete Berechnungen.
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Aufgabe IV.13.:

Die Henkel AG & Co. KGaA untersucht fur die Geschaftsjahre 2010 bis 2015 die Umsatz-
entwicklung in Abhangigkeit von den Marketing- und Vertriebsausgaben (in Mrd. EUR):

Geschaftsjahr 2010 2011 2012 2013 2014 2015
Umsatz 141 133 151 156 16,5 16,3
Marketing und Vertrieb 3,8 3,6 4,0 4,2 4,8 4,5

a) Stellen Sie die Wertepaare in geeigneter Weise grafisch dar und begriinden Sie den
erkennbaren Zusammenhang.

b) Warum ist der Korrelationskoeffizient von Pearson/Bravais eine geeignete Kennzahl
zur Berechnung des Zusammenhangs zwischen den beiden Merkmalen? Berechnen
Sie diesen und interpretieren Sie das Ergebnis.

c) Berechnen Sie dariiber hinaus eine geeignete lineare Regressionsfunktion und tragen
Sie diese in die Grafik unter a) ein. Interpretieren Sie die Koeffizienten dieser Regres-
sionsfunktion und schatzen Sie den Umsatz fir das Geschéaftsjahr 2016, wenn bekannt
ist, dass sich die Marketing- und Vertriebsausgaben auf 4,8 Mrd. EUR erh6ht haben.

Wie hoch ist Ihr Vertrauen in diese Schatzung? Begrunden Sie Ihre Antwort, indem Sie
hierzu eine geeignete Kennzahl berechnen. Uberpriifen Sie diese auch auf eventuelle
Zufallseinflusse.

Aufgabe IvV.14.:

Bei der Veréffentlichung der Unternehmenszahlen fir 2015 hat VW auch auf den Einfluss von
Absatz (in Mio. PKW) und Umsatz (in Mrd. EUR) auf das Betriebsergebnis (in Mrd. EUR) ver-
wiesen. Fir zurtckliegende Geschéftsjahre liegen die folgenden Ergebnisse vor:

Jahr 2005 2006 2007 2008 2009 2011 2013 2014
Betriebsergebnis 1,1 2,7 4.1 0,9 4.7 7,2 9,1 11,1
Umsatz 94 105 109 114 105 159 197 202
Absatz 5,2 57 6,2 6,3 6,3 8,3 9,7 10,2

Zudem sind folgende Kennzahlen bekannt:
Cov(Umsatz; Betriebsergebnis) = 132,817 [Mrd. EUR - Mrd. EUR]
Cov(Umsatz; Absatz) = 73,159 [Mrd. EUR - Mio. PKW]

a) Stellen Sie die Abhangigkeit des VW-Betriebsergebnisses vom Umsatz in geeigneter Weise
grafisch dar. Welcher Zusammenhang ist hieran zu erkennen?

b) Berechnen Sie die Starke der linearen Abhangigkeit des Betriebsergebnisses vom Umsatz und
interpretieren Sie das Ergebnis. Wie lasst sich das Ergebnis 6konomisch begriinden?

c) Berechnen Sie fir die Abhéangigkeit aus b) eine lineare Regressionsfunktion und interpretieren
Sie die Regressionskoeffizienten. Begriinden Sie, ob mit dieser Funktion das Betriebsergebnis
fur die Jahre 2010 und 2012 geschéatzt werden kann.

d) LieRe sich die Schatzqualitat der Regressionsfunktion aus c) deutlich verbessern, wenn der
Absatz an Fahrzeugen als weitere erklarende Variable in das Regressionsmodell aufgenom-
men wurde? Fihren Sie hierzu geeignete Berechnungen durch.
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Aufgabe IV.15.:

Der Produktionsindex in der deutschen Investitionsguterindustrie zeigt fur die Jahre 2003 bis
2006 folgenden Verlauf:

April August Dezember
2003 115,6 103,7 125,5
2004 128,0 1149 142,6
2005 133,1 1171 137,0
2006 130,1 116,1 135,2

a) Stellen Sie die Zeitreihe grafisch dar und begrinden Sie, weshalb in diesem Fall ein
additives Zeitreihenmodell geeignet ist.

b) Bestimmen Sie den Trendverlauf nach der Methode geeigneter gleitender Durchschnitte
und zeichnen Sie diesen in die Grafik von a) ein.

c) Warum ist die Methode gleitender Durchschnitte gegentber einer linearen Trendfunk-
tion besser geeignet, Trendwechsel frihzeitig zu identifizieren? Ist fir das Jahr 2006 ein
solcher Trendwechsel am Produktionsindex der deutschen Investitionsguterindustrie zu
erkennen? Begrinden Sie lhre Antwort.

Losung:

a) additives Modell, da schwankende Amplituden:

b)
Datum Produktion D+(3)
Apr 03 115,6
Aug 03 103,7 114,933
Dez 03 125,5 119,067
Apr 04 128,0 122,800
Aug 04 114,9 128,500
Dez 04 142,6 130,200
Apr 05 133,1 130,933
Aug 05 117,1 129,067
Dez 05 137,0 128,067
Apr 06 130,1 127,733
Aug 06 116,1 127,133
Dez 06 135,2

c) keine Vorgabe einer festen Trendfunktion; fortlaufende Durchschnittsberechnung fur
eine begrenzte Anzahl an Zeitreihenwerten (Ordnung) fihrt dazu, dass alte Werte
herausfallen und neue Werte hinzukommen, Trendveranderungen werden dadurch
sofort wirksam; seit April 2004 fallende Trendwerte, Trendwechsel noch nicht sichtbar
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Aufgabe IV.16.:

Fur einen internationalen Flughafen liegen von 2005 bis 2008 die folgenden Passagier-
zahlen vor:

Fluggaste (in 1000)

Zeit 1. Quartal 2. Quartal 3. Quartal 4. Quartal
2005 3581 3630 3877 4069
2006 3982 4061 4360 4485
2007 4389 4554 4831 4908
2008 4795 4848 5224 5332

a) Stellen Sie die Zeitreihe graphisch dar und erlautern Sie hieran die Komponenten einer
Zeitreihe.

b) Berechnen Sie mit Hilfe des Phasendurchschnittsverfahrens unter Verwendung geeig-
neter gleitender Durchschnitte die Saisonindizes und interpretieren Sie diese.

c) Verwenden Sie die jahrlichen Passagierzahlen als Grundlage fur die Berechnung einer
linearen Trendfunktion. Interpretieren Sie die Koeffizienten der Trendfunktion.

d) Welche Anzahl war auf Basis der Trendfunktion fur das Jahr 2009 zu erwarten?
Gliedern Sie diese Anzahl auf die Quartale auf.

Losung:
a)

Fluggaste

5500 -

5000 -

4500 -

4000 -

3500 -

3000 ‘ | | ‘ ‘
Mrz 05 Sep 05 Mrz 06 Sep 06 Mrz 07 Sep 07 Mrz 08 Sep 08

glatte Komponente: Trend und zyklische Schwankungen;
eindeutig steigender Verlauf

Saisonkomponente: unterjahrige Schwankungen;
eindeutige Tiefpunkte im 1. und 2. Quartal, tber dem Trend
liegende Werte im 3. und 4. Quartal

Restkomponente: sonstige zufallige (nicht erklarte) Schwankungen;
schwankende Veranderung zwischen den Quartalen
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Losung Aufgabe IV.16. (Fortsetzung):

b)

d)

Yk = Yik - Y
y Yik y'ik = Dr(4) 1. Q. 2. Q. 3.Q. 4. Q.
Y11 (= ¥Y1.02005) 3581
Y12 (= ¥2.02005) 3630
Y13 (= ¥3.92005) 3877 3839,375 37,625
Y14 (= Y4.Q2005) 4069 3943,375 125,625
Y21 (= Y1.92006) 3982 4057,625 -75,625
Y22 (= Y2.02006) 4061 4170,000 -109,000
Y23 (= ¥3.92006) 4360 4272,875 87,125
Y24 (= Y4.q2006) 4485 4385,375 99,625
Y31 (= Y1.02007) 4389 4505,875 -116,875
Y32 (= ¥2.92007) 4554 4617,625 -63,625
Y33 (= ¥3.92007) 4831 4721,250 109,750
Y34 (= Y4.2007) 4908 4808,750 99,250
Ya1 (= Y1.02008) 4795 4894,625 -99,625
Y2 (= Y2.02008) 4848 4996,750 -148,750
Y43 (= Y3.Q2008) 5224
Ya4 (= Ya.Q008) 5332
Phasendurchschnitte y* | -97,375 -107,125 78,1667 108,1667 |
Gesamtdurchschnitt y* | -4,5417 |
Saisonindex I = y*y - y* | 92,8333 | -102,5833 | 82,7084 | 112,7084 |
3l | 0,0002 |

Jahr gesamt (y) t t*t t*y
2005 15157 -1,5 2,25 -22735,5
2006 16888 -0,5 0,25 -8444,0
2007 18682 0,5 0,25 9341,0
2008 20199 1,5 2,25 30298,5
Summe 70926 0 5,00 8460,00

im 3. und 4. Quartal liegen die Fluggastzahlen im Durchschnitt um rund 100000 Uber
ihren Trendwerten, im 1. und 2. Quartal um etwa 100000 darunter

a1 = 8460/5 = 1692 [Fluggaste in 1000 / Jahr]; Anstieg der Fluggastzahlen pro Jahr
ao = 70926/4 = 17731,5 [Fluggéaste in 1000]; zum Zeitpunkt t=0 = Jahresmitte 2007

$(2009) = y(t=2,5) = 17731,5 + 1692 - 2,5 = 21961,5 [Fluggaste in 1000]

1. Quartal 2009 = 21961,5/4 - 92,8333 = 5397,542
2. Quartal 2009 = 21961,5/4 - 102,5833 = 5387,792
3. Quartal 2009 = 21961,5/4 + 82,7084 = 5573,083
4. Quartal 2009 = 21961,5/4 + 112,7084 = 5603,083
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Aufgabe IV.17.:

Die Deutschen sind nicht nur empo6rt Uber die Entwicklung der Benzinpreise, auch Bier
wird immer teurer. Fir Minchen liegen Daten zum Bierpreis jeweils fur April und Oktober

(Oktoberfest) vor:

Jahr 1999 2000 2001 2002 2003
Halbjahr Apr Okt Apr Okt Apr Okt Apr Okt Apr Okt
Bierpreis

in EUR/Liter 5,70 6,00 6,00 6,40 6,20 6,70 6,50 6,80 6,70 7,00

a) Stellen Sie die Entwicklung des Bierpreises grafisch dar und begriinden Sie, weshalb
in diesem Fall ein additives Zeitreihenmodell geeignet ist.

b) Ziel ist es, den Bierpreis fur 2004 zu prognostizieren. Warum macht es Sinn, den
Trendverlauf nach der Methode der kleinsten Quadrate zu bestimmen? Berechnen sie
daher die Koeffizienten einer linearen Trendfunktion und interpretieren Sie diese.

c) Ermitteln Sie mit Hilfe des Phasendurchschnittsverfahren die Saisonindizes und inter-
pretieren Sie diese.

d) Schéatzen Sie abschliel3end den zu erwartenden Bierpreis auf dem Oktoberfest 2004.

Losung:
a)
Bierpreis (EUR/Liter)
8 .
7,5
7 4
s /‘_/\/\_/“-/A
6 4
5,5 A
5 T T T T T T T T T
Apr Okt Apr Okt Apr Okt Apr Okt Apr Okt
99 99 00 00 01 01 02 02 03 03

konstante Schwankungsbreite, daher additives Zeitreihenmodell

b) da keine Trend- bzw. Strukturbriiche vorliegen, ist der Einsatz einer Trendfunktion
wegen deren Prognosetauglichkeit sinnvoll

Datum gesamt (y) t t*t t*y
Apr 99 5,70 -4,5 20,25 -25,7
Okt 99 6,00 -3,5 12,25 -21,0
Apr 00 6,00 -2,5 6,25 -15,0
Okt 00 6,40 -1,5 2,25 -9,6
Apr 01 6,20 -0,5 0,25 -3,1
Okt 01 6,70 0,5 0,25 3,4
Apr 02 6,50 1,5 2,25 9,8
Okt 02 6,80 2,5 6,25 17,0
Apr 03 6,70 3,5 12,25 23,5
Okt 03 7,00 45 20,25 31,5

Summe 64 0 82,50 10,70
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Losung Aufgabe IV.17. (Fortsetzung):

b)
a1 =10,70/82,50 = 0,130 [EUR / Halbjahr]
d.h. der Bierpreis steigt pro Halbjahr um durchschnittlich 0,130 EUR;
ao=64,0/10=6,40 [EUR]
d.h. der Bierpreis betragt zum Zeitpunkt t=0 = Ende Juli 2001 6,40 EUR,;
c)
y*ik = Vik - ¥k
y Yik t ylik = y(t) = 6,4+ 0,130 - t Apr Okt
Y11 (= Yaprig9o) 5,70 -4,5 5,815 -0,115
Y12 (= Yokt1999) 6,00 -3,5 5,945 0,055
Y21 (= Yapr2000) 6,00 -2,5 6,075 -0,075
Y22 (= Yokt2000) 6,40 -1,5 6,205 0,195
Y31 (= Yapr2001) 6,20 0,5 6,335 -0,135
Y32 (= Yokt2001) 6,70 0,5 6,465 0,235
Ya1 (= Yapr2002) 6,50 15 6,595 -0,095
Ya2 (= Yokt2002) 6,80 2,5 6,725 0,075
Y51 (= Yapr2003) 6,70 35 6,855 -0,155
Ys2 (= Yokt2003) 7,00 4,5 6,985 0,015
Phasendurchschnitteﬂ | -0,115 0,115 |
Gesamtdurchschnitt? | 0,0000 |
Saisonindex I = y*y - y* | 01150 | 01150 |
Sl | 0,0000 |

Im April liegt der Bierpreis um durchschnittlich 0,115 EUR unter dem jeweiligen Trend-
wert und umgekehrt im Oktober (zum Oktoberfest) um genau diesen Betrag dartber.
d) y(Okt2004) = yT(Okt 2004) +I(Okt) =
YTe2 + 12 = y(t=6,5) + |2 =
6,40 + 0,13 - 6,5+ 0,115 =7,36 EUR
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Aufgabe IV.18.:

In einer Tourismusregion wurden folgende Ubernachtungszahlen registriert:

Periode Phasen

Jahr l. Quartal [I. Quartal  1ll. Quartal IV. Quartal gesamt
2012 1089 1631 2498 1304 6522
2013 1161 1747 2671 1389 6968
2014 1201 1781 2734 1428 7144
2015 1298 1956 2985 1547 7786
Summe 4749 7115 10888 5668 28420

a) Stellen Sie diese Zeitreihe graphisch dar!

b) Berechnen Sie die gleitenden Durchschnitte aus einer geeigneten Anzahl von Gliedern.
c) Bestimmen Sie die trendbereinigten Werte (unterstellen Sie ein multiplikatives Modell).
d) Ermitteln Sie die Saisonindizes. Welche Erkenntnis kdnnen Sie hieraus ableiten?

Losung:
Periode Phase ViK' Vik* = Vi ! Yik"
i k Yik D(4)| 1. Quartal 2. Quartal 3. Quartal 4. Quartal
2012 1.Q 1089
I Q 1631
. Q 2498|  1639,500 1,5236
V. Q 1304|  1663,000 0,7841
2013 1.Q 1161|  1699,125 0,6833
I Q 1747|  1731,375 1,0090
. Q 2671  1747,000 1,5289
V. Q 1389|  1756,250 0,7909
2014  1.Q 1201| 1768,375 0,6792
I Q 1781 1781,125 0,9999
. Q 2734|  1798,125 1,5205
V. Q 1428| 1832,125 0,7794
2015  1.Q 1298| 1885375 0,6885
I Q 1956|  1931,625 1,0126
. Q 2985
V. Q 1547
Phasendurchschnitte y,* | 06837 10072 15243  0,7848]
Gesamtdurchschnitt?k | 1,000 |
Saisonindizesl, | 06837 10072 15243  0,7848]

Normierung Phasendurchschnitte ﬂ* /7*

Saisonindizes Zly | 4,000 |

d.h. eindeutiger touristischer Schwerpunkt im 3. Quartal, also in den Monaten Juli bis Sep-
tember, mit rund 50% Uber den Trendwerten
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Aufgabe IV.19.:

Uber die Entwicklung der Weltbevilkerung liegen Ihnen folgende Informationen der
Deutschen Stiftung Weltbevélkerung vor:

Jahr 1950 1960 1970 1980 1990 1994 1998 2000

Weltbevolkerung
in Mrd. 2,5 3,0 3,7 4.4 5,3 5,6 5,9 6,1

a) Berechnen Sie die Koeffizienten einer linearen Trendfunktion und stellen Sie diese im
Vergleich zur tatsédchlichen Entwicklung grafisch dar.
(y(t) =-1,357 + 0,074 - t)

b) Interpretieren Sie die Koeffizienten der linearen Trendfunktion. Welche Griinde spre-
chen gegen eine lineare Trendfunktion zur Schatzung der Weltbevélkerung?
(siehe ao, d.h. negative Schatzwerte bei kleinem t)

c) Unterstellen Sie alternativ einen exponentiellen Funktionsverlauf und zeichnen Sie
auch diese Funktion in die Grafik unter a) ein. Um wie viel Prozent wéachst die Welt-
bevélkerung nach diesem Modell pro Jahr?

(y(t) = 1,036656 - €%017°t; siehe a1, d.h. konstante Wachstumsrate von 1,79%)

d) Wie grol3 ware die Weltbevolkerung im Jahr 2100 nach dem linearen bzw. exponen-
tiellen Modell?
(¥(200)in = 13,396 Mrd.; ¥(200)exp = 37,189 Mrd.; wobei Jahr 1900 =t = 0)

Aufgabe IV.20.:

Ein gemeinnttziger Verein erhalt Zuwendungen aus der Glicksspirale. Fur die Jahre 2001
bis 2008 liegen hierzu folgende Informationen vor:

Jahr 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008
Zuwendungen
in TEUR 7418 6650 5874 6337 6720 5092 4690 5000

a) Stellen Sie die Entwicklung der Zuwendungen in geeigneter Weise grafisch dar.

b) Bestimmen Sie hierzu eine lineare Trendfunktion. Interpretieren Sie deren Koeffizien-
ten und zeichnen Sie diese in die Grafik unter a) ein. Prognostizieren Sie mit Hilfe der
Trendfunktion die Zuwendungen fir das Jahr 2010.

(a0=5972,625 [TEUR]; a1=-341,536 [TEUR / Jahr]; y(5,5) = 4094,179 [TEUR])

c) Uberpriifen Sie, ob die Funktion § = (ao - t) / (a1 + t) mit a0=4500 und a1=-0,9 eine bes-
sere Anpassung an die Originaldaten liefert. Codieren Sie dazu das Jahr 2001 mit t=2.
Welche Zuwendungen waren nach dieser Funktion fir 2010 zu erwarten? Zu welcher
der beiden Prognosen hatten Sie gré3eres Vertrauen?

(y(11) =4900,990 [TEUR])
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Aufgabe V.21

In der folgenden Tabelle ist fur die Jahre 2000 bis 2013 die Umsatzentwicklung (in Mio. EUR)
fur DVD - Videos in Deutschland angegeben:

Jahr 2000 2002 2004 2006 2008 2010 2011 2012 2013
Umsatz DVD 210 560 910 1150 1273 1200 1100 1000 950

a) Stellen Sie die Verkaufszahlen grafisch dar und prognostizieren Sie die Verkaufszahlen bis
Ende 2018 mit Hilfe einer linearen Trendfunktion.

b) Was wirden Sie gegen diese Vorgehensweise einwenden und welchen Modellansatz
schlagen Sie demzufolge alternativ vor? Berechnen Sie diesen.

c) Berechnen Sie auf der Basis der Trendfunktion unter b), zu welchem Zeitpunkt DVDs in
Deutschland erstmals auf den Markt gebracht wurden und wann mit einer vollstandigen
Verdrangung durch neuere Datentrager zu rechnen ist.

Aufgabe IV.22:

In der IT- und Unterhaltungsbranche kédmpfen Apple und Samsung um die Marktfiihrerschatft.
Fur die Jahre 2010 bis 2016 weisen die beiden Unternehmen folgende Gewinnentwicklung
aus (Gewinn je Aktie in EUR):

Geschaftsjahr Samsung Apple
Gewinn je Aktie Gewinn je Aktie
2010 71 1,68
2011 62 3,06
2012 109 4,83
2013 136 4,16
2014 116 5,36
2015 99 8,55
2016 124 7,93

Hinweis: Der Gewinn je Aktie errechnet sich aus dem Gesamtgewinn des Unterneh-
mens dividiert durch die Anzahl aller ausgegebenen Aktien und ist bereits in
Euro umgerechnet.

a) Existiert eine starke Abhangigkeit in der Gewinnentwicklung je Aktie zwischen beiden
Unternehmen? Berechnen Sie hierzu eine geeignete Kennzahl und interpretieren Sie das
Ergebnis.

b) Berechnen Sie fiir beide Unternehmen jeweils eine geeignete lineare Trendfunktion und
schatzen Sie hiermit den Gewinn je Aktie fir das Geschaftsjahr 2017.

c) Welche Unterschiede in der Gewinnsituation der beiden Unternehmen lassen sich aus
den Trendfunktionen unter b) ableiten?

d) Lassen sich die Gewinnschatzungen in dem vorliegenden Beispiel durch den Einsatz
des Phasendurchschnittsverfahrens noch weiter verbessern? Begriinden Sie Ihre
Antwort (keine Berechnung!).
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Aufgabe IV.23:

Der Benzinpreis (EUR/Liter Super) weist in Deutschland in den letzten Jahren starke Schwan-
kungen auf. Die Entwicklung der Benzinpreise soll daher in der nachfolgenden Tabelle mit der
Entwicklung der Olpreise (USD/Liter) und der Entwicklung der PKW-Neuzulassungen in
Deutschland (in Mio.) verglichen werden:

Jahr 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015
Benzinpreis 1,11 1,33 1,34 1,66 1,55 1,45 1,40 1,37
Olpreis 022 050 060 072 069 066 038 0,28
PKW-Neuzulassungen 2,8 29 2,8 3,2 3,1 3,0 3,1 3,2
mit:

Sbenzpr = 11,210 [EUR/L]
S 6lpr = 4,050 [USDIL]
S neuzu = 24,100 [Mio.]

Y benzpr? = 15,896 [EUR/L)?
S 6lpr? = 2,310 [USD/L]?
Y neuzu? = 72,790 [Mio.]J?

benzpr = Benzinpreis in Euro pro Liter
Olpr = Olpreis in US-Dollar pro Liter
neuzu = PKW-Neuzulassungen in Deutschland in Millionen Fahrzeuge

a) Stellen Sie die Abhangigkeit des Benzinpreises vom Olpreis grafisch dar.

b) Berechnen Sie fiir die Abhangigkeit des Benzinpreises vom Olpreis eine lineare Regres-
sionsfunktion und zeichnen Sie diese in die Grafik unter a) ein.

c) Um den Benzinpreis Ende 2016 Uber die Regressionsfunktion aus b) schatzen zu kénnen,
bendtigen Sie den Wert des Olpreises fiir 2016. Dieser Wert soll nun tiber eine Trendfunk-
tion ermittelt werden.

Bestimmen Sie eine geeignete Trendfunktion und berechnen Sie den Schatzwert fur den
Olpreis 2016. Auf welchem Niveau wird sich dann Ende 2016 der Benzinpreis bewegen?

d) Begriinden Sie, weshalb es sinnvoll ware, den Regressionsansatz aus b) um die PKW-
Neuzulassungen als zweiten Regressor zu erweitern.

e) Berechnen Sie nun die Koeffizienten dieses erweiterten linearen Regressionsmodells. Wie
hoch hatten Sie nach diesem Modell den Benzinpreis Ende 2015 geschéatzt?
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Aufgabe IV.24..

Die Kursentwicklung des Deutschen Aktienindex (DAX) zeigt fur die letzten 24 Quartals-
monate folgenden Verlauf (Angaben in 1000 Punkten):

f)

Jahr Mar Jun Sep Dez
2011 7,0 7,3 6,0 6,0
2012 7,0 6,0 7,3 7,6
2013 7,6 8,0 8,6 9,6
2014 9,6 9,8 9,5 9,8
2015 11,9 10,9 9,6 10,7
2016 10,0 9,8 10,5 11,5

Erfassen Sie die Aktienkurse als diskretes Merkmal in einer Haufigkeitsverteilung.

Berechnen Sie fir die DAX-Kurse einen geeigneten Lage- und Streuungsparameter.
Welche Erkenntnisse Uber die Verteilung des Merkmals lassen sich hieraus ableiten?

Stellen Sie die Zeitreihe grafisch dar. Was spricht fur ein additives Zeitreihenmodell?

Bestimmen Sie den Trendverlauf nach der Methode geeigneter gleitender Durchschnit-
te. Begrunden Sie, warum diese hier einer linearen Trendfunktion vorzuziehen sind.

Berechnen Sie unter Verwendung der gleitenden Durchschnitte die Saisonindizes. Ist
danach die Bdrsenregel zutreffend, dass Sie grundséatzlich Ende April Ihre Aktien ver-
kaufen und erst wieder im Oktober an der Borse einsteigen sollten?

Begrinden Sie Ihre Antwort.

Erstellen Sie auf der Grundlage der gegebenen Daten eine Kursprognose fir den DAX-
Index zum Jahresende 2017.



	Ein Händler erhält Informationen zum Flaschenpreis und zur abgesetzten Menge einer bestimmten Sektmarke sowie zum Wetter an diesen Tagen:
	Tag  Flaschen Preis in EUR Wetter
	-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
	1. Tag  150 4,00 schlecht
	2. Tag  140 5,00 wechselhaft
	3. Tag  120 5,00 schön
	4. Tag  80 7,00 wechselhaft
	5. Tag  50 6,00 schön
	a) Die Kovarianz zwischen dem Flaschenpreis und der abgesetzten Menge ergibt einen Wert von -31,2. Welche Schwierigkeiten treten bei der Interpretation dieser Größe auf?
	b) Welche verbesserte Maßzahl lässt sich aus der Kovarianz unter a) ableiten? Berechnen und interpretieren Sie deren Wert.
	c) Berechnen Sie eine geeignete Maßzahl für die Stärke des Zusammenhangs zwischen Wetter und abgesetzter Menge und bewerten Sie das Ergebnis.
	Die Wismarer Übernachtungsbetriebe sind 2010 gegenüber 2008 deutlich schlechter bewertet worden. Eine Vermutung besteht darin, dass 2010 vermehrt ältere Personen in Wismar übernachtet haben, diese Gruppe allerdings eine höhere Erwartungshaltung hat...
	Tourist   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
	------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
	Alter   45 45 70 65 50 24 45 65 75 36
	-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
	Bewertung  4 3 5 6 4 1 3 5 6 2
	b) Erstellen Sie die zweidimensionale Häufigkeitstabelle für die beiden Merkmale. Lassen sich hieraus bereits Erkenntnisse über deren Abhängigkeit ableiten?
	c) Berechnen Sie nun abschließend eine geeignete Größe zur Messung dieser Abhängigkeit und nehmen Sie zur obigen These der Wismarer Übernachtungsbetriebe Stellung.
	Zeitpunkt 06/12 12/12 06/13 12/13 06/14 12/14 06/15
	---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
	Dow Jones  12,9 13,1 14,9  16,6 16,8 17,8 17,6
	DAX 6,4 7,6 8,0 9,5 9,8 9,8 10,9
	a) Erfassen Sie die Abhängigkeit des DAX vom Dow Jones - Index in einer zweidimensionalen Häufigkeitstabelle. Welche Erkenntnis über die Abhängigkeit des DAX vom Dow Jones - Index lässt sich aus dieser Tabelle ableiten? Ist diese Darstellung sinnvoll?
	b) Berechnen Sie nun eine geeignete Regressionsfunktion und interpretieren Sie deren Koeffizienten. Vergleichen Sie diese Ergebnisse mit den unter a) gewonnenen Erkenntnissen. Was fällt Ihnen dabei auf?
	c) Aktuell weist der Dow Jones Index einen Stand von 17800 Punkten auf, der DAX von 11300 Punkten. Hätten Sie den Anstieg des DAX bei dieser Kursentwicklung des Dow Jones Index erwartet? Begründen Sie Ihre Antwort durch geeignete Berechnungen.
	Die Deutschen sind nicht nur empört über die Entwicklung der Benzinpreise, auch Bier wird immer teurer. Für München liegen Daten zum Bierpreis jeweils für April und Oktober (Oktoberfest) vor:
	Jahr 1999 2000 2001 2002 2003
	Halbjahr Apr Okt Apr Okt Apr Okt Apr Okt Apr Okt
	------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
	Bierpreis
	in EUR/Liter 5,70 6,00 6,00 6,40 6,20 6,70 6,50 6,80 6,70 7,00
	a) Stellen Sie die Entwicklung des Bierpreises grafisch dar und begründen Sie, weshalb in diesem Fall ein additives Zeitreihenmodell geeignet ist.
	b) Ziel ist es, den Bierpreis für 2004 zu prognostizieren. Warum macht es Sinn, den Trendverlauf nach der Methode der kleinsten Quadrate zu bestimmen?  Berechnen sie daher die Koeffizienten einer linearen Trendfunktion und interpretieren Sie diese.
	c) Ermitteln Sie mit Hilfe des Phasendurchschnittsverfahren die Saisonindizes und interpretieren Sie diese.
	d) Schätzen Sie abschließend den zu erwartenden Bierpreis auf dem Oktoberfest 2004.
	d) Lassen sich die Gewinnschätzungen in dem vorliegenden Beispiel durch den Einsatz des Phasendurchschnittsverfahrens noch weiter verbessern? Begründen Sie Ihre Antwort (keine Berechnung!).
	Die Kursentwicklung des Deutschen Aktienindex (DAX) zeigt für die letzten 24 Quartalsmonate folgenden Verlauf (Angaben in 1000 Punkten):
	Jahr Mär Jun Sep Dez
	---------------------------------------------------------------------------------------------------------------
	2011 7,0 7,3 6,0 6,0
	2012 7,0 6,0 7,3 7,6
	2013 7,6 8,0 8,6 9,6
	2014 9,6 9,8 9,5 9,8
	2015 11,9 10,9 9,6 10,7
	2016 10,0 9,8 10,5 11,5
	a) Erfassen Sie die Aktienkurse als diskretes Merkmal in einer Häufigkeitsverteilung.
	b) Berechnen Sie für die DAX-Kurse einen geeigneten Lage- und Streuungsparameter. Welche Erkenntnisse über die Verteilung des Merkmals lassen sich hieraus ableiten?
	c) Stellen Sie die Zeitreihe grafisch dar. Was spricht für ein additives Zeitreihenmodell?
	Die Halloren Schokoladenfabrik AG hat in den letzten vier Geschäftsjahren - unterteilt in Halbjahre -folgende Umsätze (in Mio. EUR) erzielt:
	Jahr 1. Halbjahr 2. Halbjahr
	--------------------------------------------------------------------------------
	2012 31,3 58,7
	2013 37,7 80,3
	2014 46,1 75,6
	2015 40,1 82,3
	2016 40,9
	a) Stellen Sie die Zeitreihe in geeigneter Weise grafisch dar. Welche Komponenten sind hieran bereits klar erkennbar?
	b) Berechnen Sie - soweit möglich - für die vorliegenden Halbjahreswerte geeignete Gleitende Durchschnitte. Welches Ziel soll damit erreicht werden und welchen entscheidenden Nachteil weist diese Vorgehensweise auf?
	c)  Konkretisieren Sie nun die Glatte Komponente der Zeitreihe, indem Sie hierzu eine lineare Trendfunktion berechnen, und zeichnen Sie diese Funktion in die Grafik unter a) ein.
	d) Welche Umsatzzahlen wären auf der Grundlage dieser Trendfunktion für die beiden Halbjahre 2016 zu erwarten? Ließe sich die Qualität dieser Schätzwerte durch das Phasendurchschnittsverfahren verbessern? Begründen Sie Ihre Antwort und erläutern Sie,...
	Der Benzinpreis in Deutschland für einen Liter Super zeigt folgenden Verlauf (in Euro):
	Jahr April August Dezember
	-----------------------------------------------------------------------------------------------------------
	2007 1,30 1,38 1,42
	2008 1,41 1,46 1,11
	2009 1,23 1,33 1,31
	2010 1,40 1,44 1,46
	2011 1,57 1,53 1,52



