STATISTIK FUR DIE SOZIALWISSENSCHAFTEN

(Nicht-) Lineare Regressionen

(Nicht-)Lineare asymmetrische Zusammenhange zwischen metrischen Variablen



Themen fur heute

Wiederholung: (Multiple) lineare Regressionen

Nicht-lineare Regressionen



Wiederholung: Multiple lineare
Regressionen



Die Grenze der Bivariatheit Uberkommen:
Konditionale Regression am Beispiel

Bsp: Ist Geschlecht eine relevante Drittvariable fur den Einfluss von Bildung auf Einkommen?

Y Einkommen ) Bivariate Regr.: nur Manner
- __— NurManner Y = Einkommen b
3000 - - Konstante -184.31
- - Bildungsjahre 214.36
2000 3 P Nur Frauen Daten: Allbus 2012, n=916
1000 ‘H,.-f-""'/ Bivariate Regr.: nur Frauen
0 L L | X Y = Einkommen b
Konstante 158.32

4 6 8 10 12 14 16 18 Bildungsjahre o4 ogahre 10247

Daten: Allbus 2012, n=781

Es bleibt offen:

* Wie grof ist der Einfluss von Geschlecht auf den
Zusammenhang Bildung-Einkommen?

* |st der Einfluss des Geschlechts relevant?

* Wie gut erklart das konditionale Modell das
Einkommen einer Person?



Trivariate lineare Regressionen

Zur Behebung dieser Probleme lassen sich die beiden konditionalen Regressions-

modelle zu einem gemeinsamen trivariaten Regressionsmodell zusammenfihren.

In der trivariaten Regression wird eine abhangige Variable (AV) durch zwei

unabhangige Variablen (UVs) erklart:

Bedingte Mittelwerte / Vorhersagewerte der abhangigen Variable Y

= lineare Funktion von 2 (erklarenden) Variablen X und W.

V=b,+b,-X+b, -W+E
Y Einkommen =
- Y=409.79+163.00-X-976.57-0 _

3000 -+
Trivariate Regression
2000 & g Y = Einkommen b
E o Y=409.79+163.00-X-976.57-1 Konstante 409.79
1000 = 566.78 +163.00 X Bildungsjahre 163.00
0 X Geschlecht -976.57

4 6 8 10 12 14 16 18 Bildungsjahre Daten: Allbus 2012, n=1701



Vorhersagen durch Trivariate lin. Regressionen

Durch Einsetzen in die Regressionsgleichung kénnen wie im bivariaten Fall

Vorhersagen flr bestimmte Personen oder Gruppen getroffen werden:

Z. B.: médnnliche (W=0) Person mit Realschulabschluss (X= 10):
Y =409.79 +163.00-10 -976.57-0 =2039.79 € = prognostiziertes Einkommen

i bei mdnnlichen Realschulabsolventen
Y =409.79 +163.00- 9 -976.57-0 =1876.79 € = prognostiziertes Einkommen

bei mdnnlichen Hauptschulabsolventen
Differenz: 163.00€ =b,

— Interpretation Regressionsgewicht: b, gibt Veranderung an, wenn X um +1 Ein-
heit ansteigt!

Y =409.79 +163.00-10 -976.57-1 =1063.22 € = prognostiziertes Einkommen

X bei weiblichen Realschulabsolventinnen
Y =409.79 +163.00-10 —976.57-0 = 2039.79 €= prognostiziertes Einkommen

bei mdnnlichen Realschulabsolventen
Differenz: —976.57 € =b,

— Interpretation Regressionsgewicht: b, gibt Veranderung an, wenn W um +1 Ein-
heit ansteigt!



Bedeutung der Regressionskoeffizienten

Ein trivariates Regressionsmodell liefert wie das bivariate eine Vorhersage von Y, in

diesem Fall auf Basis der Vorinformation in zwei anderen Variablen:

Y Einkommen

b, =Regressionskonstante/Inter- 3500 N XTSI W
zept: Vorhersagewert, wenn 3000 %
2500 + '
XZO Llnd WZO; 2000 -
b, =Regressionsgewicht von X: e b
Vorhersagewertveranderung, 500 L
wenn X um +1 Einheit an-
) . - 3 5 7 9 11 13 15 17 19
steigt bei Kontrolle von W; X Bildungsjahre

b, = Regressionsgewicht von W:
VVorhersagewertveranderung,
wenn X um +1 Einheit an-
steigt bei Kontrolle von X.




Lineradditivitat in Trivariater lin. Regressionen

Jede unabhangige Variable ist jeweils Drittvariable fiir die andere unabhangige

Variable.

Bivariate Regressionsmodelle einer unabhangigen Variable (gegeben ein Wert der
jeweils anderen unabhangigen Variable) unterscheiden sich nur bei der Regressions-
konstanten. Im Beispiel bedeutet das: Mehr Bildung wirkt in beiden Geschlechtern
gleich. Sollte Bildung unterschiedliche Effekte haben, kann das hier nicht gemessen

werden (Linearadditivitat).

die bedingten Regressionsgewichte fur eine gegebene

Drittvariable sind i.A. # bivariate Regressionsgewichte



sa|es

Trivariate lin. Regressionen graphisch darstellen

Ist die zu prufende Drittvariable metrisch, funktioniert alles wie gesehen.

Aufwendiger ist nur die graphische Darstellung:




Trivariate Regressionsgewichte bestimmen

Die Bestimmung der Regressionsgewichte folgt der Grundidee des bivariaten Falles.

Jedoch missen nun alle Kovariationen berucksichtigt werden:

SSw * SPyx — SPyw * SPxw SI%/*SYX_SYW*SXW_Ga/*aYX_aYW*GXW

LSSy, +SSy — (SPyy)? s xsE—(sgw)? 8%, %82 — (Gxw)?

5Sx * SPyw — SPyy * SPxy S)Z(*SYW_SYX*SXW_8)2(*6-YW_8-YX*6XW

SSy * 885x — (SPXW)2 Sﬁ/ * S)Z( - (SXW)Z B 61%/ * 6)2( — (6XW)2

S
N
|

b(): }_/_bl*f_bz*v\_/
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Der Determinationskoeffizient R? in der
trivariaten Regression

Naturlich trifft auch die trivariate Schatzfunktion nicht jeden Punkt y genau.

Die genauen Auspragungen von y lassen sich darstellen als
yi=byg+by*xx+b, xw+ e; =9 + ¢
Wie im bivariaten Fall kdnnen wir also die Variation von Y zerlegen in einen Teil, der durch

X und W erklart werden kann und einen verbleibenden Fehler:

n

Z(yi -§)’ = Z(yi - 9;)° + Z(@z’ - )

g=1
~ _
— — N

Variation von y Variation der Residuen  Variation der Regresswerte

Wir konnen also wieder die Frage stellen, wie viel Prozent der Variation von Y durch

X und W erklart werden kann und die Glte des Modells mit diesem Wert beschreiben.
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Der Determinationskoeffizient R? in der
trivariaten Regression

Naturlich trifft auch die trivariate Schatzfunktion nicht jeden Punkt y genau.

Die genauen Auspragungen von y lassen sich darstellen als

Yi=byg+byxx+b, xw+ e, =Y + ¢
Wie im bivariaten Fall konnen wir also die Variation von Y zerlegen in einen Teil, der durch

X und W erklart werden kann und einen verbleibenden Fehler:

n

Z(yi -§)’ = Z(?Ji - 9;)° + Z(.@z’ - 7)°

=1
. _
— —— N

Variation von y Variation der Residuen  Variation der Regresswerte

Wir kdnnen die Frage stellen, wie viel Prozent der Variation
von Y durch X und W erklart werden kann und die Gite des

Modells mit diesem Wert beschreiben.



Determinationskoeffizient R2

Der Anteil der Variation von Y, der durch Variation von X erklart werden kann, ist ein
Qualitatskriterium fiir Regressionen. Er heiSt Determinationskoeffizient R? oder auch

Bestimmtheitsmall.

Da: Gesamtvariation von Y = erklarte Variation + nicht erklarte Variation gilt:

Ey — E, _ ?=1()’i - 3_’)2 - ?=1()’i - }/’\1)2

R? = —
Ey ?=1()’i —¥y)?
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R% in der trivariaten Regression: Die Berechnung

n n n
Wie gesehen gilt: Yw-9)t= Y w-9) + Y (@ -9)?

g=1 =1 §=1

Variati:);x von y Variation (;gr Residuen  Variation der\rRegresswerte
Das heildt kurz gesagt: SSy = SSg + SSey

SS, ist bekannt. AuRerdem gilt:
SSy = b? % SSy + bZ * SSy, + 2 * by *x by * SPyyy = by * SPyxy + by * SPyy

= bZ %52+ b3 x4, + 2% by xby * Syyy = by * Sxy + by * Syy

=N

S

Daraus lasst sich dann zusammenfassen:

R2 — SSp __ b1*SPxy+b*SPyy _ bixSxy+ba*syy
-~ SSy SSy - s3
_1_3%E_q_ Yiz1(Vi=91)*

SSy Y (i—yi)?

14



Besonderheiten des Determinationskoeffizient
R? in der trivariaten Regression

Der Determinationskoeffizient liefert Unkorraliart Korreliert
. . . . Kriterium Kriterium

also auch im trivariaten Fall eine Pro-

zentangabe, wie viel Variation von Y

das Modell erklart.

X1 %2 %1 X2

Da durch die dritte Variable eine Mehr- | | - _ | ,
jedes r? leistet seinen eigenen jedes r? leistet nur zum Teil
Beitrag zur Vorhersage von Y einen eigenen Beitrag zur

information gegeben ist gegenlber

Vorhersage von Y
2 R%=r%+ r?

dem bivariaten Modell, kann die SRI<r + 12
Erklarung von Y nur besser werden als

beide R? der bivariaten Regressionen.

Gleichzeitig kann das R? des trivariaten Modells nicht

besser sein, als die Summe der beiden bivariaten R2.



Regressionsgewichte trivariater Reg. schatzen

Im Schatzen von Populationswerten werden Punkt- und Intervallschatzung

unterschieden. Zuverlassiger ist das Kofidenzintervall:
Konfidenzintervall = Parameter der Stichprobe +/- Standardfehler * Quantilwert

Wichtig zu kennen ist also der Standardfehler eines Regressionsgewichtes. Er

berechnet sich mit folgenden Formeln:

SS,y SS,
6(by) = *
SSX * SSW — (prw)z n—3

SS, SS,
6(by) = *
SSX * SSW — (SPX]/V)Z n—3
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Regressionsgewichte trivariater Reg. testen

Der Test eines Regressionsgewichts erfolgt wie jeder Test Uber die Teststatistik.

Wie schon beim Test bivariater Regressionsgewichte kann neben dem Test gegen
null auch jeder andere feste Wert leicht getestet werden, z.B. ob das

Regressionsgewicht B, grof3er ist als der feste Wert 3=0,2.
Die Teststatistik eines Regressionsgewichts berechnet sich als

_bi—8B

'= %o

Liefert der Test gegen null ein Verwerfen der Nullhypothese,
so spricht man von einem signifikanten Regressionsgewicht

bzw. einem signifikanten Einfluss.
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Die Grenze der Trivariatheit uberkommen:
Multiple lineare Regressionen

Wollen wir den Einfluss von mehr als zwei unabhangigen Variablen auf eine
abhangige Variable pufen, stehen wir zunachst vor dem gleichen Phanomen, wie in

der Entwicklung der trivariaten Regression:

* Wir haben nicht mehr ein Modell zur Beschreibung von Zusammenhangen.

Was ist dann also die allgemeine Aussage? Wie lassen sich die Modelle
vergleichen?

* Wie sollen weitere Variablen bertcksichtigt werden,
die nicht Dichotom, vielleicht sogar metrisch sind?
Pro Auspragung der Variablen miusste ein eigenes
konditionales Modell gerechnet werden.

18



Multiple lineare Regressionen

Wie bereits von bivariat zu trivariat lassen sich Regressionsmodelle einfach erweitern:

K
Y=b,+b, X, +b, X, +..+b X +E=b;+ > b, X, +E
) ’ k=1

'
o

=Y . v / Abhangig: Personliches Netto-Einkommen (Y)
=Y Pradiktor Regressionskoeffizient

Wir erweitern in diesem Sinne unser Beispiel: B AT T ==l

Bildungsjahre (X,) b, = 149.11

Unabhangige Variablen (Pradiktoren): Eﬁiﬁ:icjgth[ﬁ!h}:'?h: %) Eli ‘Ef;‘ﬁf
3 N3 ch -

Wochenarbeitszeit (in Std., X,) b,= 38.79

X, vorgesehene Bildungsjahre Region (Ost: X.) b, = —377.89

X2 Geschlecht: 0= ménnlich, 1 = WGIblICh Daten: Allbus 2012, nur Berufstatige, n=1657

X3 Alter in Jahren
X, durchschnittliche Wochenarbeitszeit

X: Region: 0 = Westen; 1 = Osten;
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Interpretation der partiellen Regressionsgewichte

Bei linear-additiver Kontrolle von Geschlecht, Alter in Jahren, Wochenarbeitszeit und

Region steigt das durchschnittliche Nettoeinkommen pro Bildungsjahr um 149.11 € an.

= Personen mit Hauptschulabschluss (9 Schuljahre) haben

. . . Abhzngig: Persénliches Netto-Eink y
ein um 745.55 € hoheres Einkommen als Personen ohne A2hansie: Personliches Netto-Einkommen (¥)
Pradiktor Regressionskoeffizient

Konstante b, =—-2034.98

Schulabschluss (4 Schuljahre): 745.55 =149.11 - (9-4) Bildungsjahre (X,) b,= 149.11
Geschlecht (weiblich; X,) b,= —604.68

= Personen mit Abitur (13 Bildungsjahre) haben im Durch- Alter (inJahren; X;) b, = 23.51
Wochenarbeitszeit (in 5td., X,) b,= 38.79

Region (Ost; X:) b, = —377.89

schnitt ein um 447.33 € =149.11 - (13-10) hoheres Ein-

Daten: Allbus 2012, nur Berufstatige, n=1657

kommen als Personen mit Realschulabschluss

= Personen mit MA (18 Bildungsjahre) haben im Durchschnitt
ein um 298.22 € =149.11 - (18-16) hoheres Einkommen

als Personen mit BA.
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Interpretation der partiellen Regressionsgewichte

Abhangig: Persénliches Netto-Einkommen (Y)

Bei linear-additiver Kontrolle von Bildungsjahren, Pradiktor Regressionskoeffizient
Konstante b, =—-2034.98
Alter in Jahren, Wochenarbeitszeit und Region sinkt ~ Bildungsjahre (X,) b, = 149.11
Geschlecht (weiblich; X,) b,= —604.68
el . . s Alter (in Jahren; X} b;= 2351
das durchschnittliche Nettoeinkommen bei einem Wochenarbeitselt (inStd, X)  b.= 3879
Region (Ost; X:) b, = —377.89

Anstieg des Geschlechts um +1 Einheit um -604,68 £.

Daten: Allbus 2012, nur Berufstatige, n=1657

= Da bei Geschlecht ,mannlich” mit dem Wert O und ,,weiblich” mit dem Wert 1 kodiert
ist, bedeutet dies, dass Frauen auch bei Kontrolle der berticksichtigten Drittvariablen

im Durchschnitt 604.68 € weniger verdienen als Manner.

Bei linear-additiver Kontrolle von Bildungsjahren, Geschlecht,
Wochenarbeitszeit und Region steigt das durchschnittliche
Nettoeinkommen pro Lebensjahr um 23.51 € an: Wenn eine

Person 10 Jahre alter ist, verdient sie 235,10 € mehr.



Interpretation der partiellen Regressionsgewichte

Abhangig: Persénliches Netto-Einkommen (Y)

. . . . . . Pradiktor Regressionskoeffizient
Eine Regression gibt bedingte Mittelwerte von Y flir - ===~ b, = —2034.98
L . . Bildungsjahre (X,) b, = 149.11
gegebene unabhdngige Variablen X, bis X, : Wenn Geschlecht (weiblich; X,) b, = —604.68
. . . Alter (in Jahren; X} b;= 2351
sich zwei Gruppen nur dadurch unterscheiden, dass  wochenarbeitszeit (in Std., X,)  b,= 38.79
Region (Ost; X:) b, = —377.89

in einer Gruppe die Auspragung bei X. um +1 Einheit  paten: allbus 2012, nur Berufstatige, n=1697

hoher ist, dann ist der Mittelwert von Y in dieser Gruppe um b, Einheiten hoher.

Eine Regressionsfunktion beschreibt den (gemeinsamen) kausalen Effekt der erklaren-
den Variablen auf die kausal beeinflusste, abhangige Variable:

Wenn X. um +1 Einheit ansteigt, verandert sich Y (im Durch-

schnitt) um +b, . Die kausale Interpretation setzt voraus, dass

der kausale Zusammenhang korrekt erfasst ist und es keine

Konfundierung durch unbertcksichtigte Drittvariablen gibt!
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Vorhersagen in multiplen linearen Regressionen

Einsetzen der Auspragungen fur alle unabhangigen  pppsicie: perssnliches Netto-Einkommen (Y)

Pradiktor

Regressionskoeffizient

Variablen: z.B.: Vorhersage flr 25jahrige (X;=25) Konstante
Bildungsjahre (X,)

Frau (X,=1) mit Abitur (X,=13), die 40 Stunden Geschlecht (weiblich; X,

Alter (in Jahren; X}

Woche arbeitet (X,=40) die in einem der alten Wochenarbeitszeit (in Std., X,)

Region (Ost; X:)
Bundeslander lebt (X.=0):

b, = —2034.98
b,= 149.11
b, = —604.68
b,=  23.51
b,= 3879
b, = —377.89

Daten: Allbus 2012, nur Berufstatige, n=1657

Y=-2034.98 +149.11 -13-604.68-1+23.51-25+38.79-40-377.83-0=1438.12€

Die Prognose liefert zwei Aussagen:

* Sie ist das prognostizierte Mittel aller Personen, auf
die die Angaben fiur die X zutreffen.

* Sie ist die beste Prognose fur ein Individuum, auf das
die Angaben fir die X zutreffen.

K
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Weitergehendes zur multiplen lin. Regressionen

Eine graphische Vorstellung zu Regressionen mit mehr als zwei unabhangigen Variablen
ist schwierig, da jede Variable eine Dimension im Graphen bedeuten wiirde. Graphen

mit mehr als drei Dimensionen sind zwar moglich, aber schwer und wenig anschaulich.

Die handische Berechnung von Regressionsgewichten, Determinationskoeffizienten,
Standardfehlern und Teststatistiken ist sehr aufwendig. Wir werden daher in diesem
Kurs darauf verzichten. Freuen Sie sich lieber darauf, dass Sie in Statistik IV lernen
werden, wie Software lhnen das abnimmt. Die Interpretationen hingegen funktionieren

leicht, da sie sich wie im trivariaten Fall verhalten.
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Nicht-Lineare Regressionen



Uber multiple lin. Regressionen hinaus gehen

Bisher folgten Regressionen immer linearen Funktionen.

Daten konnen aber immer wieder durch andere Funktionen viel besser beschrieben

werden.
Im Grunde kann jede denkbare Funktion genutzt werden, um Daten gut anzunahern.
Man spricht dann allgemein von Nicht-linearen (multiplen) Regressionen.

Es ist aber darauf zu achten, dass das Modell auch einfach und interpretierbar bleiben

MUusSs.
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Nicht-lineare Regressionen: ein Beispiel

Mehrere Personen machen einen Gedachtnistest
Es sind 30 Ortsnamen (aus der Mongolei) zu lernen vorgegeben

v(x): Anzahl der Ortsnamen, die nach x Tagen noch im Gedachtnis geblieben sind

(Mittelwerte)

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y(x) | 249 197 17.0 132 110 85 7.9 58 55 50
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Nicht-lineare Regressionen: ein Beispiel

Es sind 30 Ortsnamen (aus der Mongolei) zu lernen vorgegeben.

v(x): Anzahl der Ortsnamen, die nach x Tagen noch im Gedachtnis geblieben sind

(Mittelwerte)

30,0

N
o
Q
o}

Anzahl der Ortsnamen

%

Tage
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Nicht-lineare Regressionen: ein Beispiel

30,04

Anzahl der Ortsnamen

Tage

Die Gleichung der geschatzten Geraden:
y = 10.579 — 0.429x
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Nicht-lineare Regressionen: ein Beispiel
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Standardized Predicted Value
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Nicht-lineare Regressionen: ein Beispiel

Die Graphen sprechen fir ein quadratisches Regressionsmodell.

Die Regressionsgleichung sieht dabei allgemein folgender Malden aus:

yi =bg+ b *xx+b, xx°+ €, =9 + ¢;

Koeffizienten

Nicht standardisierte Standardisierte
Koeffizienten Koeffizienten
B Standardfehler Beta t Sig.
Tage -4,876 233 -2,183 -20,927 ,000
Tage ** 2 249 ,021 1,257 12,055 ,000
(Konstante) 29,088 558 52,136 ,000




Nicht-lineare Regressionen: ein Beispiel

Anzahl der Ortsnamen

30,07

20,0

10,07

0,0



Standardized Residual

Nicht-lineare Regressionen: ein Beispiel

2,00000
1,000007 o
(@]
(o]
(o]
,00000
o O
(o]
(o]
-1,00000-
(o]
-2,00000 T T T T T T T
-1,00000 -,50000 ,00000 50000 1,00000 1,50000 2,00000

Standardized Predicted Value

Haufigkeit

Abhangige Variable: Anzahl der Ortsnamen

2,57

2,07

1,57

1,07

0,57

0,0

AR

-2 -1 0 1 2

Regression Standardisiertes Residuum

Mittelwert =3,96E-16
Std.-Abw. = 0,882
N =10
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Was Sie am Ende der Woche konnen sollten

Kern: Sie analysieren auch nicht-lineare Zusammenhange, insbesondere durch

quadratische Terme in Regressionen.
Sie bestimmen eine trivariate Regressionsgleichung und interpretieren diese.

Sie erklaren die Idee der Variationszerlegung und berechnen und interpretieren den

Determinationskoeffizienten im trivariaten Fall.

Sie bestimmen und interpretieren Standardfehler und Teststatistik der triv. Regression.
Sie verstehen die Erweiterung der Regression auf multiple Variablen.

Sie interpretieren multiple Regressionsmodelle.

Sie erklaren das Prinzip der Linearadditivitat.

Sie verwenden zur Modellierung auch quadratische Terme.
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