
EMS – Skript – René Flé                                                                                                                 Statistik 

      WS 2018/19 

 

2  
 

INHALTSVERZEICHNIS 

1 EINFÜHRUNG 4 

1.1 Grundbegriffe 4 

1.2 Eindimensionale und mehrdimensionale Analyse 4 

1.3 Merkmalsskalierungen 4 

1.4 Diskrete und stetige Merkmale 5 

1.5 Deskriptive und induktive Statistik 5 

1.6 Häufigkeit und Wahrscheinlichkeit 5 

2 EINDIMENSIONALE HÄUFIGKEITSVERTEILUNGEN 6 

2.1 Diskrete (unklassierte) Merkmale 6 

2.2 Stetige (klassierte) Merkmale 8 

3 MAßZAHLEN FÜR EINDIMENSIONALE HÄUFIGKEITSVERTEILUNGEN 10 

3.1 Lagemaße 10 

3.1.1 Mittelwert 10 

3.1.2 Median und Quantile 11 

3.2 Streuungsmaße 12 

3.2.1 Quadratische Abweichung, Standardabweichung und Variationskoeffizient 12 

3.2.2 Interquartilsabstand und Boxplot 13 

4 ZWEIDIMENSIONALE HÄUFIGKEITSVERTEILUNGEN 14 

4.1 Gemeinsame Häufigkeiten und Randhäufigkeiten 14 

4.2 Kontingenztabelle 15 

4.3 Bedingte relative Häufigkeiten und statistische Unabhängigkeit 16 

5 STREUDIAGRAMM UND KORRELATION 17 

5.1 Streudiagramm 17 

5.2 Korrelationsmaße 18 

5.2.1 Empirische Kovarianz 18 

5.2.2 Empirischer Korrelationskoeffizient 18 

 

 



EMS – Skript – René Flé                                                                                                                 Statistik 

      WS 2018/19 

 

3  
 

6 LINEARE REGRESSIONSANALYSE 20 

6.1 Allgemeines Modell 20 

6.2 Lineare Einfachregression 21 

6.2.1 Schätzung der Parameter 21 

6.2.2 Bestimmtheitsmaß 23 

7 NORMALVERTEILUNG 24 

7.1 Summen und arithmetische Mittel 26 

7.2 Standardnormalverteilung 27 

7.3 Zentrales Schwankungsintervall 28 

7.4 Zentraler Grenzwertsatz 29 

8 EXKURS: ZUFALLSEXPERIMENTE UND WAHRSCHEINLICHKEITEN 31 

8.1 Zufallsexperimente 31 

8.2 Wahrscheinlichkeitsbegriff 31 

8.3 Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten 32 

8.4 Bedingte Wahrscheinlichkeiten 33 

8.4.1 Begriff und Multiplikationssatz 33 

8.4.2 Stochastische Unabhängigkeit 34 

8.4.3 Satz der totalen Wahrscheinlichkeit und Satz von Bayes 34 

9 ANHANG: TABELLEN DER STANDARDNORMALVERTEILUNG 35 

 



EMS – Skript – René Flé                                                                                                                 Statistik 

      WS 2018/19 

 

4  
 

1 Einführung 

1.1 Grundbegriffe 

Merkmalsträger: Statistische Einheit (Objekt, Person) 
 

Grundgesamtheit: Menge aller relevanten statistischen Einheiten  
 

(Zufalls-) Stichprobe: (Zufällig ausgewählte) Teilmenge der Grundgesamtheit  
 

Merkmal (Variable): Zu untersuchende Eigenschaft des Merkmalsträgers 
 

Merkmalsausprägung: Konkreter Wert eines Merkmals  

1.2 Eindimensionale und mehrdimensionale Analyse 

Eindimensionale (univariate) Analyse: 

 Es wird genau ein Merkmal des Merkmalsträgers untersucht 

 Beispiel: Haushaltseinkommen 

Mehrdimensionale (multivariate) Analyse: 

 Es werden zwei (bivariate Analyse) oder mehrere Merkmale des Merkmalsträgers un-

tersucht  

 Beispiel: Haushaltseinkommen und Anzahl der Personen im Haushalt 

 

1.3 Merkmalsskalierungen 

Skalenniveaus Zulässige Relationen Beispiele 

Nichtmetrisch 

(kategorial) 

Nominalskala 1 2x x  
1 2x x  

Geschlecht 

Blutgruppe 

Ordinalskala 1 2x x  1 2x x  
Klausurnote 

Tabellenrang 

Metrisch 

(kardinal) 

Intervallskala 1 2x x  1 2x x  
Temperatur in °C 

Geburtsdatum 

Verhältnisskala 

(Ratioskala) 
1 2x x  

1

2

x

x
 

Temperatur in °K 

Körpergröße 
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1.4 Diskrete und stetige Merkmale 

Diskrete Merkmale: 

 Abzählbar (endlich oder abzählbar unendlich) viele mögliche Ausprägungen 

 Beispiele: Klausurnote, Geburtsdatum, Schuhgröße, Einwohnerzahl 
 

Stetige Merkmale: 

 Nicht abzählbar (überabzählbar unendlich) viele mögliche Ausprägungen 

 Beispiele: Körpergröße, Lebensalter, Temperatur, Inflationsrate 

 

1.5 Deskriptive und induktive Statistik 

Deskriptive Statistik (beschreibende Statistik): 

 Beschreibende Funktion 

 Schluss von der Grundgesamtheit auf die Stichprobe (Inklusionsschluss, direkter 

Schluss) 
 

Induktive Statistik (schließende Statistik, mathematische Statistik, Inferenzstatistik): 

 Operationale Funktion (Entscheidungshilfe) 

 Schluss von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit (Konklusionsschluss, indirekter 

Schluss) 

 

1.6 Häufigkeit und Wahrscheinlichkeit 

Relative Häufigkeit einer bestimmten Merkmalsausprägung (empirisch): 

 Anteil der Merkmalsträger mit der entsprechenden Ausprägung an einer Stichprobe 

(nach einem Zufallsexperiment) 

 Konklusionsschluss auf die Wahrscheinlichkeit: Mutmaßlicher Anteil der Merkmals-

träger mit der entsprechenden Ausprägung an der Grundgesamtheit  
 

 (Relative) Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Merkmalsausprägung (theoretisch): 

 Anteil der Merkmalsträger mit der entsprechenden Ausprägung an der Grundgesamt-

heit 

 Inklusionsschluss auf die Relative Häufigkeit: Erwarteter Anteil der Merkmalsträger 

mit der entsprechenden Ausprägung an einer Stichprobe (vor einem Zufallsexperi-

ment)  



EMS – Skript – René Flé                                                                                                                 Statistik 

      WS 2018/19 

 

6  
 

2 Eindimensionale Häufigkeitsverteilungen 

2.1 Diskrete (unklassierte) Merkmale 

Ein diskretes Merkmal X nehme in einer Stichprobe die aufsteigend geordneten Ausprägun-

gen ja  mit 1; ;j k   an. Die Anzahl der beobachteten Ausprägungen ist durch k  gegeben. 

Zur Auswertung der Daten empfiehlt sich folgende Häufigkeitstabelle. 
 

j  ja  jn  jh   ˆ
jF a  

 

Die absolute Häufigkeit  j jn n X a   entspricht der Anzahl der Merkmalsträger mit einer 

bestimmten Ausprägung ja  in der Stichprobe. Die Summe aller absoluten Häufigkeiten ist 

gleich der Gesamtzahl der Beobachtungen n. 
 

Absolute Häufigkeit:   

  j jn n X a       für 1; ;j k            

Die relative Häufigkeit  j jh h X a   setzt die absolute Häufigkeit jn  ins Verhältnis zum 

Stichprobenumfang n. Die Summe aller relativen Häufigkeiten ist Eins. 
 

Relative Häufigkeit:    

  j
j

j h X a
n

h
n

       für 1; ;j k                   

Die Werte der Häufigkeitsfunktion  f̂ x  entsprechen bei diskreten Merkmalen den relativen 

Häufigkeiten. 
 

Häufigkeitsfunktion:    

  

   
  für  mit 1; ;

ˆ

0 sonst

j jf a x a j k

f x h X x


  

   

      

 

  mit      j jf a h      für 1; ;j k        
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Die kumulierte relative Häufigkeit    ˆ
j jF a h X a   ergibt sich durch Aufsummierung der 

relativen Häufigkeiten aller Ausprägungen, die kleiner oder gleich ja  sind. Zusammenge-

fasst werden die kumulierten relativen Häufigkeiten als empirische Verteilungsfunktion 

 F̂ x  bezeichnet. 

Kumulierte relative Häufigkeit:  

    
1

ˆ
j

j j i
i

F a h X a h


         für 1; ;j k             

Empirische Verteilungsfunktion:  

  

     

1

1

0 für 

ˆ ˆ für  mit 1; ; 1

1 für 

j j j

k

x a

F x h X x F a a x a j k

x a









       






     

Bei der Darstellung der Häufigkeitsfunktion im Koordinatensystem ergibt sich ein Stabdia-

gramm. Die Verteilungsfunktion führt hier zu einer Treppenfunktion. 
 

Bei diskreten Merkmalen mit ganzzahligen Ausprägungen können die relativen Häufigkeiten 

bei Bedarf folgendermaßen exakt über die kumulierten Häufigkeiten rekonstruiert werden. 

Hierbei ist darauf zu achten, dass x  bzw. 1x  und 2x  ebenfalls ganze Zahlen sind und dass 

1 2x x  gilt. 

          ˆ ˆ1 1h X x h X x h X x F x F x             

    ˆh X x F x   

      ˆ1 1h X x h X x F x       

      ˆ1 1h X x h X x F x       

      ˆ1 1 1 1h X x h X x F x         

          1 2 2 1 2 1
ˆ ˆh x X x h X x h X x F x F x         

          1 2 2 1 2 1
ˆ ˆ1 1h x X x h X x h X x F x F x           

          1 2 2 1 2 1
ˆ ˆ1 1h x X x h X x h X x F x F x           

         1 2 2 1 2 1
ˆ ˆ1 1 1 1h x X x h X x h X x F x F x             
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Die entsprechenden absoluten Häufigkeiten erhält man, indem man die relativen Häufigkei-

ten mit dem Stichprobenumfang multipliziert. 

2.2 Stetige (klassierte) Merkmale 

Bei stetigen Merkmalen sind unendlich viele Ausprägungen möglich – eine einfache Häufig-

keitsauszählung wie in Abschnitt 2.1 ist hier nicht praktikabel. Gleiches trifft auch auf dis-

krete Merkmale mit sehr vielen möglichen Ausprägungen (quasi-stetige Merkmale) zu. Um 

diese Daten dennoch adäquat auswerten zu können, werden die beobachteten Ausprägun-

gen in 1; ;j k   Klassen eingeteilt, wobei für jede Klasse eine untere Grenze *
1ja   und eine 

obere Grenze *
ja  festgelegt wird. Ein Merkmalsträger wird nun einer bestimmten Klasse j 

zugewiesen, wenn seine Merkmalsausprägung ein Element des halboffenen Intervalls 

 * *
1;j ja a   ist. Es empfiehlt sich folgende Häufigkeitstabelle. 

 

j  * *
1j ja X a   jn  jh  j   *ˆ

jf a   *ˆ
jF a  

 

Die absolute Häufigkeit  * *
1j j jn n a X a    entspricht der Anzahl der Merkmalsträger in 

der Klasse j. 

Absolute Häufigkeit:    

  * *
1j j jn n a X a        für 1; ;j k              

Die relative Häufigkeit  * *
1j j jh h a X a    ergibt sich wie gehabt aus der Division der ab-

soluten Häufigkeit jn  durch den Stichprobenumfang n.  

Relative Häufigkeit:    

  * *
1

j
j j j

n
h h X

n
a a         für 1; ;j k              

 

Bei unterschiedlichen Klassenbreiten sind diese relativen Häufigkeiten jedoch nicht sonder-

lich aufschlussreich, da sie die Verteilung der Daten nicht wahrheitsgetreu abbilden. 

 Die (durchschnittliche) Häufigkeitsdichte  *ˆ
jf a  ist in diesem Fall vorzuziehen, sie teilt die 

relative Häufigkeit jh  durch die entsprechende Klassenbreite * *
1.j j ja a     
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Häufigkeitsdichte:   

  *
* *

1

ˆ j j
j

j j j

h h
f a

a a 

 
 

     für 1; ;j k              

Aus der Häufigkeitsdichte ergibt sich die empirische Dichtefunktion  ˆ .f x  Die Gesamtfläche 

unter dieser Funktion ist Eins. 
 

Empirische Dichtefunktion:   

  

 
 * * *

1
ˆ für  mit 1; ;

ˆ

0 sonst

j j jf a a x a j k

f x



   

 

      

 

Die relativen Häufigkeiten lassen sich auch im stetigen Fall kumulieren und in einer empiri-

schen Verteilungsfunktion    F̂ x h X x   zusammenfassen. Zu beachten ist hierbei, dass 

die kumulierte Häufigkeit    * *ˆ
j jF a h X a   stets an der oberen Grenze der jeweiligen 

Klasse berechnet wird. Aus der Häufigkeitstabelle können dann beliebige Werte innerhalb 

der entsprechenden Klasse approximativ durch Interpolation bestimmt werden. 
 

Kumulierte relative Häufigkeit:  

    * *

1

ˆ
j

j j i
i

F a h X a h


         für 1; ;j k            
  

 

Empirische Verteilungsfunktion:

 

 

         

*
0

* * * * *
1 1 1

*

0 für 

ˆˆ ˆ für  mit 1; ;

1 für 

j j j j j

k

x a

F x h X x F a x a f a a x a j k

x a

  







         






     

 

Bei der Darstellung der Dichtefunktion im Koordinatensystem ergibt sich ein Histogramm. 

Die Verteilungsfunktion führt hier zu einem Polygonzug. 

Die relativen Häufigkeiten lassen sich aus der Verteilungsfunktion wie folgt bestimmen:  

   ˆh X x F x 
                 

   ˆ1h X x F x                        1 2 2 1
ˆ ˆh x X x F x F x     
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Da sich bei der approximativen Berechnung auf Basis einer stetigen Häufigkeitstabelle stets 

  0h X x   ergibt, ist es in diesem Fall für das Ergebnis unerheblich, ob nach einer stren-

gen ( ; )   oder nichtstrengen Relation ( ; )   gefragt ist. Für die Anwendung der Formeln 

wird lediglich 1 2x x  vorausgesetzt – ganzzahlige x  bzw. 1x  und 2x  werden hier nicht ver-

langt.  

3 Maßzahlen für eindimensionale Häufigkeitsverteilungen 

3.1 Lagemaße 

3.1.1 Mittelwert 

Als Mittelwert x  wird meist das arithmetischen Mittel (Durchschnitt) der beobachteten 

Merkmalsausprägungen in einer Stichprobe herangezogen. Zur Berechnung werden alle n 

Beobachtungen addiert und anschließend durch den Stichprobenumfang n geteilt. 

Mittelwert auf Basis von Rohdaten: 
1

1 n

i
i

x x
n 

     

Liegt anstelle von Rohdaten eine unklassierte Häufigkeitstabelle vor, so kann das arithmeti-

sche Mittel wie folgt exakt bestimmt werden. 
 

Mittelwert auf Basis einer diskreten Häufigkeitstabelle:  
1 1

1k k

j j j j
j j

x a h a n
n 

      

Da die einzelnen Ausprägungen nach einer Klassierung nicht mehr vorliegen, muss bei der 

Berechnung des Mittelwerts anhand einer stetigen Häufigkeitstabelle auf die Klassenmitten 

ja  zurückgegriffen werden. Bei dieser Vorgehensweise ist zu berücksichtigen, dass die Aus-

prägungen innerhalb der Klassen nicht notwendigerweise gleichverteilt sein müssen – der 

resultierende Mittelwert kann also nur eine Approximation darstellen. 

Mittelwert auf Basis einer stetigen Häufigkeitstabelle:  
1 1

1k k

j j j j
j j

x a h a n
n 

   
     

 

  mit     
* *

1

2
j j

j

a a
a  

       für 1; ;j k            

Problematisch bei der Anwendung des arithmetischen Mittels ist mitunter dessen „Ausrei-

ßeranfälligkeit“ – da alle Beobachtungen mit gleichem Gewicht in die Berechnung eingehen, 

wird einigen wenigen, weit von der Mitte entfernt liegenden „Ausreißern“ ein oft unange-

messen großer Einfluss zuteil. 
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3.1.2  Median und Quantile 

Der Median 0,5x  (Zentralwert, 50-Prozent-Punkt) halbiert den Datensatz – 50 Prozent der be-

obachteten Merkmalsausprägungen sind kleiner oder gleich, der Rest dementsprechend 

größer oder gleich dem Median. Eine vorteilhafte Eigenschaft des Medians ist seine Robust-

heit gegenüber Ausreißern. 

Liegen geordnete Rohdaten    1 ; ; nx x  vor, so lässt sich der Median relativ einfach bestim-

men – bei einem ungeraden Stichprobenumfang n entspricht er der mittleren Ausprägung, 

bei geradem n dem arithmetischen Mittel der beiden in der Mitte liegenden Beobachtungen. 

Median auf Basis geordneter Rohdaten: 

  

1

2

0,5

1
2 2

für  ungerade

1
für  gerade

2

n

n n

x n

x

x x n

 
 
 

      
   



 

 
      

 

Halbiert man die so entstandenen Hälften erneut auf gleiche Weise, so erhält man die sog. 

Quartile 0,25x  und 0,75,x  die zusammen mit dem Median 0,5x  den Datensatz vierteln. Das untere 

Quartil 0,25x  entspricht also dem Median der unteren Hälfte, das obere Quartil 0,75x  dem Me-

dian der oberen Hälfte. Bei ungeradem n wird der Median zu beiden Hälften hinzugefügt. 

Allgemein formuliert kann jeder Datensatz so geteilt werden, dass p Prozent der Beobach-

tungen kleiner oder gleich einer zu bestimmenden Ausprägung px  sind. Der Oberbegriff für 

diese px  lautet p-Quantile (Prozentpunkte) – dazu gehören die Quartile 0,25x  und 0,75x  ebenso 

wie der Median 0,5 ,x  allerdings gilt lediglich der Median als reines Lagemaß. 

Quantile können anhand von geordneten Rohdaten exakt bestimmt werden. Aus jeder dis-

kreten Häufigkeitstabelle können die Rohdaten geordnet rekonstruiert werden, so dass auch 

in diesem Fall wie oben angesprochen vorgegangen werden kann. Problematischer ist die 

Berechnung aus einer stetigen Häufigkeitstabelle – hier muss wiederum approximiert wer-

den.  Quantile auf Basis einer stetigen Häufigkeitstabelle: 

  
 
 

*
1*

1 *

ˆ

ˆ
j

p j

j

p F a
x a

f a





       mit 0 1p   und    * *

1
ˆ ˆ

j jF a p F a          
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3.2 Streuungsmaße 

3.2.1 Quadratische Abweichung, Standardabweichung und Variationskoeffizient 

Das dem Konzept des Mittelwertes entsprechende Streuungsmaß ist die mittlere quadrati-

sche Abweichung 2d  (empirische Varianz, Stichprobenvarianz). Sie errechnet sich als arith-

metisches Mittel der quadrierten Differenzen der einzelnen Beobachtungen vom Mittelwert.  

Mittlere quadratische Abweichung auf Basis von Rohdaten:      

   22 2 2

1

1 n

i
i

d x x x x
n 

    
      

  
mit     

1

1 n

i
i

x x
n 

 
     

und     2 2

1

1 n

i
i

x x
n 

    

Mittlere quadratische Abweichung auf Basis einer diskreten Häufigkeitstabelle:   

     2 22 2 2

1 1

1k k

j j j j
j j

d a x h a x n x x
n 

              

  mit     
1 1

1k k

j j j j
j j

x a h a n
n 

   
     

und     2 2 2

1 1

1k k

j j j j
j j

x a h a n
n 

      

Mittlere quadratische Abweichung auf Basis einer stetigen Häufigkeitstabelle:   

     2 22 2 2

1 1

1k k

j j j j
j j

d a x h a x n x x
n 

              

 mit     
1 1

1k k

j j j j
j j

x a h a n
n 

   
     

und     2 2 2

1 1

1k k

j j j j
j j

x a h a n
n 

      

 mit     
* *

1

2
j j

j

a a
a  

       für 1; ;j k              

Die Differenzen werden quadriert, damit sie sich nicht gegenseitig aufheben. Da die aus die-

ser Vorgehensweise resultierende Größe nicht sinnvoll interpretierbar ist, zieht man meist 

aus der mittleren quadratischen Abweichung die Wurzel, und erhält so die empirische Stan-

dardabweichung d. 

Empirische Standardabweichung: 2d d     

Der Variationskoeffizient VK standardisiert die mittlere quadratische Abweichung und macht 

so die Streuung verschiedener Datensätze vergleichbar.  

 Variationskoeffizient:   
d

VK
x
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3.2.2 Interquartilsabstand und Boxplot 

Der Interquartilsabstand IQA korrespondiert zum Konzept des Medians. Er entspricht dem 

Abstand zwischen unterem und oberem Quartil und liefert damit ein zentrales Intervall mit 

genau 50 Prozent der Beobachtungen.  

 Interquartilsabstand:   0,75 0,25IQA x x 
 

Um sich einen simplen optischen Eindruck über die Eigenschaften einer Häufigkeitsvertei-

lung zu verschaffen, empfiehlt sich die Darstellung mittels eines sog. Boxplots (Box-Whisker-

Plot). Ein solcher graphischer Überblick liefert bei geringem Aufwand erste Erkenntnisse 

über Lage, Streuung und Schiefe der Verteilung. Folgende fünf Maßzahlen (Fünf-Punkte-Zu-

sammenfassung) werden für einen Box-Plot benötigt. 
 

 Minimum  1x  

 Unteres Quartil 0,25x  

 Median 0,5x  

 Oberes Quartil 0,75x  

 Maximum  nx  

 

Unteres und oberes Quartil bilden zusammen die Box, in die auch der Median eingezeichnet 

wird. An die Box werden jeweils bis zu den Extremwerten die Whiskers angelegt. Die Ge-

samtlänge des Plots entspricht der Spannweite, die Länge der Box dem Interquartilsabstand. 

In jedem Abschnitt des Plots befinden sich genau 25 Prozent der Beobachtungen.  
 

 

                     

 
 

Neben dieser Grundform gibt es einige modifizierte Boxplot-Varianten. So werden etwa Ausreißer 

meist als isolierte Punkte außerhalb der Whiskers dargestellt.  

 

 

  

0,5x  nx0,75x0,25x 1x

x
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4 Zweidimensionale Häufigkeitsverteilungen 

4.1 Gemeinsame Häufigkeiten und Randhäufigkeiten 

Im Folgenden werden zweidimensionale (bivariate) Häufigkeiten analysiert, d.h. es werden 

in einer sog. verbundenen Stichprobe für jeden Merkmalsträger zwei Merkmale X und Y ge-

messen. Die vorerst diskreten Merkmale können k Ausprägungen 1; ; ka a  für X bzw.   Aus-

prägungen 1; ;b b  für Y annehmen.  

 

Die absolute gemeinsame Häufigkeit  ; ;i j i jn n X a Y b    entspricht der Anzahl der Merk-

malsträger mit einer bestimmten Kombination von Ausprägungen ia  und jb  in der Stich-

probe. Die Summe aller absoluten Häufigkeiten ist gleich dem Stichprobenumfang n. 
 

Absolute gemeinsame Häufigkeit:   

  ; ;i j i jn n X a Y b        für 1; ;i k 
 
und 1; ;j              

 

Die absolute Randhäufigkeit  ;i in n X a  
 
gibt an, wie oft die Merkmalsausprägung ia  in der 

Stichprobe aufgetreten ist. Die Ausprägungen des anderen Merkmals Y sind dabei irrelevant. Ana-

log lässt dich die absolute Randhäufigkeit  ; j jn n Y b    beschreiben. Die Summe der absoluten 

Randhäufigkeiten eines Merkmals ist n. 
 

Absolute Randhäufigkeiten:   

  ; ;
1

i i i j
j

n n X a n


   


     für 1; ;i k           
 

  ; ;
1

k

j j i j
i

n n Y b n


         für 1; ;j            
 

 

Die relative gemeinsame Häufigkeit  ; ;i j i jh h X a Y b    setzt wie gehabt die absolute 

Häufigkeit ;i jn  ins Verhältnis zur Gesamtzahl der Beobachtungen n.  

 

Relative gemeinsame Häufigkeit:    

   ;
; ; i j

i j i j

n
h h X a Y b

n
         für 1; ;i k 

 
und 1; ;j                  
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Gleiches gilt für die relativen Randhäufigkeiten  ;i ih h X a    und  ; .j jh h Y b  
 

 

Relative Randhäufigkeiten:  

   ;
; ;

1

i
i i i j

j

n
h h X a h

n





   


     für 1; ;i k          

   ;
; ;

1

k
j

j j i j
i

n
h h Y b h

n





         für 1; ;j            

 

Bei der Betrachtung stetiger oder quasi-stetiger Merkmale kann nach Klassierung der Daten 

und entsprechender Modifizierung der Häufigkeitsbegriffe analog vorgegangen werden. 

 

4.2 Kontingenztabelle 

Zweidimensionale Häufigkeiten werden meist in einer zweidimensionalen Häufigkeitsta-

belle, der sog. Kontingenztabelle berechnet. Das folgende Schema entspricht dem vollständi-

gen Tableau – die Spalte i sowie die Zeile j können der Übersicht halber problemlos wegge-

lassen werden.    

 
j  1 2    

jb  1b  2b   b  Summe 

i  ia        

1 1a   1;1n  1;2n   1;n   1;n  

2 2a   2;1n  2;2n   2;n   2;n   

               

k ka   ;1kn  ;2kn    ;kn   ;kn   

 Summe  ;1n  ;2n    ;n   n  

 

Üblicherweise basiert eine Kontingenztabelle wie oben dargestellt auf absoluten Werten, 

d.h. es werden absolute (Rand-) Häufigkeiten eingetragen bzw. berechnet. Relative Kontin-

genztabellen sind allerdings keineswegs verboten. 

 



EMS – Skript – René Flé                                                                                                                 Statistik 

      WS 2018/19 

 

16  
 

4.3 Bedingte relative Häufigkeiten und statistische Unabhängigkeit 

Bei zweidimensionalen Analysen interessiert man sich mitunter für einen Anteil der Merkmalsträ-

ger mit der Ausprägung ia  an den Merkmalsträgern mit einer bestimmten Merkmalsausprägung  

jb  in einer Stichprobe. Man spricht dann von der bedingten relativen Häufigkeit 

 .
j i ji bh h X a Y b    Da nun nicht mehr alle, sondern lediglich die Merkmalsträger mit der 

Merkmalsausprägung jb  (Bedingung) in die Berechnung einfließen, teilt man die absolute Häu-

figkeit ijn  nicht wie gewohnt durch n, sondern durch die absolute Randhäufigkeit ; .jn  Analog 

dazu errechnet sich die bedingte relative Häufigkeit  .
i j ij ah h Y b X a         

 

Bedingte relative Häufigkeiten:  

   ; ;

; ;
j

i
i ji b

j i j

j j

n h

n
h h X a Y b

h 

      

   ; ;

; ;
i

i
j ij a

j i j

i i

n h

n
h h Y b X a

h 

      

Anhand der bedingten relativen Häufigkeiten lassen sich Aussagen über die Abhängigkeiten 

zwischen den beiden gemessenen Merkmalen treffen. Bei statistischer Unabhängigkeit ent-

sprechen alle bedingten relativen Häufigkeiten ihren jeweiligen relativen Randhäufigkeiten, 

d.h. für die Ausprägung des einen Merkmals spielt es keine Rolle, welche Ausprägung das 

jeweils andere Merkmal aufweist. Liegt eine Kontingenztabelle vor, so lässt sich dieser Sach-

verhalt folgendermaßen prüfen. 
 

 Statistische Unabhängigkeit: 

 ; ;i
i

j
j

n

n
n

n 
     

für alle 1; ;i k   und alle 1; ;j         

 

Andernfalls sind die Merkmale statistisch abhängig. Unabhängige Merkmale sind stets auch un-

korreliert – unkorrelierte Merkmale allerdings nicht notwendigerweise unabhängig. 
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5 Streudiagramm und Korrelation  

5.1 Streudiagramm 

Unter der Voraussetzung, dass beide Merkmale X und Y metrisch skaliert sind, steht mit dem 

sog. Streudiagramm ein einfaches Instrument zur graphischen Veranschaulichung einer 

zweidimensionalen Häufigkeitsverteilung zu Verfügung – jedem Beobachtungspaar wird ein 

Punkt im Koordinatensystem zugeordnet. 
 

 Beispiel Streudiagramm: 

 

 
Eine getrennte Sortierung der Merkmale nach ihren Ausprägungen 1; ; ka a  bzw. 1; ;b b  ist 

hier nicht mehr zielführend. Um die Zusammenhänge zwischen den Merkmalen besser ana-

lysieren zu können, bleiben im Folgenden die einzelnen Beobachtungspaare  ;i ix y  mit dem 

Index 1; ;i n   erhalten. 

 

0

5

10

15

20

25

30

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
x

y
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5.2 Korrelationsmaße 

5.2.1  Empirische Kovarianz  

Die empirische Kovarianz ;x yd  stellt eine lineare Beziehung zwischen X und Y her. Sie ist umso 

größer, je stärker diejenigen Beobachtungspaare überwiegen, bei denen große ix -Werte mit 

großen iy -Werten und kleine ix -Werte mit kleinen iy -Werten gekoppelt sind. 

 Empirische Kovarianz: 

    ;
1

1 n

x y i i
i

d x x y y xy x y
n 

              

 mit     
1

1 n

i
i

x x
n 

       
1

1 n

i
i

y y
n 

        
1

1 n

i i
i

xy x y
n 

   

 

Als Maß für den Zusammenhang von X und Y ist die Kovarianz nur bedingt geeignet, da mög-

liche Unterschiede in der Skalierung der Variablen unberücksichtigt bleiben. 

 

5.2.2 Empirischer Korrelationskoeffizient  

Eine sinnvollere Maßzahl für Stärke und Richtung eines linearen Zusammenhangs zwischen 

X und Y ist mit dem empirische Korrelationskoeffizienten ;x yr  gegeben – er bezieht im Gegen-

satz zur empirischen Kovarianz die Streuung (und damit die Skalierung) der Merkmale in 

die Rechnung ein. Der empirische Korrelationskoeffizient ;x yr  setzt die empirische Kovarianz 

;x yd  ins Verhältnis zum Produkt der empirischen Standardabweichungen xd  und .yd  

 

 Empirischer Korrelationskoeffizient: 

  ;
;

x y
x y

x y

d
r

d d
     

  mit      ;
1

1 n

x y i i
i

d x x y y xy x y
n 

              

 2 2 2

1

1 n

x i
i

d x x x x
n 

    
    

 2 2 2

1

1 n

y i
i

d y y y y
n 

    
           

mit      
1

1 n

i
i

x x
n 

        2 2

1

1 n

i
i

x x
n 

        

 
1

1 n

i
i

y y
n 

     2 2

1

1 n

i
i

y y
n 

        
1

1 n

i i
i

xy x y
n 
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Der Korrelationskoeffizient ist im Intervall  1;1  definiert. Es gilt: 

 Wenn ; 1:x yr    Perfekter positiver linearer Zusammenhang 

 Wenn ; 1:x yr     Perfekter negativer linearer Zusammenhang 

 Wenn ; 0 :x yr    Kein linearer Zusammenhang (aber nicht-linearer Zusammenhang mög-

lich) 

Die Stärke des linearen Zusammenhangs wird durch den Absolutbetrag des Korrelationsko-

effizienten gemessen. Das Vorzeichen des Korrelationskoeffizienten gibt die Richtung des 

Zusammenhangs an. Es ist unbedingt zu beachten, dass Korrelationsmaße lediglich Aussa-

gen über das Bestehen eines linearen Zusammenhangs, dessen Stärke und dessen Richtung 

treffen. Ein Schluss auf kausale Zusammenhänge nicht zulässig – dass ein Zusammenhang 

besteht, bedeutet nicht, dass eine Variable die andere beeinflusst. 
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6 Lineare Regressionsanalyse 

6.1 Allgemeines Modell 

Die lineare Regressionsanalyse ist eines der am häufigsten angewendeten statistischen Ana-

lyseverfahren. Das Modell untersucht die lineare Beziehung zwischen einer metrisch ska-

lierten abhängigen Variable Y (endogene Variable, Prognosevariable, Regressand) und 1K   

metrisch skalierten  unabhängigen Variablen 2 ; ; KX X  (exogene Variablen, Prädikatorvari-

ablen, Regressoren). Folgender Zusammenhang soll beschrieben werden. 
 

 Lineare Regressionsanalyse allgemein: 

  1 2 ;2 ;
ˆ ˆ ˆ ˆi i K i K iy x x             für 1; ;i n   

Die Störterme î  (Fehlerterme, Residuen) entsprechen den Abweichungen der Beobachtun-

gen iy  vom Mittelwert ,y  die durch das Regressionsmodell nicht erklärt werden. Sie sind 

dementsprechend als Differenz des jeweiligen empirischen Wertes iy  von seinem Schätzer 

ˆiy  definiert: ˆ ˆ .i i iy y    Die Parameter 1̂
ˆ; ; K   sind zu schätzen, und zwar so, dass die 

Summe der quadrierten Störterme 2

1

ˆ
n

i
i



  in der Stichprobe minimal wird (Kleinst-Quadrate-

Schätzung).  

Folgende Voraussetzungen müssen bei der Regressionsanalyse erfüllt sein: 

 Es besteht eine lineare Beziehung zwischen abhängiger und unabhängigen Variablen 

 Die unabhängigen Variablen sind unkorreliert (keine Multikollinearität)  

 Mögliche Ausreißer bleiben unberücksichtigt 

 Die Residuen sind unabhängig und normalverteilt 

 Die Residuen haben einen Erwartungswert von Null 

 Die Residuen haben die gleiche Varianz (Homoskedastizität, Varianzhomogenität der Resi-

duen) 

Oft tauchen bei der linearen Regressionsanalyse logarithmierte Variablen auf. Dies hat den 

Hintergrund, dass die lineare Regressionsanalyse eben nur lineare Zusammenhänge unter-

sucht, sich aber jede multiplikative Funktion durch Logarithmieren linearisieren lässt.  
 

 Linearisierung: 

  2
ˆ ˆ

1 2 1 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆln ln ln lnK

K K Ky x x y x x                      
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Auf dieses Vorgehen bauen eine ganze Reihe verschiedener Variationen der Regressionsana-

lyse auf. Zu beachten ist, dass nun der natürliche Logarithmus der Variable Y geschätzt wird 

und sich die Koeffizienten k  auf den natürlichen Logarithmus der jeweiligen unabhängigen 

Variable kX  beziehen. Zur Interpretation der Ergebnisse ist mitunter folgende Umfor-

mungsregel hilfreich. 
 

 Logarithmus-Umformung: 

  ln ba b a e  
 

 

 

6.2 Lineare Einfachregression 

6.2.1 Schätzung der Parameter 

Im Modell der linearen Einfachregression wird nur der Fall mit einer abhängigen Variable Y 

und einer unabhängigen Variable X betrachtet – meist verzichtet man hier auf die Indizie-

rung  1; ;i K   und verwendet stattdessen folgende Notation.  

 

 Lineare Einfachregression: 

  1 2 ;2
ˆˆ ˆ ˆ ˆˆi i i i i iy x y a bx               für 1; ;i n   

 

Ziel der Schätzung ist es, die Abweichungen der Stichprobenwerte von ihrem Mittelwert 

iy y  durch eine Regressionsgerade ˆˆ ˆi iy a bx   bestmöglich zu erklären. Bildlich gespro-

chen geschieht dies, indem man die Konstante y y  so lange um den Punkt  ;x y  dreht, bis 

die Summe aller Abweichungen von dieser Gerade 
1

ˆ
n

i i
i

y y


  minimal ist.    
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 Lineare Einfachregression:  
 
 

 
 

Mathematisch gesehen minimiert man hierbei die Summe der quadrierten Abweichungen 

vom Mittelwert, die durch die Regressionsgerade nicht erklärt werden (Störterme).  
 

 Kleinst-Quadrate-Schätzung im Modell der linearen Einfachregression: 

   22

1 1

ˆ ˆ Min!
n n

i i i
i i

y y
 

        mit ˆˆ ˆi iy a bx   für 1; ;i n   

   2

1

ˆ Minˆ !
n

i i
i

y a bx


             

Für a und b ergeben sich daraus folgende Schätzer. 
 

 Kleinst-Quadrate-Schätzer im Modell der linearen Einfachregression: 

  
;

;2
ˆ x y y

x y
xx

d d
b r

dd
    

  ˆâ y bx    

y

iy y

ˆi i iy y  

îy y

y

ˆˆ ˆy a bx iy

x

ˆ ˆi i iy y  
ˆˆ ˆy a bx 
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  mit      ;
1

1 n

x y i i
i

d x x y y xy x y
n 

              

       
 2 2 2

1

1 n

x i
i

d x x x x
n 

    
 

      
 2 2 2

1

1 n

y i
i

d y y y y
n 

    
           

mit 
1

1 n

i
i

x x
n 

     
1

1 n

i
i

y y
n 

         2 2

1

1 n

i
i

x x
n 

     2 2

1

1 n

i
i

y y
n 

      
1

1 n

i i
i

xy x y
n 

   

Die Regressionsgerade ˆˆ ˆy a bx   verläuft stets durch den Punkt  ;x y  und den Achsenab-

schnitt ˆ.a  
 

6.2.2 Bestimmtheitsmaß 

Das Bestimmtheitsmaß 2R  (R-Square) gibt an, welcher Teil der empirischen Varianz (Ge-

samtvarianz) durch die Schätzfunktion insgesamt erklärt wird (erklärte Varianz). Es be-

schreibt damit die Anpassungsgüte der Regressionsgleichung.  

 

 Bestimmtheitsmaß im allgemeinen Modell: 

  
 

   

2 2 2

2 1 1 1
2

2 2

1 1

ˆ ˆˆ

1 1

n n n

i i i
i i i
n n

y
i i

i i

y y
R

nd
y y y y

 
  

 


    

 

  

 
 

 

Im Modell der Einfachregression entspricht das Bestimmtheitsmaß dem quadrierten Korre-

lationskoeffizienten. 

 

 Bestimmtheitsmaß im Modell der linearen Einfachregression: 

  2

2
2

2

; 2
;

x y
x y

x y

d
R r

d d
 

 

 

Das Bestimmtheitsmaß ist im Intervall  0;1  definiert, wobei ein möglichst hoher Wert an-

gestrebt wird. Ein niedriger Wert kann darauf hindeuten, dass wichtige unabhängige Vari-

ablen in der Analyse fehlen. 
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7 Normalverteilung 
Das wichtigste stetige Verteilungsmodell ist die Normalverteilung (Gauß-Verteilung). Die Zu-

fallsvariable der Normalverteilung eignet sich außerordentlich gut zur Beschreibung von na-

türlichen Variationen wie bspw. Körpergrößen, Gewichten oder etwa der Länge der Blätter 

eines Baumes. Ergebnisse physikalischer Messungen wie z.B. die Länge eines Raumes oder 

die Temperatur in einem Raum gelten ebenso als normalverteilt. Durch die Normalvertei-

lung kann das Zusammenwirken verschiedener Zufallseinflüsse modelliert werden. Bei-

spiele hierfür sind der Intelligenzquotient, der sich aus vielen Aspekten zusammensetzt, o-

der der Benzinverbrauch auf 100 Kilometer im Stadtverkehr. 

 

Der Parameter   der Normalverteilung entspricht dem Erwartungswert   ,E X  der Para-

meter 2  der Varianz   .Var X  

  2;X N        mit  R  und 2 0    

  
2

1

22;
1

2

x

NVf ex



 


   

  


 

  
2

1

22 1
 

2
;

tx

NV xF e dt




 
 

   
 



 
   

  E X   

   2Var X   

 

Mag die Formel für die Dichtefunktion auf den ersten Blick auch nicht sehr einleuchtend sein, 

man kann an ihr bereits einige wichtige Eigenschaften der Normalverteilung erkennen. Der 

vordere Quotient ist bei gegebenen Parametern konstant. Der rechte Ausdruck lässt darauf 

schließen, dass die Dichte ihr Maximum bei x   hat. Vergrößert man den Wert von 2 ,  so 

wird der vordere Quotient immer kleiner. Das bedeutet, dass die Dichtefunktion mit wach-

sendem 2  flacher bzw. breiter wird.  
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Die Dichtefunktion der Normalverteilung wird auch Glockenkurve oder Gauß-Glocke ge-

nannt. 

 

Wie unmittelbar zu erkennen ist, handelt es sich bei der Normalverteilung um eine eingipf-

lige (unimodale) Verteilung. Die Verteilung ist im mittleren Bereich konzentriert, wobei aber 

auch Ausreißer nach oben und nach unter möglich sind. Die Dichtefunktion verläuft sym-

metrisch um den Erwartungswert .x   Median und Erwartungswert der Normalvertei-

lung sind identisch und befinden sich im Maximum der Dichte. Die Wendepunkte der Dich-

tefunktion liegen bei x     und .x     

0,0

0,0

 2;NVf x  

x   0,0
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7.1 Summen und arithmetische Mittel 

Lineare Transformationen von normalverteilten Zufallsvariablen sind wieder normalver-

teilt: wenn die Zufallsvariable X normalverteilt ist, so ist auch die Zufallsvariable Y a b X  
 

mit ;a bR
 
normalverteilt. Desweiteren sind Linearkombinationen von unabhängigen nor-

malverteilten Zufallsvariablen wieder normalverteilt: wenn die unabhängigen Zufallsvari-

ablen 1; ; nX X  normalverteilt sind, so ist auch die Zufallsvariable 1 1 n nY a X a X   mit 

1; ; na a R
 
normalverteilt. Aus diesen beiden Sätzen ergeben sich zentrale Erkenntnisse 

für Summen und arithmetische Mittel von unabhängig und identisch normalverteilten Zu-

fallsvariablen. 

 

1; ; nX X  seien unabhängig normalverteilte Zufallsvariablen mit dem Erwartungswert 

 iE X   und der Varianz   2 .iVar X   Die Summe 
1

n

i
i

X X


  ist dann normalverteilt 

mit dem Erwartungswert  E X n  und der Varianz   2 .Var X n  Das arithmetische 

Mittel 
1

1 n

i
i

X X
n 

   ist dann normalverteilt mit dem Erwartungswert  E X   und der Va-

rianz   21
.Var X

n
  

0,0

0,0
x

 2;NVF x  



1,0

0,0
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Die entsprechenden Erwartungswerte und Varianzen ergeben sich aus folgender Rechnung. 

 
 iE X 

 

 
  2

iVar X    

 

 
   

1 1

n n

i i i
i i

E X E X n E X n
 

 
    

 
 

 

 
     

1 1

1 1 1n n

i i i i
i i

E X E X E X n E X E X
n n n


 

   
          

   
 

 
 

 
    2

1 1

n n

i i i
i i

Var X Var X n Var X n
 

 
    

 
 

 

 

     
2

2
2

1 1

1 1 1 1 1n n

i i i i
i i

Var X Var X Var X n Var X Var X
n n n n n


 

                    
    

 

7.2 Standardnormalverteilung 

Möchte man spezielle Wahrscheinlichkeiten für die Normalverteilung bestimmen, so liegt es 

nahe, diese wie gewohnt mit Hilfe der Verteilungsfunktion zu berechnen. Da allerdings die 

Stammfunktion der Dichtefunktion nicht bekannt ist – die Dichtefunktion der Normalvertei-

lung lässt sich offenbar analytisch nicht integrieren – muss bei der Normalverteilung auf ta-

bellierte Werte zurückgegriffen werden. Eine solche Tabelle ist im Vorlesungs-Kurzskript als 

Tabelle C abgedruckt. Man beachte, dass in dieser Tabelle nur die Funktionswerte der Ver-

teilungsfunktion  z  der Standardnormalverteilung enthalten sind. 

  2;Z N        mit 0   und 2 1    

 

Jede normalverteilte Zufallsvariable X kann zu einer standardnormalverteilten Zufallsvari-

able Z transformiert (standardisiert) werden, indem man von X den Erwartungswert   sub-

trahiert und das Ergebnis durch die Standardabweichung 2  dividiert. 
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2

0;1
X

Z N





       mit  2;X N    

Die Wahrscheinlichkeiten für beliebige normalverteilte Zufallsvariablen X mit  E X   

und   2Var X   berechnen sich demnach wie folgt. 

  
2 2 2 2

X x x x
P X x P P Z

   

   

        
           

     
 

 

Aufgrund der Symmetrie der Standardnormalverteilung um 0z   gilt 

    1z z     

      2 1z z z       

Die Quantile der Standardnormalverteilung sind in Tabelle D des Vorlesungs-Kurzskripts 

aufgelistet. Die z-Werte können hierbei folgendermaßen „destandardisiert“ werden. 

 2
p px z         mit  0;1 ,Z N   2;X N  

 
und  0 1p   

 

7.3 Zentrales Schwankungsintervall 

Im Unterschied zu den Quantilen teilt das Zentrale Schwankungsintervall (ZSI) die Dichte-

funktion nicht in einen oberen und einen unteren Bereich, sondern in einen inneren und ei-

nen äußeren Bereich. Gesucht werden die Grenzen des symmetrischen Intervalls um den 

Median (entspricht hier dem Erwartungswert), in dem  1 100a   Prozent der Beobachtun-

gen erwartet werden. Es sind also zunächst die Intervallgrenzen 
2

z  und 
1

2

z 


 zu bestimmen, 

die anschließend in x-Werte umgerechnet werden. Aufgrund der Symmetrie der Standard-

normalverteilung um 0z   ist 
1

2 2

.z z 


   Aus diesen Überlegungen ergibt sich folgende For-

mel zur Berechnung von Schwankungsintervallen. 

 

2
1

1
2

ZSI z  


 
  

 
      mit 0 1 
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Ist nicht nach einem bestimmten Prozentsatz, sondern nach einem k-fachen ZSI gefragt, so 

soll der Abstand zwischen dem Erwartungswert   und den Intervallgrenzen jeweils der k-

fachen Standardabweichung entsprechen.  

 

2
kZSI k          mit 0k   

Das zentrale Schwankungsintervall ist das theoretische Pendant zum zweiseitigen Konfiden-

zintervall, welches später ausführlich behandelt wird. Soll das ZSI eines Mittelwertes X  von 

unabhängig und identisch normalverteilten Zufallsvariablen iX  eine vorgegebene Länge L 

nicht überschreiten und ist nach dem dafür notwendigen Stichprobenumfang n gefragt, so 

ist diese Frage streng genommen erst bei Konfidenzintervallen zulässig. Dort gilt
 

 

2

1
22

2z

n
L






  
     
      

Die obere Gauß-Klammer bedeutet, dass das Ergebnis stets auf die nächste ganze Zahl auf-

gerundet werden muss. Desweiteren ist zu beachten, dass hier für 2  die ursprüngliche Va-

rianz der Summanden iX  eingesetzt werden muss. 

 

7.4 Zentraler Grenzwertsatz 

Die Bedeutung der Normalverteilung geht weit über die Verwendung als Verteilungsmodell 

hinaus. Dies ist insbesondere durch den zentralen Grenzwertsatz (ZGS) bedingt. Er liefert 

eine Antwort auf die Frage, welche Wahrscheinlichkeitsverteilung (oder Dichte) eine große 

Summe (Faustregel 30)n   von unabhängig und identisch verteilten Zufallsvariablen auf-

weist. Die Summe dieser Zufallsvariablen strebt für jede beliebige Verteilung gegen die Nor-

malverteilung. 

 

1; ; nX X  seien unabhängig und identisch (i.i.d.) verteilte Zufallsvariablen mit dem Erwar-

tungswert  iE X R  und der Varianz   0.iVar X   Die Verteilung der Summe 
1

n

i
i

X X


  

konvergiert dann mit n   gegen die Normalverteilung  2;N  
 
mit  in E X    und 
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 2 .in Var X    Die Verteilung des arithmetischen Mittels 
1

1 n

i
i

X X
n 

   konvergiert dann 

mit n   gegen die Normalverteilung  2;N  
 
mit  iE X   und  2 1

.iVar X
n

    

 

i.i.d.iX     mit  iE X  und  iVar X  

 2

1

;
n a

i
i

X X N  


        mit  in E X    und  2
in Var X    

 2

1

1
;

n a

i
i

X X N
n

 


      mit  iE X   und  2 1
iVar X

n
      

 

Die Standardisierung erfolgt wie gehabt über 

 
 

2
0;1

aX
Z N






       mit  2;

a

X N    

Die resultierende Zufallsvariable Z ist nun allerdings nur noch asymptotisch normalverteilt. 

 

Für die Quantile gilt analog 

 2
p px z         mit  0;1 ,

a

Z N   2;
a

X N  
 
und  0 1p   
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8 Exkurs: Zufallsexperimente und Wahrscheinlichkeiten 

8.1 Zufallsexperimente 

Ein Zufallsexperiment ist ein wirklich oder wenigstens gedanklich wiederholbarer Vorgang, 

der zu genau einem Ergebnis (Elementarereignis) führt. Welches Ergebnis eintritt, ist vor 

dem Experiment ungewiss. Die Menge aller Ergebnisse heißt Ergebnismenge (Ergebnisraum, 

Ereignisraum), Teilmengen der Ergebnismenge heißen (Zufalls-) Ereignisse. Ergebnisse 

schließen sich gegenseitig aus, für Ereignisse gilt dies nicht notwendigerweise. 
 

Beispiel: Einmaliges Werfen eines Würfels 

 Ergebnis  4 :   Die 4 liegt oben  

 Ergebnismenge  1;2;3;4;5;6   

 Ereignis  2; 4;6 :A   Eine gerade Zahl liegt oben  

8.2 Wahrscheinlichkeitsbegriff 

Ob ein Ereignis A tatsächlich eintritt oder nicht, ist vor einem Zufallsexperiment per Defini-

tion unbekannt. Ziel der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist es, die „Chance“ für das Eintreten 

des Ereignisses A mit einer Wahrscheinlichkeit  P A  zu quantifizieren. Diese (theoretische) 

Wahrscheinlichkeit  P A  entspricht der relativen Häufigkeit  h A  in einer Stichprobe mit 

.n      
 

Nach der Definition von Kolmogorov spricht man von einer Wahrscheinlichkeit, wenn fol-

gende Axiome (Grundsätze, die keiner Beweise bedürfen) erfüllt sind. 
 

 Die Wahrscheinlichkeit  P A  ist eine reelle, nichtnegative Zahl kleiner oder gleich Eins 

   0 1P A   

 

 Die Wahrscheinlichkeit  P   ist Eins (Sicherheit) 

    1P    

 

 Für einander ausschließende (disjunkte) Ereignisse A und B aus dem selben Ereignis-

raum gilt 
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       P A B P A P B        für A B    

 

Sind bei einem Zufallsexperiment alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich, so spricht 

man von einem Laplace-Experiment bzw. der entsprechenden klassischen Wahrscheinlichkeit 

(Gleichmöglichkeitsmodell). 
 

   Anzahl der Elemente von Anzahl der "günstigen" Ergebnisse

Anzahl der Elemente von Anzahl der möglichen Ergebnisse

A
P A  


 

 

 

8.3 Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten 

Aus den Axiomen von Kolmogorov und den Rechenregeln für Mengen ergeben sich weitere 

wichtige Regeln für die Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
 

   1P A P A   

  0P    

 

     1P A B P A B P A B           Regeln von de Morgan 

     1P A B P A B P A B       

 

       P A B P A P B P A B          Additionssatz 

       P A B P A P B P A B      

 

        \  P A B P A B P A P A B    
 

        \  P B A P A B P B P A B      

 

       P P A B A BA PB      
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8.4 Bedingte Wahrscheinlichkeiten 

8.4.1 Begriff und Multiplikationssatz 

Die bedingte Wahrscheinlichkeit  P A B  bezeichnet die Wahrscheinlichkeit für das Eintre-

ten von A unter Bedingung, dass B bereits eingetreten ist bzw. gleichzeitig mit A eintritt. Ana-

log lässt sich die bedingte Wahrscheinlichkeit  P B A  interpretieren. 

 

Beispiel: 
 

Ereignis A:  In China fällt ein Sack Reis um 

Ereignis B:  Erdbeben in Tokio  
 

 P A B   Wahrscheinlichkeit, dass in China ein Sack Reis umfällt, wenn bereits sicher 

ist, dass in Tokio die Erde bebt 
 

 P B A   Wahrscheinlichkeit, dass in Tokio die Erde bebt, wenn bereits sicher ist, dass 

in China ein Sack Reis umfällt 

Nach der klassischen Wahrscheinlichkeitsdefinition (vgl. Abschnitt 8.2) erhält man 

    
 

P A B
P A B

P B




  
    

 
P A B

P B A
P A


  

 

Hieraus ergibt sich der Multiplikationssatz. 

          P A B P B P A B P A P B A    

 
Der Multiplikationssatz wiederum kann bei Bedarf nach  P A  bzw.  P B  aufgelöst werden. 

    
 

P A B
P A

P B A




   
   

 
P A B

P B
P A B




 

Außerdem gilt 

    1P A B P A B        1P B A P B A   
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8.4.2 Stochastische Unabhängigkeit 

Von (stochastischer) Unabhängigkeit zweier Ereignisse spricht man, wenn die Wahrschein-

lichkeit des Eintretens des einen Ereignisses nicht vom Eintreten des jeweils anderen Ereig-

nisses beeinflusst wird. Zwei Ereignisse A und B mit   0P A   und   0P B   sind also 

stochastisch unabhängig, wenn gilt 

    P A B P A   bzw.      P B A P B    

Aus der Definition für bedingte Wahrscheinlichkeiten (vgl. Abschnitt 8.4.1) erhält man den 

bei stochastischer Unabhängigkeit gültigen Multiplikationssatz. 

      P A B P A P B   

Hier sollte erkennbar werden, dass zwei disjunkte Ereignisse A und B mit   0P A   und 

  0P B   nicht unabhängig sein können und umgekehrt. Vielmehr sind disjunkte Ereignisse 

stets abhängig voneinander – wenn eines der Ereignisse eintritt, tritt das andere mit Sicher-

heit nicht ein. Abhängige Ereignisse sind allerdings nicht notwendigerweise disjunkt. 
 

8.4.3 Satz der totalen Wahrscheinlichkeit und Satz von Bayes 

Lässt dich die Ergebnismenge   vollständig in disjunkte Teilmengen 1; ; nA A  mit   0iP A   

für 1; ;i n   zerlegen, so ist jedes beliebige Ereignis B als Vereinigung von Schnittmengen 

iA B  darstellbar. Nach dem Additionssatz gilt dann 

      1 nP B P A B P A B           

Mit Hilfe des Multiplikationssatzes gelangt man zum Satz der totalen Wahrscheinlichkeit. 

              1 1
1

n

n n i i
i

P B P A P B A P A P B A P A P B A


      

Der Satz von Bayes kann als Zusammenführung der Definition für bedingte Wahrscheinlich-

keiten, des Multiplikationssatzes und des Satzes der totalen Wahrscheinlichkeit verstanden 

werden. 
  

    
 

   
 

   
   

1

j j j jj

j n

i i
i

P A P B A P A P B AP A B
P A B

P B P B
P A P B A




  


     für 1; ;j n        
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9 Anhang: Tabellen der Standardnormalverteilung 
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