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1 Einfithrung
1.1 Grundbegriffe

Merkmalstrdger:
Grundgesamtheit:
(Zufalls-) Stichprobe:
Merkmal (Variable):

Merkmalsausprdgung:

Statistische Einheit (Objekt, Person)

Menge aller relevanten statistischen Einheiten

(Zufallig ausgewahlte) Teilmenge der Grundgesamtheit
Zu untersuchende Eigenschaft des Merkmalstragers

Konkreter Wert eines Merkmals

1.2 Eindimensionale und mehrdimensionale Analyse

Eindimensionale (univariate) Analyse:

» Es wird genau ein Merkmal des Merkmalstragers untersucht

= Beispiel: Haushaltseinkommen

Mehrdimensionale (multivariate) Analyse:

» Es werden zwei (bivariate Analyse) oder mehrere Merkmale des Merkmalstragers un-

tersucht

= Beispiel: Haushaltseinkommen und Anzahl der Personen im Haushalt

1.3 Merkmalsskalierungen

Skalenniveaus Zulassige Relationen Beispiele
Geschlecht
Nominalskala X=X, X FEX |
Nichtmetrisch Blutgruppe
(kategorial) Klausurnote
Ordinalskala X >XxX, X <X,
Tabellenrang

Metrisch
(kardinal)

Temperatur in °C

Intervallskala +X X —X
BT b Geburtsdatum
Verhaltnisskala X Temperatur in °K
(Ratioskala) i X Korpergrofie




1.4 Diskrete und stetige Merkmale

Diskrete Merkmale:
= Abzdhlbar (endlich oder abzihlbar unendlich) viele mogliche Auspragungen

= Beispiele: Klausurnote, Geburtsdatum, Schuhgrofie, Einwohnerzahl

Stetige Merkmale:
= Nicht abzadhlbar (iiberabzihlbar unendlich) viele mégliche Auspragungen

= Beispiele: Korpergrofde, Lebensalter, Temperatur, Inflationsrate

1.5 Deskriptive und induktive Statistik
Deskriptive Statistik (beschreibende Statistik):
= Beschreibende Funktion
= Schluss von der Grundgesamtheit auf die Stichprobe (Inklusionsschluss, direkter

Schluss)

Induktive Statistik (schliefSende Statistik, mathematische Statistik, Inferenzstatistik):
= Operationale Funktion (Entscheidungshilfe)
= Schluss von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit (Konklusionsschluss, indirekter

Schluss)

1.6 Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit
Relative Hdufigkeit einer bestimmten Merkmalsauspragung (empirisch):
» Anteil der Merkmalstrager mit der entsprechenden Auspragung an einer Stichprobe
(nach einem Zufallsexperiment)
» Konklusionsschluss auf die Wahrscheinlichkeit: Mutmafilicher Anteil der Merkmals-

trager mit der entsprechenden Auspragung an der Grundgesamtheit

(Relative) Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Merkmalsauspragung (theoretisch):
» Anteil der Merkmalstrager mit der entsprechenden Auspragung an der Grundgesamt-
heit
» Inklusionsschluss auf die Relative Haufigkeit: Erwarteter Anteil der Merkmalstrager
mit der entsprechenden Auspriagung an einer Stichprobe (vor einem Zufallsexperi-

ment)



2 Eindimensionale Haufigkeitsverteilungen
2.1 Diskrete (unklassierte) Merkmale

Ein diskretes Merkmal X nehme in einer Stichprobe die aufsteigend geordneten Auspragun-
gen d; mit j=1;...;k an. Die Anzahl der beobachteten Ausprigungen ist durch k gegeben.

Zur Auswertung der Daten empfiehlt sich folgende Hdufigkeitstabelle.

J 4; n; h; F (aj )

Die absolute Hdaufigkeit n, = n(X = aj) entspricht der Anzahl der Merkmalstrager mit einer

bestimmten Ausprdgung d@; in der Stichprobe. Die Summe aller absoluten Haufigkeiten ist

gleich der Gesamtzahl der Beobachtungen n.
Absolute Hdaufigkeit:

n, = n(X=aj) fir j=L...;k

J

Die relative Hdufigkeit h; = h(X = aj) setzt die absolute Haufigkeit 72; ins Verhdltnis zum

Stichprobenumfang n. Die Summe aller relativen Haufigkeiten ist Eins.
Relative Hdiufigkeit:

hj = h(Xzaj) = %’ fir j=L...;k

Die Werte der Hdufigkeitsfunktion f (x) entsprechen bei diskreten Merkmalen den relativen

Haufigkeiten.
Haufigkeitsfunktion:

f(aj) firx=a, mitj=1...;k
f(x) = h(X:x) =

0 sonst

mit f(aj) = h fir j=1..;k

J



Die kumulierte relative Hdufigkeit F(aj) = h(X < a_l.) ergibt sich durch Aufsummierung der

relativen Haufigkeiten aller Auspragungen, die kleiner oder gleich a; sind. Zusammenge-

fasst werden die kumulierten relativen Haufigkeiten als empirische Verteilungsfunktion

ﬁ(x) bezeichnet.

Kumulierte relative Hdaufigkeit:
. J

Fla)) = h(X<a)) = b fur j=k..ik
i=1

Empirische Verteilungsfunktion:

0 fir x <q,
F(x) = h(X<x) = F(aj) fira, <x<a,, mitj=1...;k-1
1 firx>a,

Bei der Darstellung der Haufigkeitsfunktion im Koordinatensystem ergibt sich ein Stabdia-

gramm. Die Verteilungsfunktion fiihrt hier zu einer Treppenfunktion.

Bei diskreten Merkmalen mit ganzzahligen Auspragungen konnen die relativen Haufigkeiten

bei Bedarf folgendermafden exakt iiber die kumulierten Haufigkeiten rekonstruiert werden.

Hierbei ist darauf zu achten, dass x bzw. x; und x, ebenfalls ganze Zahlen sind und dass

h(XSx)—h(XSx—l) = ﬁ’(x)—ﬁ’(x—l)

A

F(x)

(X <x-1) = F(x-1)
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Die entsprechenden absoluten Haufigkeiten erhdlt man, indem man die relativen Haufigkei-

ten mit dem Stichprobenumfang multipliziert.

2.2 Stetige (klassierte) Merkmale

Bei stetigen Merkmalen sind unendlich viele Auspragungen moglich - eine einfache Haufig-
keitsauszdahlung wie in Abschnitt 2.1 ist hier nicht praktikabel. Gleiches trifft auch auf dis-
krete Merkmale mit sehr vielen moglichen Auspragungen (quasi-stetige Merkmale) zu. Um

diese Daten dennoch addquat auswerten zu kénnen, werden die beobachteten Auspragun-
genin j=1;...;k Klassen eingeteilt, wobei fiir jede Klasse eine untere Grenze a;fl und eine
obere Grenze a; festgelegt wird. Ein Merkmalstrager wird nun einer bestimmten Klasse j

zugewiesen, wenn seine Merkmalsauspragung ein Element des halboffenen Intervalls

(a;l;a;] ist. Es empfiehlt sich folgende Haufigkeitstabelle.

J a,_ <X<d n, h, A, f(a}) F(a))

J J J J

Die absolute Haufigkeit n; = n(aj.fl <X < a;) entspricht der Anzahl der Merkmalstrager in

der Klasse j.
Absolute Hdaufigkeit:
n, = n(aj}_1 <X3a;) fir j=1;..;k

Die relative Haufigkeit h, = h(aj._1 <X < a;) ergibt sich wie gehabt aus der Division der ab-

soluten Haufigkeit 7; durch den Stichprobenumfang n.

Relative Hdiufigkeit:
h, = h(a;_1<XSaj.) = L fir j=1..k

Bei unterschiedlichen Klassenbreiten sind diese relativen Haufigkeiten jedoch nicht sonder-

lich aufschlussreich, da sie die Verteilung der Daten nicht wahrheitsgetreu abbilden.

Die (durchschnittliche) Haufigkeitsdichte f (aj.) istin diesem Fall vorzuziehen, sie teilt die

relative Haufigkeit /2, durch die entsprechende Klassenbreite A= a; - a;_l.
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Haufigkeitsdichte:
. h, h,
af = L = ﬁ flir .:1;...;k
f( j) A a;=djq ’

Aus der Haufigkeitsdichte ergibt sich die empirische Dichtefunktion f (x). Die Gesamtflache

unter dieser Funktion ist Eins.

Empirische Dichtefunktion:
f(a;) fira, , <x<a, mitj=1..;k
0 sonst

Die relativen Haufigkeiten lassen sich auch im stetigen Fall kumulieren und in einer empiri-

schen Verteilungsfunktion ﬁ(x) = h(X <x) zusammenfassen. Zu beachten ist hierbei, dass
die kumulierte Hdufigkeit ﬁ(a:.)z h(X gaj,) stets an der oberen Grenze der jeweiligen

Klasse berechnet wird. Aus der Haufigkeitstabelle konnen dann beliebige Werte innerhalb

der entsprechenden Klasse approximativ durch Interpolation bestimmt werden.
Kumulierte relative Hdaufigkeit:
ﬁ(aj) = h(X < a;) = Zj:hl. fur j=1;..;k
i=1
Empirische Verteilungsfunktion:
0 fiir x < q,

ﬁ(x) = h(X<x) = I:“(a’f )+(x—aj71)-f”(a*,) ﬁira;71<x£a; mitj=1;...;k

1 fiir x > a,

Bei der Darstellung der Dichtefunktion im Koordinatensystem ergibt sich ein Histogramm.
Die Verteilungsfunktion fiihrt hier zu einem Polygonzug.

Die relativen Haufigkeiten lassen sich aus der Verteilungsfunktion wie folgt bestimmen:

A

h(X <x) = ﬁ(x) h(X >x) = l—ﬁ(x) h(x, <X<x,) = F(xz)—ﬁ’(xl)
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Da sich bei der approximativen Berechnung auf Basis einer stetigen Haufigkeitstabelle stets

h(X = x) ~ (0 ergibt, ist es in diesem Fall fiir das Ergebnis unerheblich, ob nach einer stren-
gen (<;>) oder nichtstrengen Relation (<;>) gefragt ist. Fiir die Anwendung der Formeln
wird lediglich x, <x, vorausgesetzt - ganzzahlige x bzw. x; und x, werden hier nicht ver-

langt.

3 Mafizahlen fiir eindimensionale Haufigkeitsverteilungen

3.1 Lagemafle

3.1.1 Mittelwert

Als Mittelwert ¥ wird meist das arithmetischen Mittel (Durchschnitt) der beobachteten
Merkmalsauspriagungen in einer Stichprobe herangezogen. Zur Berechnung werden alle n

Beobachtungen addiert und anschlief3end durch den Stichprobenumfang n geteilt.

: . — I <
Mittelwert auf Basis von Rohdaten: X = —- le.
n i

Liegt anstelle von Rohdaten eine unklassierte Haufigkeitstabelle vor, so kann das arithmeti-

sche Mittel wie folgt exakt bestimmt werden.

_ £ 1 <
Mittelwert auf Basis einer diskreten Hdufigkeitstabelle: x = Za ho= —-Zan
7 » _

Da die einzelnen Auspragungen nach einer Klassierung nicht mehr vorliegen, muss bei der
Berechnung des Mittelwerts anhand einer stetigen Haufigkeitstabelle auf die Klassenmitten
a; zuriickgegriffen werden. Bei dieser Vorgehensweise ist zu beriicksichtigen, dass die Aus-
pragungen innerhalb der Klassen nicht notwendigerweise gleichverteilt sein miissen - der

resultierende Mittelwert kann also nur eine Approximation darstellen.

k 1 k
Mittelwert auf Basis einer stetigen Hdufigkeitstabelle: Xx = Zl:ajhj = ;-Z;ajnj
J= J=
L aata
mit a = ———1L fir j=1;..;k
! 2

Problematisch bei der Anwendung des arithmetischen Mittels ist mitunter dessen , Ausrei-
3eranfalligkeit” - da alle Beobachtungen mit gleichem Gewicht in die Berechnung eingehen,
wird einigen wenigen, weit von der Mitte entfernt liegenden ,Ausreifdern“ ein oft unange-

messen grofier Einfluss zuteil.

10 —0s
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3.1.2 Median und Quantile
Der Median x, ; (Zentralwert, 50-Prozent-Punkt) halbiert den Datensatz - 50 Prozent der be-

obachteten Merkmalsauspragungen sind kleiner oder gleich, der Rest dementsprechend
grofder oder gleich dem Median. Eine vorteilhafte Eigenschaft des Medians ist seine Robust-
heit gegentliber Ausreifiern.

Liegen geordnete Rohdaten X(1)3+++3X,) VOI, SO lasst sich der Median relativ einfach bestim-

men - bei einem ungeraden Stichprobenumfang n entspricht er der mittleren Auspragung,
bei geradem n dem arithmetischen Mittel der beiden in der Mitte liegenden Beobachtungen.

Median auf Basis geordneter Rohdaten:

x( LHJ fiir » ungerade

%[x(;j + x(;H]J fiir n gerade

Halbiert man die so entstandenen Halften erneut auf gleiche Weise, so erhadlt man die sog.

Quartile x,,; und x,,;, die zusammen mit dem Median x,; den Datensatz vierteln. Das untere
Quartil x,,; entspricht also dem Median der unteren Halfte, das obere Quartil x,,; dem Me-

dian der oberen Halfte. Bei ungeradem n wird der Median zu beiden Halften hinzugeftigt.
Allgemein formuliert kann jeder Datensatz so geteilt werden, dass p Prozent der Beobach-

tungen kleiner oder gleich einer zu bestimmenden Auspragung x, sind. Der Oberbegriff fur
diese x, lautet p-Quantile (Prozentpunkte) - dazu gehoren die Quartile x,,; und x,,; ebenso
wie der Median x;, allerdings gilt lediglich der Median als reines Lagemaf3.

Quantile kénnen anhand von geordneten Rohdaten exakt bestimmt werden. Aus jeder dis-
kreten Haufigkeitstabelle konnen die Rohdaten geordnet rekonstruiert werden, so dass auch
in diesem Fall wie oben angesprochen vorgegangen werden kann. Problematischer ist die
Berechnung aus einer stetigen Haufigkeitstabelle — hier muss wiederum approximiert wer-

den. Quantile auf Basis einer stetigen Hdufigkeitstabelle:

X =~ a +—p—l:"(a;_1)

) -1 j}(aj) mit 0 < p <1 und ﬁ(aj._l)<psﬁ(a*.)

J

11—
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3.2 Streuungsmafde

3.2.1 Quadratische Abweichung, Standardabweichung und Variationskoeffizient

Das dem Konzept des Mittelwertes entsprechende Streuungsmaf? ist die mittlere quadrati-
sche Abweichung d’ (empirische Varianz, Stichprobenvarianz). Sie errechnet sich als arith-
metisches Mittel der quadrierten Differenzen der einzelnen Beobachtungen vom Mittelwert.

Mittlere quadratische Abweichung auf Basis von Rohdaten:

2 —=\2 2 2
> = —) (x,-X) = x’-%X
n i=1
1 n _2 n )
mit x = —)x, und x = — le.
n i i=1

2 G- )2 1 &=y 2 =2
d° = Z(aj—x) ch, = ;~Z(aj—x) ‘n;, = X —X

Die Differenzen werden quadriert, damit sie sich nicht gegenseitig autheben. Da die aus die-
ser Vorgehensweise resultierende Grofde nicht sinnvoll interpretierbar ist, zieht man meist
aus der mittleren quadratischen Abweichung die Wurzel, und erhalt so die empirische Stan-

dardabweichung d.

Empirische Standardabweichung: d = \/d—2

Der Variationskoeffizient VK standardisiert die mittlere quadratische Abweichung und macht
so die Streuung verschiedener Datensatze vergleichbar.

. . d

Variationskoeffizient: VK = ‘T
x\

12 —
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3.2.2 Interquartilsabstand und Boxplot

Der Interquartilsabstand IQA korrespondiert zum Konzept des Medians. Er entspricht dem
Abstand zwischen unterem und oberem Quartil und liefert damit ein zentrales Intervall mit

genau 50 Prozent der Beobachtungen.

Interquartilsabstand: 104 = X,;5— X5

Um sich einen simplen optischen Eindruck iiber die Eigenschaften einer Haufigkeitsvertei-
lung zu verschaffen, empfiehlt sich die Darstellung mittels eines sog. Boxplots (Box-Whisker-
Plot). Ein solcher graphischer Uberblick liefert bei geringem Aufwand erste Erkenntnisse
liber Lage, Streuung und Schiefe der Verteilung. Folgende fiinf Mafdzahlen (Fiinf-Punkte-Zu-

sammenfassung) werden fiir einen Box-Plot benétigt.
= Minimum X

* Unteres Quartil x, ,;

Median x,

Oberes Quartil x,

= Maximum Xn)

Unteres und oberes Quartil bilden zusammen die Box, in die auch der Median eingezeichnet
wird. An die Box werden jeweils bis zu den Extremwerten die Whiskers angelegt. Die Ge-
samtlange des Plots entspricht der Spannweite, die Lange der Box dem Interquartilsabstand.

In jedem Abschnitt des Plots befinden sich genau 25 Prozent der Beobachtungen.

X Xo,25 X0, Xo,75 X(n)

»
»

X

Neben dieser Grundform gibt es einige modifizierte Boxplot-Varianten. So werden etwa Ausreiller

meist als isolierte Punkte aullerhalb der Whiskers dargestellt.

13 —is
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4 Zweidimensionale Haufigkeitsverteilungen

4.1 Gemeinsame Haufigkeiten und Randhaufigkeiten

Im Folgenden werden zweidimensionale (bivariate) Hdufigkeiten analysiert, d.h. es werden
in einer sog. verbundenen Stichprobe fiir jeden Merkmalstriager zwei Merkmale X und Y ge-

messen. Die vorerst diskreten Merkmale kénnen k Auspragungen q,;...;qa, fiir Xbzw. ¢ Aus-

pragungen b,;...;b, fiir Y annehmen.

Die absolute gemeinsame Hdufigkeit n,, = n (X =a;Y = bj) entspricht der Anzahl der Merk-
malstrdger mit einer bestimmten Kombination von Auspragungen a; und b, in der Stich-

probe. Die Summe aller absoluten Haufigkeiten ist gleich dem Stichprobenumfang n.

Absolute gemeinsame Hdufigkeit:

n.. = n(X=ai;Y=bj) firi=1;...;k und j=1;...;¢

i

Die absolute Randhdiiufigkeit n,, =n(X = a,) gibt an, wie oft die Merkmalsausprigung g, in der
Stichprobe aufgetreten ist. Die Auspragungen des anderen Merkmals Y sind dabei irrelevant. Ana-

log lasst dich die absolute Randhéufigkeit n, ; = n (Y = bj) beschreiben. Die Summe der absoluten

Randhiufigkeiten eines Merkmals ist 7.
Absolute Randhdufigkeiten:

4
n., = n(X:al.) = Zn firi=1,...;k

i
Jj=1

n, = n(Yzbj) = i”;;j fir j=L...;¢
i=1

Die relative gemeinsame Hdufigkeit h, ; = h(X =a;Y =bj) setzt wie gehabt die absolute

Haufigkeit 7, ;

.; ins Verhaltnis zur Gesamtzahl der Beobachtungen n.

Relative gemeinsame Hdufigkeit:

h. = l’l(X:a,»;Y:bj) = firi=1;...;k und j=L..;¢

2y}
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Gleiches gilt fir die relativen Randhdufigkeiten h,, = h(Xz a,.) und k,; = h(Y = bj).

Relative Randhdufigkeiten:

i

he = h(X=q) = X} h, =

n.
J= n

fliri=1;...;k

h, = h(r=b) = Yh, = % fiir j=1;...;0

Bei der Betrachtung stetiger oder quasi-stetiger Merkmale kann nach Klassierung der Daten

und entsprechender Modifizierung der Haufigkeitsbegriffe analog vorgegangen werden.

4.2 Kontingenztabelle
Zweidimensionale Haufigkeiten werden meist in einer zweidimensionalen Haufigkeitsta-
belle, der sog. Kontingenztabelle berechnet. Das folgende Schema entspricht dem vollstandi-

gen Tableau - die Spalte i sowie die Zeile j konnen der Ubersicht halber problemlos wegge-

lassen werden.

J 1 2 14
b, b, b, e b, Summe
1 ai
1 a y ny, Ty n,
2 a, Ny, My n,., n,.
k a, s Ny o Mo
Summe R,y n,., N n

Ublicherweise basiert eine Kontingenztabelle wie oben dargestellt auf absoluten Werten,

d.h. es werden absolute (Rand-) Haufigkeiten eingetragen bzw. berechnet. Relative Kontin-

genztabellen sind allerdings keineswegs verboten.

15



4.3 Bedingte relative Hiufigkeiten und statistische Unabhangigkeit

Bei zweidimensionalen Analysen interessiert man sich mitunter fiir einen Anteil der Merkmalstra-

ger mit der Ausprdgung a, an den Merkmalstrigern mit einer bestimmten Merkmalsauspragung

b, in einer Stichprobe. Man spricht dann von der bedingten relativen Hiufigkeit

h

i‘bj

= h(X = al.| Y= bj). Da nun nicht mehr alle, sondern lediglich die Merkmalstrager mit der

Merkmalsauspragung b, (Bedingung) in die Berechnung einfliefen, teilt man die absolute Héu-

figkeit n, nicht wie gewohnt durch n, sondern durch die absolute Randhéufigkeit n, ;. Analog

dazu errechnet sich die bedingte relative Haufigkeit h/.‘a =h (Y =b, ‘ X =aq, )

Bedingte relative Hdufigkeiten:

hy, = h(X=al.|Y:bj) - :’_f _ By
*J o)
n,’;' hi;'
hj‘a" - h(Yzb./“Xzai) = ;ﬁ = ?i

Anhand der bedingten relativen Haufigkeiten lassen sich Aussagen iiber die Abhdngigkeiten
zwischen den beiden gemessenen Merkmalen treffen. Bei statistischer Unabhdngigkeit ent-
sprechen alle bedingten relativen Haufigkeiten ihren jeweiligen relativen Randhaufigkeiten,
d.h. fiir die Auspragung des einen Merkmals spielt es keine Rolle, welche Auspriagung das
jeweils andere Merkmal aufweist. Liegt eine Kontingenztabelle vor, so lasst sich dieser Sach-

verhalt folgendermaf3en priifen.

Statistische Unabhdngigkeit:

i;-n-;./‘

firalle i=1;...;k und alle j=1;...;/
n

Andernfalls sind die Merkmale statistisch abhdngig. Unabhangige Merkmale sind stets auch un-

korreliert — unkorrelierte Merkmale allerdings nicht notwendigerweise unabhéngig.

16



5 Streudiagramm und Korrelation

5.1 Streudiagramm

Unter der Voraussetzung, dass beide Merkmale X und Y metrisch skaliert sind, steht mit dem
sog. Streudiagramm ein einfaches Instrument zur graphischen Veranschaulichung einer
zweidimensionalen Haufigkeitsverteilung zu Verfiigung - jedem Beobachtungspaar wird ein

Punkt im Koordinatensystem zugeordnet.

Beispiel Streudiagramm:

25 1 i

20 T °

10 ¥+ ) )

0 ¥ ¥ ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' + >

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 *

Eine getrennte Sortierung der Merkmale nach ihren Auspragungen a;...;a, bzw. b;;...;b, ist

hier nicht mehr zielfiihrend. Um die Zusammenhange zwischen den Merkmalen besser ana-

lysieren zu kénnen, bleiben im Folgenden die einzelnen Beobachtungspaare (xl, ;»,) mitdem

Index i =1;...;n erhalten.
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5.2 Korrelationsmafie
5.2.1 Empirische Kovarianz

Die empirische Kovarianz d ., stellt eine lineare Beziehung zwischen X und Y her. Sie ist umso

grofier, je starker diejenigen Beobachtungspaare liberwiegen, bei denen grofde x; -Werte mit
groflen y,-Werten und kleine x, -Werte mit kleinen y,-Werten gekoppelt sind.

Empirische Kovarianz:

&, o
dx;y - ;.[Zﬂ:(xi_x)'(yi_y) = X=Xy
N 1 1Y
mit X = —Yx Vo= Dy W= —)xy
' n o n g

Als Maf3 fiir den Zusammenhang von X und Y ist die Kovarianz nur bedingt geeignet, da mog-

liche Unterschiede in der Skalierung der Variablen unberticksichtigt bleiben.

5.2.2 Empirischer Korrelationskoeffizient

Eine sinnvollere Mafizahl fiir Starke und Richtung eines linearen Zusammenhangs zwischen

Xund Y ist mit dem empirische Korrelationskoeffizienten r,., gegeben - er bezieht im Gegen-

satz zur empirischen Kovarianz die Streuung (und damit die Skalierung) der Merkmale in

die Rechnung ein. Der empirische Korrelationskoeffizient ., setzt die empirische Kovarianz

d.., ins Verhéltnis zum Produkt der empirischen Standardabweichungen d, und d .

Empirischer Korrelationskoeffizient:

r. = dx;y
Y dxdy
. 1 < — — -
mit = ; (xl—x)'(yi—y) = Xy—x-y
i=1
4= 2 =R 4 = 30 = T
' n S g n S
. _ 1 5 1 &,
t = — , = —. :
mil papa X, X p ;xl
— I & — I < — 1 <
= 2.0 y o= - Zy,z Xy = _'zxiyi
noig i=1 n oo
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Der Korrelationskoeffizient ist im Intervall [—1;1] definiert. Es gilt:
* Wenn r,, =1: Perfekter positiver linearer Zusammenhang
* Wenn 7, =—1: Perfekter negativer linearer Zusammenhang

* Wenmn ., =0: Kein linearer Zusammenhang (aber nicht-linearer Zusammenhang még-
lich)

Die Stdrke des linearen Zusammenhangs wird durch den Absolutbetrag des Korrelationsko-

effizienten gemessen. Das Vorzeichen des Korrelationskoeffizienten gibt die Richtung des

Zusammenhangs an. Es ist unbedingt zu beachten, dass Korrelationsmafie lediglich Aussa-

gen Uber das Bestehen eines linearen Zusammenhangs, dessen Starke und dessen Richtung

treffen. Ein Schluss auf kausale Zusammenhdnge nicht zuldssig - dass ein Zusammenhang

besteht, bedeutet nicht, dass eine Variable die andere beeinflusst.
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6 Lineare Regressionsanalyse

6.1 Allgemeines Modell

Die lineare Regressionsanalyse ist eines der am haufigsten angewendeten statistischen Ana-
lyseverfahren. Das Modell untersucht die lineare Beziehung zwischen einer metrisch ska-

lierten abhdngigen Variable Y (endogene Variable, Prognosevariable, Regressand) und K —1

metrisch skalierten unabhdngigen Variablen X,;...; X, (exogene Variablen, Prddikatorvari-

ablen, Regressoren). Folgender Zusammenhang soll beschrieben werden.

Lineare Regressionsanalyse allgemein:
Vi = PBiAbxg, .+ fx +€ furi=1..n

Die Stérterme &, (Fehlerterme, Residuen) entsprechen den Abweichungen der Beobachtun-
gen y, vom Mittelwert y, die durch das Regressionsmodell nicht erklart werden. Sie sind
dementsprechend als Differenz des jeweiligen empirischen Wertes y, von seinem Schatzer

y, definiert: € =y, —J,. Die Parameter ﬁl;...;BK sind zu schatzen, und zwar so, dass die
Summe der quadrierten Storterme iéf in der Stichprobe minimal wird (Kleinst-Quadrate-
i=1

Schdtzung).
Folgende Voraussetzungen miissen bei der Regressionsanalyse erfiillt sein:

= Es besteht eine lineare Beziehung zwischen abhéngiger und unabhéngigen Variablen

= Die unabhédngigen Variablen sind unkorreliert (keine Multikollinearitiit)

= Mogliche Ausreiler bleiben unberiicksichtigt

* Die Residuen sind unabhingig und normalverteilt

= Die Residuen haben einen Erwartungswert von Null

= Die Residuen haben die gleiche Varianz (Homoskedastizitdt, Varianzhomogenitdt der Resi-

duen)

Oft tauchen bei der linearen Regressionsanalyse logarithmierte Variablen auf. Dies hat den
Hintergrund, dass die lineare Regressionsanalyse eben nur lineare Zusammenhange unter-

sucht, sich aber jede multiplikative Funktion durch Logarithmieren linearisieren lasst.
Linearisierung:

y = ﬁl-xfz-...-xﬁk = Iny = lnﬁl+ﬁ’2-lnx2+...+ﬁK-lnxK
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Auf dieses Vorgehen bauen eine ganze Reihe verschiedener Variationen der Regressionsana-
lyse auf. Zu beachten ist, dass nun der natiirliche Logarithmus der Variable Y geschatzt wird
und sich die Koeffizienten £, aufden natiirlichen Logarithmus der jeweiligen unabhéngigen
Variable X, beziehen. Zur Interpretation der Ergebnisse ist mitunter folgende Umfor-

mungsregel hilfreich.

Logarithmus-Umformung:

lna = b = a = e

6.2 Lineare Einfachregression

6.2.1 Schitzung der Parameter

Im Modell der linearen Einfachregression wird nur der Fall mit einer abhdngigen Variable Y
und einer unabhdngigen Variable X betrachtet - meist verzichtet man hier auf die Indizie-

rung i=1;...;K und verwendet stattdessen folgende Notation.

Lineare Einfachregression:

v, = B+Bx.,+E = y, = a+bx,+¢& furi=1...;n

Ziel der Schatzung ist es, die Abweichungen der Stichprobenwerte von ihrem Mittelwert
¥, —y durch eine Regressionsgerade 3, = a + bx, bestméglich zu erklaren. Bildlich gespro-

chen geschieht dies, indem man die Konstante y =y so lange um den Punkt ()_c;)_/) dreht, bis

n

die Summe aller Abweichungen von dieser Gerade Z|yi - j/l.| minimal ist.
i=1
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Lineare Einfachregression:

A
y
Vi "~ A n
y=a+bx
&E=Yi—) /
R R
Y=V <
o o
\/ %
° b ¢
°
°
°
°
°
°
x?

Mathematisch gesehen minimiert man hierbei die Summe der quadrierten Abweichungen

vom Mittelwert, die durch die Regressionsgerade nicht erklart werden (Storterme).

Kleinst-Quadrate-Schdtzung im Modell der linearen Einfachregression:

Zn:éf = Zn:(yi—j/i)z — Min! mit §, =a+bx, firi=1;...;n
i=1

i=1

= Zn:(yi—d—l;xi)z — Min!

i=l

Flir a und b ergeben sich daraus folgende Schitzer.

Kleinst-Quadrate-Schdtzer im Modell der linearen Einfachregression:

P % _, %
- dZ - Xy d
i = y-bx
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mit d = l
n

B

ol
—_—
=

- 1 _ 1 1 < _ I &
mitx = —>x y = —xy X o= - > x} Y= -~ >yl W = -~ > X,
N . i=1 i=1

i=1

i
S

Die Regressionsgerade y =a + bx verlauft stets durch den Punkt (x;¥) und den Achsenab-

schnitt a.

6.2.2 Bestimmtheitsmaf3

Das Bestimmtheitsmaf2 R*> (R-Square) gibt an, welcher Teil der empirischen Varianz (Ge-
samtvarianz) durch die Schatzfunktion insgesamt erklart wird (erkldrte Varianz). Es be-

schreibt damit die Anpassungsgtite der Regressionsgleichung.
Bestimmtheitsmaf3 im allgemeinen Modell:

> & > &

i=1 i

Yr-7 Y-y nd,

Im Modell der Einfachregression entspricht das Bestimmtheitsmafd dem quadrierten Korre-

lationskoeffizienten.

Bestimmtheitsmaf3 im Modell der linearen Einfachregression:

d’
R2 — X,y — 7/,2

2 72 Xy
d’d?

Das Bestimmtheitsmaf3 ist im Intervall [0;1] definiert, wobei ein moglichst hoher Wert an-

gestrebt wird. Ein niedriger Wert kann darauf hindeuten, dass wichtige unabhangige Vari-

ablen in der Analyse fehlen.
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7 Normalverteilung

Das wichtigste stetige Verteilungsmodell ist die Normalverteilung (Gaufs-Verteilung). Die Zu-
fallsvariable der Normalverteilung eignet sich aufRerordentlich gut zur Beschreibung von na-
tlirlichen Variationen wie bspw. Kérpergrofsen, Gewichten oder etwa der Lange der Blatter
eines Baumes. Ergebnisse physikalischer Messungen wie z.B. die Linge eines Raumes oder
die Temperatur in einem Raum gelten ebenso als normalverteilt. Durch die Normalvertei-
lung kann das Zusammenwirken verschiedener Zufallseinfliisse modelliert werden. Bei-
spiele hierfiir sind der Intelligenzquotient, der sich aus vielen Aspekten zusammensetzt, o-

der der Benzinverbrauch auf 100 Kilometer im Stadtverkehr.

Der Parameter x der Normalverteilung entspricht dem Erwartungswert £ (X ), der Para-

meter o der Varianz Var(X).

X 0 N(,u;az) mit z€ R und o >0

fo (o) = ! ‘e_?(;]

x (=)
Fy (¥ 0?) = G.m-iez(“j dt
E(X) = u
Var(X) = o’

Mag die Formel fiir die Dichtefunktion auf den ersten Blick auch nicht sehr einleuchtend sein,
man kann an ihr bereits einige wichtige Eigenschaften der Normalverteilung erkennen. Der

vordere Quotient ist bei gegebenen Parametern konstant. Der rechte Ausdruck lasst darauf
schlieRen, dass die Dichte ihr Maximum bei x = x hat. Vergréfert man den Wert von o7, so
wird der vordere Quotient immer Kleiner. Das bedeutet, dass die Dichtefunktion mit wach-

sendem o flacher bzw. breiter wird.
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Die Dichtefunktion der Normalverteilung wird auch Glockenkurve oder Gaufs-Glocke ge-

nannt.

a

S (d:67)

H—O H p+o x

Wie unmittelbar zu erkennen ist, handelt es sich bei der Normalverteilung um eine eingipf-
lige (unimodale) Verteilung. Die Verteilung ist im mittleren Bereich konzentriert, wobei aber
auch Ausreifder nach oben und nach unter moglich sind. Die Dichtefunktion verlauft sym-
metrisch um den Erwartungswert x = 4. Median und Erwartungswert der Normalvertei-
lung sind identisch und befinden sich im Maximum der Dichte. Die Wendepunkte der Dich-

tefunktion liegen bei x=y—0o und x= u+o.
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FNv(x|ﬂ;‘72)“

v

U X
7.1 Summen und arithmetische Mittel
Lineare Transformationen von normalverteilten Zufallsvariablen sind wieder normalver-

teilt: wenn die Zufallsvariable X normalverteiltist, so ist auch die Zufallsvariable Y =a +5- X

mit a;b € R normalverteilt. Desweiteren sind Linearkombinationen von unabhéangigen nor-
malverteilten Zufallsvariablen wieder normalverteilt: wenn die unabhangigen Zufallsvari-

ablen X,;...;X normalverteilt sind, so ist auch die Zufallsvariable Y =g X, +...a X mit
a;...;a, € R normalverteilt. Aus diesen beiden Satzen ergeben sich zentrale Erkenntnisse

fiir Summen und arithmetische Mittel von unabhdngig und identisch normalverteilten Zu-

fallsvariablen.

X,;...; X, seien unabhdngig normalverteilte Zufallsvariablen mit dem Erwartungswert

E(X,)=u und der Varianz Var(X,)=oc". Die Summe X =) X, ist dann normalverteilt

i
i=1

mit dem Erwartungswert E(X)=nu und der Varianz Var(X)=no’. Das arithmetische

Mittel X = 1 ZX; ist dann normalverteilt mit dem Erwartungswert £ ()_() = 1 und der Va-
noig

rianz Var()?) = laz.
n
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Die entsprechenden Erwartungswerte und Varianzen ergeben sich aus folgender Rechnung.

7.2 Standardnormalverteilung

Mochte man spezielle Wahrscheinlichkeiten fiir die Normalverteilung bestimmen, so liegt es
nahe, diese wie gewohnt mit Hilfe der Verteilungsfunktion zu berechnen. Da allerdings die
Stammfunktion der Dichtefunktion nicht bekannt ist - die Dichtefunktion der Normalvertei-
lung lasst sich offenbar analytisch nicht integrieren — muss bei der Normalverteilung auf ta-
bellierte Werte zuriickgegriffen werden. Eine solche Tabelle istim Vorlesungs-Kurzskript als

Tabelle C abgedruckt. Man beachte, dass in dieser Tabelle nur die Funktionswerte der Ver-

teilungsfunktion ®(z) der Standardnormalverteilung enthalten sind.

Z 0 N(:o*) mit z=0und o’ =1

Jede normalverteilte Zufallsvariable X kann zu einer standardnormalverteilten Zufallsvari-

able Z transformiert (standardisiert) werden, indem man von X den Erwartungswert x sub-

trahiert und das Ergebnis durch die Standardabweichung o dividiert.
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z = X220 N(o1) mit X0 N(mo?)

\/?

Die Wahrscheinlichkeiten fiir beliebige normalverteilte Zufallsvariablen X mit E(.X )= u

und I/ar(X) = 02 berechnen sich demnach wie fOlgt.
J P(Z<x_ﬂJ I(X—‘Uj
A 0'2 A 0'2

Aufgrund der Symmetrie der Standardnormalverteilung um z = 0 gilt

X—y<x

— U
o o?

P(X<x) = P(

Die Quantile der Standardnormalverteilung sind in Tabelle D des Vorlesungs-Kurzskripts

aufgelistet. Die z-Werte konnen hierbei folgendermafien ,destandardisiert” werden.

x, = ptz,o® mit ZON(0;1), XON(u;6°) und 0< p<1

p

7.3 Zentrales Schwankungsintervall

Im Unterschied zu den Quantilen teilt das Zentrale Schwankungsintervall (ZSI) die Dichte-
funktion nicht in einen oberen und einen unteren Bereich, sondern in einen inneren und ei-
nen dufleren Bereich. Gesucht werden die Grenzen des symmetrischen Intervalls um den

Median (entspricht hier dem Erwartungswert), in dem (1-a)-100 Prozent der Beobachtun-

gen erwartet werden. Es sind also zunachst die Intervallgrenzen z, und z _ zubestimmen,
=z 1-=
2 2

die anschliefdend in x-Werte umgerechnet werden. Aufgrund der Symmetrie der Standard-

normalverteilungum z =0 ist z, = -z . Ausdiesen Uberlegungen ergibt sich folgende For-
il 1-=
2 2

mel zur Berechnung von Schwankungsintervallen.

Z8I ., = {uiz a~\/02} mit 0<a <1
1-=
2

l-a
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Ist nicht nach einem bestimmten Prozentsatz, sondern nach einem k-fachen ZSI gefragt, so

soll der Abstand zwischen dem Erwartungswert x# und den Intervallgrenzen jeweils der k-

fachen Standardabweichung entsprechen.
ZSI, = [;ﬁrk-\/az] mit k>0
Das zentrale Schwankungsintervall ist das theoretische Pendant zum zweiseitigen Konfiden-

zintervall, welches spater ausfiihrlich behandelt wird. Soll das ZSI eines Mittelwertes X von

unabhdngig und identisch normalverteilten Zufallsvariablen X, eine vorgegebene Lange L

nicht tiberschreiten und ist nach dem dafiir notwendigen Stichprobenumfang n gefragt, so

ist diese Frage streng genommen erst bei Konfidenzintervallen zuldssig. Dort gilt

Die obere Gauf3-Klammer bedeutet, dass das Ergebnis stets auf die nachste ganze Zahl auf-
gerundet werden muss. Desweiteren ist zu beachten, dass hier fiir o die urspriingliche Va-

rianz der Summanden X, eingesetzt werden muss.

7.4 Zentraler Grenzwertsatz

Die Bedeutung der Normalverteilung geht weit iiber die Verwendung als Verteilungsmodell
hinaus. Dies ist insbesondere durch den zentralen Grenzwertsatz (ZGS) bedingt. Er liefert
eine Antwort auf die Frage, welche Wahrscheinlichkeitsverteilung (oder Dichte) eine grofe
Summe (Faustregel » >30) von unabhédngig und identisch verteilten Zufallsvariablen auf-
weist. Die Summe dieser Zufallsvariablen strebt fiir jede beliebige Verteilung gegen die Nor-

malverteilung.

X,;...; X, seien unabhéngig und identisch (i.i.d.) verteilte Zufallsvariablen mit dem Erwar-
tungswert E£(X,)eR und der Varianz Var(X,)>0. Die Verteilung der Summe X = ZX[
i=1

konvergiert dann mit » — o gegen die Normalverteilung N(,u; 02) mit y=n- E(Xl.) und
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o’ =n-Var(X,). Die Verteilung des arithmetischen Mittels X :l'in konvergiert dann
nom

mit #n — o gegen die Normalverteilung N(,u; 02) mit 4 =E(X,) und ¢’ = l-Var(Xl. )-
n

X, 0 iid mit E£(X,) und Var(X,)

X

Zn:Xi 0 N(,u;az) mit 4=n-E(X,) und o’ =n-Var(X,)

i=1

l'ZH:XI, 0 N(,u;az) mit 4= E(X,) und 02=1~Var(Xl.)
n S n

X

Die Standardisierung erfolgt wie gehabt tiber

X—u ¢ ; 2 2
0 N(0;1 mit XU N( ;0
£ (o) (1c0")

Die resultierende Zufallsvariable Z ist nun allerdings nur noch asymptotisch normalverteilt.

/7 =

Flr die Quantile gilt analog

x, = u+z,~o? mit ZON(0:1), XON(@o?) und 0< p<I

p
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8 Exkurs: Zufallsexperimente und Wahrscheinlichkeiten

8.1 Zufallsexperimente

Ein Zufallsexperiment ist ein wirklich oder wenigstens gedanklich wiederholbarer Vorgang,
der zu genau einem Ergebnis (Elementarereignis) fiihrt. Welches Ergebnis eintritt, ist vor
dem Experiment ungewiss. Die Menge aller Ergebnisse heifdt Ergebnismenge (Ergebnisraum,
Ereignisraum), Teilmengen der Ergebnismenge heifden (Zufalls-) Ereignisse. Ergebnisse

schliefien sich gegenseitig aus, fiir Ereignisse gilt dies nicht notwendigerweise.

Beispiel: Einmaliges Werfen eines Wiirfels

= Ergebnis @ = {4} : Die 4 liegt oben
= Ergebnismenge Q = {1;2;3;4;5;6}
= Ereignis 4 = {2;4;6} : Eine gerade Zahl liegt oben

8.2 Wahrscheinlichkeitsbegriff
Ob ein Ereignis A tatsachlich eintritt oder nicht, ist vor einem Zufallsexperiment per Defini-

tion unbekannt. Ziel der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist es, die ,Chance” fiir das Eintreten

des Ereignisses A mit einer Wahrscheinlichkeit P(A) zu quantifizieren. Diese (theoretische)
Wahrscheinlichkeit P(4) entspricht der relativen Haufigkeit /(4) in einer Stichprobe mit

n — .

Nach der Definition von Kolmogorov spricht man von einer Wahrscheinlichkeit, wenn fol-

gende Axiome (Grundsatze, die keiner Beweise bedtirfen) erfiillt sind.

= Die Wahrscheinlichkeit P( 4) ist eine reelle, nichtnegative Zahl kleiner oder gleich Eins

= Fir einander ausschliefRende (disjunkte) Ereignisse A und B aus dem selben Ereignis-

raum gilt
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P(AUB) = P(4)+P(B) fir AnB=0

Sind bei einem Zufallsexperiment alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich, so spricht

man von einem Laplace-Experiment bzw. der entsprechenden klassischen Wahrscheinlichkeit

(Gleichmdglichkeitsmodell).

P ( A) Anzahl der Elemente von A4 Anzahl der "giinstigen" Ergebnisse

Anzahl der Elemente von QQ Anzahl der moglichen Ergebnisse

8.3 Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Aus den Axiomen von Kolmogorov und den Rechenregeln fiir Mengen ergeben sich weitere

wichtige Regeln fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung.

P(4) = 1-P(4)

P(J) = 0

P(AUB) = 1-P(AUB) = P(Zmﬁ) Regeln von de Morgan
P(4nB) = 1-P(4nB) = P(4UB)

P(AUB) = P(A4)+P(B)-P(4ANB) Additionssatz

Pac]
N
=
I
=
N
D)
Z
I
Pac]
=
i
Pac]
N
D)
=
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8.4 Bedingte Wahrscheinlichkeiten
8.4.1 Begriff und Multiplikationssatz

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintre-

ten von A unter Bedingung, dass B bereits eingetreten ist bzw. gleichzeitig mit A eintritt. Ana-

log lasst sich die bedingte Wahrscheinlichkeit P(B|A) interpretieren.

Beispiel:

Ereignis A:  In China fallt ein Sack Reis um

Ereignis B:  Erdbeben in Tokio

P(A|B) Wahrscheinlichkeit, dass in China ein Sack Reis umfallt, wenn bereits sicher

ist, dass in Tokio die Erde bebt

P(B|A) Wahrscheinlichkeit, dass in Tokio die Erde bebt, wenn bereits sicher ist, dass

in China ein Sack Reis umfallt
Nach der klassischen Wahrscheinlichkeitsdefinition (vgl. Abschnitt 8.2) erhalt man
P(A N B)
P(4)

P(ANB)

P(4|B) = P(8)

P(Bl4) =

Hieraus ergibt sich der Multiplikationssatz.

P(AnB) = P(B)P(4|B) = P(4)P(B|4)

Der Multiplikationssatz wiederum kann bei Bedarf nach P(4) bzw. P(B) aufgelost werden.

P(ANB) _ P(4nB)
P) = P(B|4) P(8) = P(4B)
Aufderdem gilt
P(4]B) = 1-P(4|B) P(B|4) = 1-P(B|4)
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8.4.2 Stochastische Unabhingigkeit
Von (stochastischer) Unabhdngigkeit zweier Ereignisse spricht man, wenn die Wahrschein-

lichkeit des Eintretens des einen Ereignisses nicht vom Eintreten des jeweils anderen Ereig-

nisses beeinflusst wird. Zwei Ereignisse A und B mit P(4)>0 und P(B)>0 sind also
stochastisch unabhdngig, wenn gilt

P(4|B) = P(4) bzw. P(B|4) = P(B)
Aus der Definition fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten (vgl. Abschnitt 8.4.1) erhdlt man den
bei stochastischer Unabhdngigkeit giiltigen Multiplikationssatz.

P(AnB) = P(4)P(B)

Hier sollte erkennbar werden, dass zwei disjunkte Ereignisse A und B mit P(A) >0 und
P(B) > 0 nicht unabhéngig sein konnen und umgekehrt. Vielmehr sind disjunkte Ereignisse

stets abhdngig voneinander - wenn eines der Ereignisse eintritt, tritt das andere mit Sicher-

heit nicht ein. Abhdngige Ereignisse sind allerdings nicht notwendigerweise disjunkt.

8.4.3 Satz der totalen Wahrscheinlichkeit und Satz von Bayes

Lasst dich die Ergebnismenge Q vollstandig in disjunkte Teilmengen 4;;...; 4, mit P(4,)>0
fiir i=1;...;n zerlegen, so ist jedes beliebige Ereignis B als Vereinigung von Schnittmengen

A N B darstellbar. Nach dem Additionssatz gilt dann

P(B) = P(4NB)+...+P(4,NB)
Mit Hilfe des Multiplikationssatzes gelangt man zum Satz der totalen Wahrscheinlichkeit.
4,) = 2 P(4)P(5]4)

Der Satz von Bayes kann als Zusammenfiihrung der Definition fiir bedingte Wahrscheinlich-

P(B) = P(4)P(B|4)+...+P(4,)P(B

keiten, des Multiplikationssatzes und des Satzes der totalen Wahrscheinlichkeit verstanden

werden.

P(4,nB)  P(4,)P(B]4,)  P(4,)P(B]4,)

A, = . = = ur j=1L...;n
) = 5 B Serea)
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9 Anhang: Tabellen der Standardnormalverteilung

Z ~ N(0,1): Die Tabelle enthélt die Werte der Verteilungsfunktion .

S |

Dla) = P25 i= / e~ 2 4y
o V2T
| 2] o000 001 002 003 004 005 006 007 008 009
0.00 [ 0.5000 0.4960 0.4920 0.4880 0.4840 0.4801 0.4761 0.4721 0.4681 0.4641
0.10 || 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.4404 0.4364 0.4325 0.4286 0.4247
1020 || 0.4207 0.4168 0.4129 0.4090 0.4052 0.4013 0.3074 0.3936 0.3807 0.3859
0.30 || 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 0.3669 0.3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483
0.40 || 0.3446 0.3409 0.3372 0.3336 0.3300 0.3264 0.3228 0.3192 0.3156 0.3121
050 || 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 02946 02912 0.2877 0.2843 02810 0.2776
0.60 || 0.2743 0.2709 0.2676 0.2643 02611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451
0.70 || 0.2420 0.2389 0.2358 0.2327 02296 0.2266 0.2236 0.2206 02177 0.2148
L0.80 || 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033 02005 0.1977 0.1949 0.1922 0.1894 0.1867
1090 || 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611
1.00 || 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379
~1.10 || 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170
1120 || 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985
“1.30 || 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823
~1.40 || 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0681
_1.50 || 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559
_1.60 || 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
170 || 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367
1.80 || 0.0359 0.0351 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294
190 || 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233
2.00 || 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183
2.10 || 0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143
2.20 || 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 00125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110
2.30 || 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087 0.0084
2.40 || 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064
2.50 || 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0048
2.60 || 0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037 0.0036
2.70 || 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026
2.80 || 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019
2.90 || 0.0019 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014
~3.00 || 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010
~3.10 || 0.0010 0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007
~3.20 || 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005
~3.30 || 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003
~3.40 || 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002
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z H 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.00 || 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.10 || 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.20 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.30 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.40 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.50 || 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.60 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.70 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.80 || 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.90 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.00 || 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.10 || 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.20 || 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.30 || 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 09115 09131 09147 09162 0.9177
1.40 || 0.9192 0.9207 0.9222 09236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 09306 0.9319
1.50 || 0.9332 0.9345 09357 09370 0.9382 0.9394 09406 09418 0.9429 0.9441
1.60 || 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0949 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.70 || 0.9554 0.9564 0.9573 09582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.80 || 0.9641 0.9649 0.9656 09664 09671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.90 || 0.9713 09719 09726 09732 09738 0.9744 09750 0.9756 09761 0.9767
2.00 || 0.9772 09778 0.9783 09788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.10 || 0.9821 0.9826 0.9830 09834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.20 | 0.9861 0.9864 0.9868 09871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.30 | 0.9893 0.9896 0.9898 09901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.40 || 0.9918 0.9920 0.9922 09925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.50 || 0.9938 0.9940 0.9941 09943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.60 || 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.70 || 0.9965 0.9966 0.9967 09968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.80 || 0.9974 09975 0.9976 09977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.90 || 0.9981 0.9982 0.9982 09983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.00 || 0.9987 0.9987 0.9987 09988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.10 || 0.9990 0.9991 0.9991 09991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
3.20 || 0.9993 0.9993 0.9994 09994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
3.30 || 0.9995 0.9995 0.9995 09996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
3.40 || 0.9997 0.9997 0.9997 09997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
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Z ~ N(0,1): Die Tabelle enthélt die Prozentpunkte z, = ®~1(p) der Standardnormalverteilung.

| P || 0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009
0.000 —oco  -3.0902 -2.8782 -2.7478 -2.6521 -2.5758 -2.5121 -2.4573 -2.4089 -2.3656
0.010 || -2.3263 -2.2904 -2.2571 -2.2262 -2.1973  -2.1701 -2.1444 -2.1201 -2.0969 -2.0749
0.020 -2.0637 -2.0335 -2.0141 -19954 -19774 -1.9600 -1.9431 -1.9268 -1.9110 -1.8957
0.030 -1.8808 -1.8663 -1.8522 -1.8384 -1.8250 -1.8119 -1.7991 -1.7866 -1.7744 -1.7624
0.040 -1.7507 -1.7392 -1.7279 -1.7169 -1.7060 -1.6954 -1.6849 -1.6747 -1.6646 -1.6546
0.050 || -1.6449 -1.6352 -1.6258 -1.6164 -1.6072 -1.5982 -1.5893 -1.5805 -1.5718 -1.5632
0.060 -1.5548 -1.5464 -1.5382 -1.5301 -1.5220  -1.5141 -1.5063 -1.4985 -1.4909 -1.4833
0.070 -1.4758 -1.4684 -1.4611 -1.4538 -1.4466  -1.4395 -1.4325 -1.4255 -1.4187 -1.4118
0.080 -1.4051 -1.3984 -1.3917 -1.3852 -1.3787  -1.3722 -1.3658 -1.3595 -1.3532 -1.3469
0.090 -1.3408 -1.3346 -1.328> -1.3225 -1.3165 -1.3106 -1.3047 -1.2988 -1.2930 -1.2873
0.100 || -1.2816 -1.2759 -1.2702 -1.2646 -1.2591 -1.2536 -1.2481 -1.2426 -1.2372 -1.2319
0.110 -1.2265 -1.2212 -1.2160 -1.2107 -1.2055 -1.2004 -1.1952 -1.1901 -1.1850 -1.1800
0.120 -1.1750 -1.1700 -1.1650 -1.1601 -1.1552 -1.1503 -1.1455 -1.1407 -1.1359 -1.1311
0.130 -1.1264 -1.1217 -1.1170 -1.1123 -1.1077 -1.1031 -1.0985 -1.0939 -1.0893 -1.0848
0.140 -1.0803 -1.0758 -1.0714 -1.0669 -1.0625 -1.0581 -1.05637 -1.0494 -1.0450 -1.0407
0.150 -1.0364 -1.0322 -1.0279 -1.0237 -1.0194 -1.0152 -1.0110 -1.0069 -1.0027 -0.9986
0.160 -0.9945 -0.9904 -0.9863 -0.9822 -0.9782 -0.9741  -09701 -0.9661 -0.9621 -0.9581
0.170 -0.9542 -0.9502 -0.9463 -0.9424 -0.9385 -0.9346 -0.9307 -0.9269 -0.9230 -0.9192
0.180 -0.9154 -0.9116 -0.9078 -0.9040 -0.9002 -0.8965 -0.8927 -0.8890 -0.8853 -0.8816
0.190 -0.8779 -0.8742 -0.8705 -0.8669 -0.8633  -0.8596 -0.8560 -0.8524 -0.8488 -0.8452
0.200 || -0.8416 -0.8381 -0.8345> -0.8310 -0.8274  -0.8239 -0.8204 -0.8169 -0.8134 -0.8099
0.210 -0.8064 -0.8030 -0.7995 -0.7961 -0.7926  -0.7892 -0.7858 -0.7824 -0.7790 -0.7756
0.220 -0.7722  -0.7688 -0.7655 -0.7621 -0.7588  -0.7554 -0.7521 -0.7488 -0.7454 -0.7421
0.230 -0.7388 -0.7356 -0.7323 -0.7290 -0.7257  -0.7225 -0.7192 -0.7i60 -0.7128 -0.7095
0.240 -0.7063 -0.7031 -0.6999 -0.6967 -0.6935 -0.6903 -0.6871 -0.6840 -0.6808 -0.6776
0.250 || -0.6745 -0.6713 -0.6682 -0.6651 -0.6620 -0.6588 -0.6557 -0.6526 -0.6495 -0.6464
0.260 -0.6433 -0.6403 -0.6372 -0.6341 -0.6311 -0.6280 -0.6250 -0.6219 -0.6189 -0.6158
0.270 -0.6128 -0.6098 -0.6068 -0.6038 -0.6008  -0.5978 -0.5948 -0.5918 -0.5888 -0.5858
0.280 -0.5828 -0.5799 -0.5769 -0.5740 -0.5710  -0.5681 -0.5651 -0.5622 -0.5592 -0.5563
0.290 -0.5634 -0.5505 -0.5476 -0.5446 -0.5417  -0.5388 -0.5359 -0.5330 -0.5302 -0.5273
0.300 || -0.5244 -0.5215 -0.5187 -0.5158 -0.5129  -0.5101 -0.5072 -0.5044 -0.5015 -0.4987
0.310 -0.4959 -0.4930 -0.4902 -0.4874 -0.4845 -0.4817 -0.4789 -0.4761 -0.4733 -0.4705
0.320 -0.4677 -0.4649 -0.4621 -0.4593 -0.4565 -0.4538  -0.4510 -0.4482 -0.4454 -0.4427
0.330 -0.4399 -0.4372 -0.4344 -0.4316 -0.4289  -0.4261 -0.4234 -0.4207 -0.4179 -0.4152
0.340 -0.4125 -0.4097 -0.4070 -0.4043 -0.4016  -0.3989 -0.3961 -0.3934 -0.3907 -0.3880
0.350 -0.3853 -0.3826 -0.3799 -0.3772 -0.3745 -0.3719  -0.3692 -0.3665 -0.3638 -0.3611
0.360 -0.3585 -0.3558 -0.3531 -0.3505 -0.3478  -0.3451 -0.3425 -0.3398 -0.3372 -0.3345
0.370 -0.3319 -0.3292 -0.3266 -0.3239 -0.3213  -0.3186 -0.3160 -0.3134 -0.3107 -0.3081
0.380 -0.3055 -0.3029 -0.3002 -0.2976 -0.2950  -0.2924 -0.2898 -0.2871 -0.2845 -0.2819
0.390 -0.2793 -0.2767 -0.2741 -0.2715 -0.2689  -0.2663 -0.2637 -0.2611 -0.2585 -0.2559
0.400 || -0.2533 -0.2508 -0.2482 -0.2456 -0.2430 -0.2404 -0.2378 -0.2353 -0.2327 -0.2301
0.410 -0.2275  -0.2250 -0.2224 -0.2198 -0.2173  -0.2147 -0.2121 -0.2096 -0.2070 -0.2045
0.420 -0.2019 -0.1993 -0.1968 -0.1942 -0.1917 -0.1891 -0.1866 -0.1840 -0.1815 -0.1789
0.430 -0.1764 -0.1738 -0.1713 -0.1687 -0.1662 -0.1637 -0.1611 -0.1586 -0.1560 -0.1535
0.440 -0.1510 -0.1484 -0.1459 -0.1434 -0.1408  -0.1383 -0.1358 -0.1332 -0.1307 -0.1282
0.450 -0.1257 -0.1231 -0.1206 -0.1181 -0.1156  -0.1130 -0.1105 -0.1080 -0.1055 -0.1030
0.460 -0.1004 -0.0979 -0.0954 -0.0929 -0.0904 -0.0878 -0.0853 -0.0828 -0.0803 -0.0778
0.470 -0.0753 -0.0728 -0.0702 -0.0677 -0.0652 -0.0627 -0.0602 -0.0577 -0.0552 -0.0527
0.480 -0.0502 -0.0476 -0.0451 -0.0426 -0.0401 -0.0376 -0.0351 -0.0326 -0.0301 -0.0276
0.490 -0.0251 -0.0226 -0.0201 -0.0175 -0.0150 -0.0125 -0.0100 -0.0075 -0.0050 -0.0025
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P || 0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009
0.500 0.0000 0.0025 0.0050 0.0075 0.0100 0.0125 0.0150 0.0175 0.0201 0.0226
0.510 0.0251 0.0276 0.0301 0.0326 0.0351 0.0376 0.0401 0.0426 0.0451 0.0476
0.520 0.0502 0.0527 0.0552 0.0577 0.0602 0.0627 0.0652 0.0677 0.0702 0.0728
0.530 0.0753 0.0778 0.0803 0.0828 0.0853 0.0878 0.0904 0.0929 0.0954 0.0979
0.540 0.1004 0.1030 0.1055 0.1080 0.1105 0.1130 0.1156 0.1181 0.1206 0.1231
0.550 0.1257 0.1282 0.1307 0.1332  0.1358 0.1383 0.1408 0.1434 0.1459 0.1484
0.560 0.1510 0.1535 0.1560 0.1586 0.1611 0.1637 0.1662 0.1687 0.1713 0.1738
0.570 0.1764 0.1789 0.1815 0.1840 0.1366 0.1891 0.1917 0.1942 0.1968 0.1993
0.580 0.2019 0.2045 0.2070 0.209 0.2121 0.2147 0.2173 0.2198 0.2224 0.2250
0.590 0.2275 0.2301 0.2327 0.2353 0.2378 0.2404 0.2430 0.2456 0.2482  0.2508
0.600 || 0.2533 0.2559 0.2585 0.2611 0.2637 0.2663 0.2689 0.2715 0.2741 0.2767
0.610 0.2793 0.2819 0.2845 0.2871 0.2898 0.2924 0.2950 0.2976 0.3002 0.3029
0.620 0.3055 0.3081 0.3107 0.3134 0.3160 0.3186 0.3213 0.3239 0.3266 0.3292
0.630 0.3319 0.3345 0.3372 0.3398  0.3425 0.3451 0.3478 0.3505 0.3531 0.3558
0.640 0.3585 0.3611 0.3638 0.3665 0.3692 0.3719 0.3745 03772 03799 0.3826
0.650 0.383 0.3830 0.3907 0.3934 0.3961 0.3989 0.4016 0.4043 0.4070 0.4097
0.660 0.4125 0.4152 0.4179 0.4207 0.4234 0.4261 0.4289 0.4316 0.4344 0.4372
0.670 0.4399 0.4427 0.4454 0.4482 0.4510 0.4538 0.4565 0.4593 0.4621 0.4649
0.680 0.4677 0.4705 0.4733 04761 0.4789 0.4817 0.4845 0.4874 0.4902 0.4930
0.690 0.4959 0.4987 0.5015 0.5044 0.5072 0.5101 0.5129 0.5158 0.5187 0.5215
0.700 || 0.5244 0.5273 0.5302 0.5330 0.5359 0.5388 0.5417 0.5446 0.5476 0.5505
0.710 0.5534 0.55663 0.55692 0.5622 0.5651 0.5681 0.5710 0.5740 0.5769 0.5799
0.720 0.5828 0.5858 0.5888 0.5918 0.5948 0.5978 0.6008 0.6038 0.6068 0.6098
0.730 0.6128 0.6158 0.6189 0.6219 0.6250 0.6280 0.6311 0.6341 0.6372 0.6403
0.740 0.6433 0.6464 0.6495 0.6526 0.6357 0.6588 0.6620 0.6651 0.6682 0.6713
0.750 || 0.6745 0.6776 0.6808 0.6840 0.6871 0.6903 0.6935 0.6967 0.6999 0.7031
0.760 0.7063 0.7095 0.7128 0.7160 0.7192 0.7225 0.7257 0.7290 0.7323 0.7356
0.770 0.7388 0.7421 0.7454 0.7488 0.7521 0.7554 0.7588 0.7621 0.7655 0.7688
0.780 0.7722  0.7756 0.7790 0.7824 0.7838 0.7892 0.7926 0.7961 0.7995 0.8030
0.790 0.8064 0.8099 0.8134 0.8169 0.8204 0.8239 0.8274 0.8310 0.8345 0.8381
0.800 || 0.8416 0.8452 0.8488 0.8524 0.8560 0.8596 0.8633 0.8669 0.8700 0.8742
0.810 0.8779 0.8816 0.83853 0.8890 0.8927 0.8965 0.9002 09040 09078 0.9116
0.820 0.9154 0.9192 0.9230 0.9269 0.9307 0.9346 0.9385 0.9424 0.9463 0.9502
0.830 0.9542  0.9581 0.9621 09661 0.9701 0.9741 0.9782 09822 09863 0.9904
0.840 0.9945 0.9986 1.0027 1.0069 1.0110 1.0152 1.0194 1.0237 1.0279 1.0322
0.850 1.0364 1.0407 1.0450 1.0494 1.0637 1.05681 1.0625 1.0669 1.0714 1.0758
0.860 1.0803 1.0848 1.0893 1.0939 1.0985 1.1031 1.1077 1.1123 1.1170 1.1217
0.870 1.1264 1.1311 1.1359 1.1407 1.1455 1.1503 1.1552 1.1601 1.1650 1.1700
0.880 1.1750 1.1800 1.1850 1.1901 1.1952 1.2004 1.2055 1.2107 1.2160 1.2212
0.890 1.22656 1.2319 1.2372 1.2426 1.2481 1.2536 1.2591 1.2646 1.2702 1.2759
0.900 || 1.2816 1.2873 1.2930 1.2988 1.3047 1.3106 1.3165 1.3225 1.3285 1.3346
0.910 1.3408 1.3469 1.3532 1.3595 1.3658 1.3722 1.3787 1.3832 1.3917 1.3984
0.920 1.4051 1.4118 1.4187 1.4255 1.4325 1.4395 1.4466 1.4538 1.4611 1.4684
0.930 1.4758 1.4833 14909 1.4985 1.5063 1.5141 1.5220 1.5301 1.5382 1.5464
0.940 1.5548 1.5632 15718 1.5805 1.5893 1.5982 1.6072 1.6164 1.6258 1.6352
0.950 || 1.6449 1.6546 1.6646 1.6747 1.6849 1.6954 1.7060 1.7169 1.7279 1.7392
0.960 1.7507 1.7624 1.7744 1.7866 1.7991 1.8119 1.8250 1.8384 1.8522 1.8663
0.970 1.8808 1.8957 19110 19268 19431 1.9600 19774 19954 2.0141 2.0335
0.980 2.0537 2.0749 2.0969 2.1201 2.1444 2.1701 2.1973 2.2262 2.2571 2.2904
0.990 || 2.3263 2.3656 2.4089 24573 25121 2.5758 2.6521 2.7478 2.8782 3.0902
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